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Περίληψη 
 

Για την κατασκευή δοµών µικροηλεκτρονικής και µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών 
συστηµάτων (Micro-Electro-Mechanical Systems, MEMS) χρησιµοποιείται τεχνολογία 
µεταφοράς σχήµατος (λιθογραφία και εγχάραξη µε πλάσµα ή µε υγρά αντιδραστήρια) η 
οποία βασίζεται στην απόθεση και σχηµατοποίηση διαδοχικών επίπεδων στρωµάτων.  

Ο έλεγχος του σχήµατος των εγχαρασσόµενων δοµών είναι αναγκαίος για την ορθή 
λειτουργία των αντίστοιχων µικροηλεκτρονικών διατάξεων και µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών 
συστηµάτων. Σηµαντικά προβλήµατα κατά την εγχάραξη δοµών µε πλάσµα, τα οποία 
δυσχεραίνουν τον έλεγχο του σχήµατος των κατασκευαζόµενων δοµών, είναι η απώλεια 
µικροσκοπικής οµοιοµορφίας (π.χ. υστέρηση εγχάραξης) και οι αποκλίσεις από απόλυτα 
κάθετα τοιχώµατα στις εγχαρασσόµενες δοµές. Στην κατανόηση των µηχανισµών που 
προκαλούν τα προβλήµατα κατά την εγχάραξη δοµών µε πλάσµα, και γενικότερα στον 
έλεγχο του σχήµατος των εγχαρασσόµενων δοµών, µπορεί να συµβάλει, εκτός από την 
πειραµατική µελέτη, και η προσοµοίωση της εξέλιξης τοπογραφίας των εγχαρασσόµενων 
δοµών. 

Ο σκοπός της εργασίας είναι η ανάπτυξη πλαισίου ολοκληρωµένης προσοµοίωσης 
εξέλιξης τοπογραφίας δοµών (π.χ. αυλάκια, οπές) που εγχαράσσονται µε πλάσµα. Το επίπεδο 
ολοκλήρωσης αφορά στη σύνδεση της αέριας φάσης στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα 
πλάσµατος µε την τοπογραφία, το σχήµα της εγχαρασσόµενης δοµής. Το πλαίσιο 
προσοµοίωσης αποτελείται από: 
 
1) Μοντέλο υπολογισµού των τοπικών ροών των συστατικών µέσα στις εγχαρασσόµενες 
δοµές που λαµβάνει υπόψη τα φαινόµενα σκίασης και επανεκποµπής. Συνδέει τις ροές των 
συστατικών στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα πλάσµατος µε τις τοπικές ροές στο 
εσωτερικό των εγχαρασσόµενων δοµών. 
 
2) Μοντέλο εγχάραξης επιφανειών που περιγράφει τις διεργασίες που συµβαίνουν σε 
εγχαρασσόµενη επιφάνεια SiO2 και Si σε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων. Το 
µοντέλο, το οποίο λαµβάνει υπόψη ανταγωνιστικά φαινόµενα εγχάραξης και απόθεσης, είναι 
φαινοµενολογικό και βασίζεται σε ισοζύγια θέσεων ρόφησης στην εγχαρασσόµενη 
επιφάνεια. Συνδέει τις τοπικές ροές στο εσωτερικό των εγχαρασσόµενων δοµών µε την 
τοπική ταχύτητα εγχάραξης. 
 
3) Αλγόριθµο εξέλιξης τοπογραφίας της εγχαρασσόµενης δοµής. Υλοποιείται η µέθοδος των 
ισοϋψών. Ο αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας χρησιµοποιεί την τοπική ταχύτητα εγχάραξης 
για τη µετακίνηση της τοπογραφίας των εγχαρασσόµενων δοµών. 
 

Το τρίτο συστατικό του πλαισίου προσοµοίωσης, ο αλγόριθµος εξέλιξης 
τοπογραφίας, είναι ένας γενικός αλγόριθµος εξέλιξης κινούµενου συνόρου, που µπορεί να 

 



εφαρµοστεί σε αρκετές περιοχές (π.χ. εξέλιξη διεπιφάνειας ρευστών στη ρευστοµηχανική). Η 
σύζευξη των δύο µοντέλων του πλαισίου προσοµοίωσης [συστατικά (1) και (2)], µε βάση την 
οποία υπολογίζεται η τοπική ταχύτητα εγχάραξης, είναι αυτή που ειδικεύει την εφαρµογή 
του αλγόριθµου εξέλιξης κινούµενου συνόρου στο πρόβληµα εγχάραξης δοµών. 

Τα κύρια σηµεία της εργασίας συνοψίζονται στα εξής µε τη σειρά που 
παρουσιάζονται στην εργασία: 

 
Α) ∆ιατυπώνονται εξισώσεις για τον υπολογισµό της τοπικής ροής ουδέτερων συστατικών 
στο εσωτερικό οπών µε κυλινδρική συµµετρία καθώς και µέθοδος αριθµητικής επίλυσης του 
προβλήµατος υπολογισµού τοπικής ροής στο εσωτερικό δοµών (ολοκληρωτική εξίσωση 
Fredholm 2ου είδους). Αντιµετωπίζεται η ιδιοµορφία του πυρήνα της ολοκληρωτικής 
εξίσωσης και παρουσιάζονται για πρώτη φορά συγκριτικά αποτελέσµατα τοπικής ροής στο 
εσωτερικό αυλακιού και οπής. 
 
Β) Αναπτύσσεται πρωτότυπο φαινοµενολογικό µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας SiO2 και Si σε 
πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων. 
 
Γ) Προτείνεται αλγόριθµος σύζευξης του µοντέλου υπολογισµού των τοπικών ροών των 
συστατικών στο εσωτερικό δοµών και του µοντέλου εγχάραξης επιφάνειας. Το κεντρικό 
σηµείο της σύζευξης είναι ο ταυτόχρονος υπολογισµός των τοπικών ροών και φαινόµενων 
συντελεστών προσκόλλησης των συστατικών. Το αντίστοιχο αριθµητικό πρόβληµα αφορά 
στην επίλυση συστήµατος µη γραµµικών ολοκληρωτικών εξισώσεων.   
 
∆) Περιγράφονται αναλυτικά και αντιµετωπίζονται αυτοτελώς όλα τα υπολογιστικά 
προβλήµατα που περιλαµβάνει η υλοποίηση της µεθόδου των ισοϋψών: επίλυση εξισώσεων 
ισοϋψών και Eikonal, εύρεση ισοϋψούς συνάρτησης και προεκβολή ταχύτητας συνόρου 
µακριά από αυτό. Για την επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών, δοκιµάζονται διαφορετικά 
αριθµητικά σχήµατα διακριτοποίησης στο χώρο και στο χρόνο, µερικά από τα οποία 
εφαρµόζονται για πρώτη φορά σε προβλήµατα εξέλιξης συνόρου. ∆ιαπιστώνεται ότι το 
σφάλµα που οφείλεται στη διακριτοποίηση στο χώρο είναι πολύ σηµαντικότερο από το 
αντίστοιχο της διακριτοποίησης στο χρόνο. Για την επίλυση της εξίσωσης Eikonal, 
αξιολογούνται διαφορετικές µέθοδοι επίλυσης. Η ταχύτερη είναι η µέθοδος ταχυ-βηµατισµού 
(fast marching method), η οποία επιλύει άµεσα, χωρίς επαναληπτική διαδικασία, το µη 
γραµµικό πρόβληµα που περιγράφει η εξίσωση Eikonal. Υλοποιείται αλγόριθµος εύρεσης 
ισοϋψούς συνάρτησης που βασίζεται στον υπολογισµό του κάθετου διανύσµατος στις 
ισοϋψείς της συνάρτησης. Το αντίστοιχο αριθµητικό πρόβληµα συστήµατος συνήθων 
διαφορικών εξισώσεων επιλύεται µε ζεύγος µεθόδων Runge-Kutta υψηλής τάξης ακρίβειας. 
Μέσα από τη µελέτη των υπολογιστικών προβληµάτων που περιλαµβάνει η υλοποίηση της 
µεθόδου των ισοϋψών, εξετάζεται η σκοπιµότητα χρήσης αριθµητικών σχηµάτων υψηλής 
τάξης ακρίβειας. 

 



Ε) Το πλαίσιο προσοµοίωσης εφαρµόζεται στην εγχάραξη δοµών SiO2 σε πλάσµα 
φθοριωµένων υδρογονανθράκων. Από πρώτες αρχές και χωρίς προσαρµόσιµες παραµέτρους, 
προβλέπονται και ερµηνεύονται τα προβλήµατα απώλειας µικροσκοπικής οµοιοµορφίας (π.χ. 
υστέρηση εγχάραξης και αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης). Προτείνονται χάρτες εγχάραξης 
δοµών SiO2 και Si οι οποίοι συνδέουν την αέρια φάση στον κύριο όγκο ενός αντιδραστήρα 
πλάσµατος µε τα προβλήµατα απώλειας µικροσκοπικής οµοιοµορφίας. Το πλαίσιο 
προσοµοίωσης εφαρµόζεται και στη διεργασία πολυβηµατικής εγχάραξης δοµών Si µε 
εναλλαγή αερίων πλάσµατος (ΠΕΜΕΑΠ) που χρησιµοποιείται για την εγχάραξη βαθιών 
αυλακιών Si (multiple step deep Si etch process ή gas chopping deep reactive ion etch 
process ή Bosch process). Χρησιµοποιείται για πρώτη φορά η µέθοδος των ισοϋψών ως 
αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας στη διεργασία ΠΕΜΕΑΠ. Τέλος, αναδεικνύονται οι 
δυνατότητες του πλαισίου για προσοµοίωση κι άλλων προβληµάτων κατά την εγχάραξη 
δοµών, όπως α) οι νανο-πτυχώσεις στη βάση των εγχαρασσόµενων δοµών και β) η εξέλιξη 
τραχύτητας εγχαρασσόµενης επιφάνειας. Σηµειώνεται επίσης η ευελιξία του πλαισίου µέσα 
από εφαρµογές του σε άλλες διεργασίες, όπως α) η απόθεση και β) η εµφάνιση κατά τη 
λιθογραφία. 
 
ΣΤ) Γίνεται επαλήθευση κώδικα (code verification) µε τη µέθοδο κατασκευασµένων λύσεων 
(method of manufactured solutions) για κάθε αριθµητικό υπολογισµό του πλαισίου 
προσοµοίωσης. 
 
Ζ) Το πλαίσιο προσοµοίωσης είναι σηµαντικό και ως προς την υποδοµή που προσφέρει στο 
µελλοντικό χρήστη, η οποία του επιτρέπει να εστιάσει κυρίως στην εφαρµογή και στο 
εξεταζόµενο πρόβληµα και να καταγίνεται λιγότερο µε τον τρόπο και τις µεθόδους 
προσοµοίωσης. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



Summary 
 

The technology used for the fabrication of microelectronics devices and micro-
electro-mechanical systems (MEMS) is based on the successive deposition or growth of 
planar layers and the subsequent transfer of the desired pattern onto these layers. Lithography 
and plasma or wet etching are the essential steps of this technology. 

Profile control of the etched structures is necessary for the efficient operation of the 
corresponding microelectronics devices and MEMS. The loss of microscopic uniformity (e.g 
reactive ion etching lag) and deviations from the perfectly anisotropic profiles of the 
structures (e.g. microtrenching, sidewall bowing, roughness) are etching artifacts that make 
the profile control difficult. There is a need to understand the mechanisms causing these 
artifacts and suppress them. Besides experimental study, topography evolution simulation of 
the etched structures can contribute to this direction. 

The goal of this work is the development of an integrated simulation framework for 
the topography evolution of structures etched with plasma. This framework links the bulk 
plasma gas phase with the profile of the etched structure and consists of: 
 
1) A local flux calculation model. Shadowing and reemission of flux are taken into account. 
This model links the species fluxes in the bulk plasma gas phase with the local species fluxes 
inside features. 
  
2) A surface etch model. This model includes the processes during the etching of SiO2 and Si 
surface with fluorocarbon plasma. The surface model is a phenomenological model that takes 
into account the competitive phenomena of etching and deposition occurring during etching 
with fluorocarbon plasma. The model is based on site balances on the etched surface and 
links the species local fluxes with the local etching rate. 
 
3) An algorithm for the topography evolution of the etched features. The level set method is 
implemented. The algorithm uses the local etching rate to move the topography of the etched 
structures.  

 
The third component of the simulation framework, the topography evolution 

algorithm, is a general boundary evolution algorithm, which can be applied in several areas, 
such as the evolution of an interface between two fluids in fluid mechanics. The coupling of 
the first two models of the simulation framework [components (1) and (2)] that yields the 
local etching rate, defines the boundary evolution problem that the boundary evolution 
algorithm, namely the level set method, solves.  

The main points of this work are summarized below (in the order that appear in the 
text): 

 



A) The equations for the calculation of local fluxes of neutral species inside long trenches 
and holes with cylindrical symmetry are formulated. Several methods are used for the 
solution of the respective numerical problem, which is a Fredholm integral equation of the 
second kind. The singularity of the kernel of the integral equation is resolved. Comparative 
results for the local flux inside trenches and holes are presented. 
 
Β) An original surface model for the etching of SiO2 and Si with fluorocarbon plasmas is 
developed. 
 
C) An algorithm for the coupling between the local flux calculation model and the surface 
etch model is formulated. The central point of this coupling is the simultaneous calculation of 
the species local fluxes and effective sticking coefficients. The respective numerical problem 
is the solution of a system of nonlinear integral equations. 
 
D) The following computational tasks included in the level set method implementation are 
addressed in detail and resolved: i) The solution of the level set equation, ii) the solution of 
the Eikonal equation, iii) the calculation of zero contour of the level set function (or generally 
the calculation of the contours of a function) and iv) the extension or the extrapolation of the 
velocity of the moving boundary away from the moving boundary. Several discretization 
schemes in space and time are applied for the solution of the level set equation. Some of these 
schemes are used for the first time in boundary evolution problems. It is ascertained that the 
error due to space discretization is more important than the error due to time discretization. 
Three different methods are used for the solution of the Eikonal equation. The fast marching 
method, which solves the nonlinear boundary value problem described by the Eikonal 
equation directly (without an iterative procedure), is the fastest. The formulated algorithm for 
the calculation of the zero contour of the level set function is based on the calculation of the 
normal vector to this contour. The respective computational task is the solution of a system of 
nonlinear ordinary differential equations, which is solved with explicit Runge-Kutta pairs of 
high orders. In all numerical tasks included in the implementation of the level set method, the 
need of using high order numerical schemes is investigated. 
 
E) The simulation framework is applied in SiO2 feature etching with fluorocarbon plasmas. 
The problems of microscopic uniformity loss [e.g. reactive ion etching lag (RIE lag), inverse 
RIE lag] are predicted and explained from first principles and without fitted parameters. 
Feature etching maps that link the bulk plasma gas phase with the problems of microscopic 
uniformity loss are constructed. The simulation framework is also applied to the multiple 
step, deep Si etch process (Bosch process). The level set method is used for the first time for 
the topography evolution simulation of the Bosch process. It is shown that the simulation 
framework can be used for the simulation and prediction of other problems during feature 
etching such as i) microtrenching and ii) surface roughness. Finally, the flexibility of the 

 



simulation framework is accentuated through its application to processes such as i) deposition 
and ii) photoresist development during lithography. 
 
F) The code verification for every numerical calculation of the simulation framework is 
accomplished through the method of manufactured solutions.  
 
G) The simulation framework is an important substratum, as its future user can focus on the 
application rather than on the numerical calculations and the simulation methods. 
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Μέρος Ι  –  Κεφάλαιο 1 

 

 

 

 
 

Εισαγωγή 

 

 

 

 

 
 
Εισάγονται οι βασικές έννοιες της εργασίας. Αρχικά περιγράφεται ο ρόλος της διεργασίας 
εγχάραξης στη µικροηλεκτρονική και την κατασκευή µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων 
και στη συνέχεια οι κατηγορίες εγχάραξης, ο αντιδραστήρας πλάσµατος, δηλαδή ο χώρος όπου 
λαµβάνει χώρα η εγχάραξη µε πλάσµα, και οι µηχανισµοί εγχάραξης. ∆ιευκρινίζονται οι 
έννοιες δοµή και τοπογραφία δοµής και αναφέρονται τα προβλήµατα εγχάραξης δοµών που 
δικαιολογούν την ανάγκη για προσοµοίωση της εξέλιξης τοπογραφίας των εγχαρασσόµενων 
δοµών. Τέλος, περιγράφεται το πλαίσιο προσοµοίωσης καθώς και το σχετικό σηµερινό επίπεδο 
γνώσεων. 
 
 
 
 
 
 



1.1 Ο ρόλος της διεργασίας εγχάραξης 
 

Η εγχάραξη µε πλάσµα είναι σηµαντικό βήµα στην αλυσίδα της παραγωγικής 
διαδικασίας κατασκευής ενός ολοκληρωµένου κυκλώµατος (ΟΚ) στη µικροηλεκτρονική. Οι 
διεργασίες πλάσµατος αποτελούν το 1/3 των δεκάδων έως εκατοντάδων βηµάτων στην 
παραγωγική διαδικασία κατασκευής ΟΚ [Lieberman & Lichtenberg (1994), σ. 2] και η 
εγχάραξη µε πλάσµα είναι η συχνότερη από αυτές τις διεργασίες.ℜ

Τα ΟΚ είναι η βάση κάθε ηλεκτρονικής συσκευής. Περιλαµβάνουν πλήθος 
ηλεκτρικών στοιχείων, όπως δίοδοι, πυκνωτές, αντιστάσεις, τρανζίστορ κατάλληλα 
συνδεδεµένων ώστε να σχηµατίζουν ένα ηλεκτρικό κύκλωµα, το οποίο επιτελεί 
συγκεκριµένη λειτουργία. 
 

  
(α) (β) 

 
(γ) 

Σχήµα 1.1 (α) ∆ισκίο Si διαµέτρου 10 cm (Ινστιτούτο Μικροηλεκτρονικής, ΕΚΕΦΕ ∆ηµόκριτος). (β) 
Εκατοντάδες ΟΚ τεχνολογίας CMOS 2 µm πάνω σε δισκίo Si (Ινστιτούτο Μικροηλεκτρονικής, 
ΕΚΕΦΕ ∆ηµόκριτος). (γ) Πακεταρισµένο ΟΚ, κατασκευασµένο στο Ινστιτούτο Μικροηλεκτρονικής 
του ΕΚΕΦΕ ∆ηµόκριτος. 
 

                                                 
ℜ Η εγχάραξη µε πλάσµα δεν είναι η µόνη διεργασία πλάσµατος κατά την κατασκευή ΟΚ. Ένα παράδειγµα 
διεργασίας πλάσµατος είναι η υποβοηθούµενη από πλάσµα χηµική απόθεση από ατµό (plasma enhanced 
chemical vapor deposition). Με αυτή τη διεργασία µπορεί να γίνει απόθεση στρωµάτων Si3N4 σε Al [Lieberman 
& Lichtenberg (1994), σ. 5]. 
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Το υπόστρωµα στο οποίο κατασκευάζονται τα ολοκληρωµένα κυκλώµατα (ΟΚ) είναι 
το δισκίο Si (Σχήµα 1.1α). Πρόκειται για δισκίο µε πάχος µερικά δέκατα του χιλιοστού και 
διάµετρο που µπορεί να κυµαίνεται από 7.5 έως και 30 εκατοστά. Πάνω σε ένα δισκίο 
κατασκευάζονται εκατοντάδες ΟΚℜ (Σχήµα 1.1β) µε επίπεδη τεχνολογία. Η επίπεδη 
τεχνολογία γενικά βασίζεται στη διαδοχική και επαναλαµβανόµενη απόθεση αγώγιµων και 
διηλεκτρικών στρωµάτων, µεταφορά των επιθυµητών σχηµάτων σε αυτά τα στρώµατα και 
νόθευση (doping) σε τµήµατα αυτών κατάλληλων προσµίξεων. Η κατασκευή ολοκληρώνεται 
µε τη δηµιουργία ηλεκτρικών συνδέσεων µεταξύ του ίδιου αλλά και διαφορετικών επιπέδων 
του ΟΚ. Ακολουθεί η κοπή και το πακετάρισµα (packaging) κάθε ΟΚ (πακεταρισµένο ΟΚ, 
Σχήµα 1.1γ).  
 

   
(α) (β) (γ) 

 

 
  

(δ) (ε) (στ) 

100 µm

10µm 
1 µm 

100 µm 

150 µm 200µm 

Σχήµα 1.2 ∆οµές µικροηλεκτρονικής και µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων. (α) Οπή επαφής 
(πλάτος δοµής 1.25 µm) µεταξύ διαφορετικών επιπέδων ΟΚ [Doemling et al. (1996)]. (β) Αυλάκι Si 
πλάτους 10 µm (εργαστήριο πλάσµατος Ινστιτούτου Μικροηλεκτρονικής του ΕΚΕΦΕ ∆ηµόκριτος). 
Τα αυλάκια Si στα ΟΚ χρησιµοποιούνται ως πυκνωτές ή για αποµόνωση µεταξύ συσκευών του ΟΚ. 
(γ) Μικροελατήριο από Si (οριζόντια διάσταση δοµής λίγο περίπου 100 µm) [Pandhumsoporn et al. 
(1998)]. (δ) Μικροµεµβράνη από SiO2 (επιφάνειας 200×200 µm2) που χρησιµοποιείται σε αισθητήρες 
[Tserepi et al. (2003)]. (ε) Μικροανεµιστήρας από Si (ακτίνα ανεµιστήρα 100 µm) [Pandhumsoporn 
et al. (1998)]. (στ) Τµήµα µικρο-ηλεκτρο-µηχανικού συστήµατος (οριζόντια διάσταση δοµής περίπου 
150 µm) βιολογικής εφαρµογής (ALCATEL). Χρησιµοποιείται σε αισθητήρα γλυκόζης στο αίµα 
(blood glucose sensor). 
 

Η θέση της διεργασίας εγχάραξης στη διαδικασία κατασκευής ΟΚ είναι στη 
σχηµατοποίηση των στρωµάτων, στη διαµόρφωση δοµών πάνω σε αυτά (§1.2). Η τεχνολογία 
κατασκευής δοµών ΟΚ στη µικροηλεκτρονική έχει µεταφερθεί και στην κατασκευή δοµών 
µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων. Για τον όρο µικρο-ηλεκτρο-µηχανικό σύστηµα 

                                                 
ℜ Το πλήθος των ΟΚ που µπορούν να κατασκευαστούν σε ένα δισκίο Si εξαρτάται από την πολυπλοκότητα του 
ΟΚ (το πλήθος και το είδος των ηµιαγωγικών διατάξεων που περιέχει) και την τεχνολογία κατασκευής του. 
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(Micro-Electro-Mechanical System, MEMS) συναντά κανείς στη βιβλιογραφία πλήθος 
ορισµών. Γενικά, αφορά σε σύστηµα που συνδυάζει µικροσκοπικά στοιχεία ανίχνευσης, 
επεξεργασίας ή/και ενεργοποίησης κατασκευασµένα πάνω σε υπόστρωµα Si µε τεχνικές 
αντίστοιχες αυτών που εφαρµόζονται στην κατασκευή ΟΚ (www.memsnet.org/mems/what-
is.html). Έχει επικρατήσει ο όρος να περιγράφει οποιαδήποτε µικροσκοπικό σύστηµα, ή 
σύστηµα που αποτελείται από πολύ µικρά στοιχεία [Gardner et al. (2001), σ. 5]. Αντί του 
όρου µικρο-ηλεκτρο-µηχανικό σύστηµα συχνά χρησιµοποιείται ο όρος µικροσύστηµα 
(microsystem, MST, www.nanoword.net/library/def/bldefmems.htm). Στο Σχήµα 1.2 
φαίνονται παραδείγµατα δοµών µικροηλεκτρονικής και µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών 
συστηµάτων. 
 
 
1.2 Τεχνολογία µεταφοράς σχήµατος 
 

Η τεχνολογία µεταφοράς σχήµατος που χρησιµοποιείται στην κατασκευή δοµών 
µικροηλεκτρονικής και µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων βασίζεται στην απόθεση και 
σχηµατοποίηση διαδοχικών επίπεδων στρωµάτων. Η τεχνολογία µεταφοράς σχήµατος 
{patterning technology, [Γογγολίδης (1998), σ. 4-5]} συνίσταται από δύο διεργασίες: τη 
λιθογραφία και την εγχάραξη µε υγρά χηµικά ή µε ηλεκτρικές εκκενώσεις πλάσµατος. 

Το Σχήµα 1.3 δείχνει τη µεταφορά ενός σχήµατος πάνω σε ένα λεπτό στρώµα SiO2 
που έχει αποτεθεί σε ένα δισκίο Si. Ένα λεπτό στρώµα φωτοευαίσθητου πολυµερούς 
(photoresist) που παίζει το ρόλο φωτογραφικού υλικού αποτίθεται πάνω στο SiO2 µε 
περιστροφή (spining) διαλύµατός του. Το πολυµερές εκτίθεται σε ακτινοβολία (φως) µέσω 
µάσκας µε διαφανείς και αδιαφανείς περιοχές, η οποία φέρει το σχήµα που πρέπει να 
µεταφερθεί στο στρώµα SiO2. Το φως που περνά από τις διαφανείς περιοχές προκαλεί 
χηµικές αλλαγές στο φωτοευαίσθητο πολυµερές. Ακολουθεί η εµφάνιση (development) του 
πολυµερούς µε κατάλληλο διαλύτη (εµφανιστής, developer) που αποµακρύνει τις φωτισµένες 
περιοχές αφήνοντας άθικτες τις αφώτιστες (διεργασία θετικού τόνου, positive tone process), 
είτε το αντίθετο (διεργασία αρνητικού τόνου, negative tone process). Με το τέλος της 
εµφάνισης το σχήµα της µάσκας (ή το αρνητικό της) έχει αποτυπωθεί στο πολυµερές. Όλα τα 
παραπάνω βήµατα συνιστούν τη διεργασία της λιθογραφίας (lithography). Ακολουθεί η 
διεργασία της εγχάραξης του SiO2 µε υγρά χηµικά αντιδραστήρια ή µε πλάσµα. Τέλος, 
ακολουθεί η αφαίρεση του πολυµερούς (photoresist stripping) µε υγρούς διαλύτες ή µε 
πλάσµα οξυγόνου που «καίει» το πολυµερές (photoresist ashing). 
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1. επίστρωση πολυµερούς σε 
φιλµ SiO2

  
hv hv

 

 
 
 

 
2. έκθεση σε ακτινοβολία µέσω 
µάσκας 

 

πολυµερές

Si

SiO2  

 

 

 
 
3. υγρή εµφάνιση (διάλυση των 
φωτισµένων περιοχών) 

  

 

 
 
4. εγχάραξη SiO2 µε πλάσµα  

  

 

 
 
5. αφαίρεση πολυµερούς 

Σχήµα 1.3 Αποτύπωση σχήµατος σε λεπτό στρώµα οξειδίου µε λιθογραφία και εγχάραξη. 
 
 
1.3 Εγχάραξη 
 

Περιγράφονται οι κατηγορίες εγχάραξης (υγρή και εγχάραξη µε πλάσµα) και 
περιγράφονται συνοπτικά το τι είναι το πλάσµα, ο αντιδραστήρας πλάσµατος, καθώς και οι 
µηχανισµοί  εγχάραξης µε πλάσµα.  
 
 
1.3.1 Κατηγορίες εγχάραξης 
 

Η εγχάραξη υποστρωµάτων SiO2, Si µπορεί να γίνει είτε µε υγρά χηµικά 
αντιδραστήρια {π.χ. HF για το SiO2, µίγµα ΗΝΟ3 και HF για το Si, [Plummer et al. (2000), 
σ. 618]} οπότε και καλείται υγρή εγχάραξη (wet chemical etching), είτε µε αέρια 
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αντιδραστήρια που δηµιουργούνται µε ηλεκτρικές εκκενώσεις αερίων (π.χ. CF4, CHF3, SF6, 
Cl2), οπότε και  καλείται εγχάραξη µε πλάσµα ή ξηρή εγχάραξη (plasma etching, dry 
etching). 

Το κύριο πλεονέκτηµα της υγρής εγχάραξης έναντι της ξηρής είναι η υψηλή 
επιλεκτικότητα {selectivity, [Lieberman & Lichtenberg (1994), σ. 3]}. Η επιλεκτικότητα 
ενός εγχαράκτη (υγρού ή αέριου) αφορά στην επιλεκτικότητα εγχάραξης υποστρώµατος Α 
προς υπόστρωµα Β και ποσοτικά ορίζεται ως ο λόγος του ρυθµού εγχάραξης του 
υποστρώµατος Α προς αυτόν του υποστρώµατος Β. Το κύριο πλεονέκτηµα της ξηρής 
εγχάραξης είναι η αυξηµένη δυνατότητα για έλεγχο του σχήµατος των εγχαρασσόµενων 
δοµών. Η υγρή εγχάραξη γενικά δεν εµφανίζει κατεύθυνση προτίµησης,ℜ είναι ισοτροπική. 
Η ξηρή εγχάραξη εµφανίζει κατεύθυνση προτίµησης (αυτή των ιόντων), είναι ανισοτροπική. 
Στο Σχήµα 1.4 φαίνεται το αποτέλεσµα πλήρους ανισοτροπικής και ισοτροπικής εγχάραξης. 
Η ξηρή εγχάραξη µπορεί να είναι πλήρως ανισοτροπική. Τότε είναι δυνατή η πιστή 
µεταφορά του σχήµατος του υπερκείµενου προστατευτικού στρώµατος. Τα τοιχώµατα είναι 
κάθετα, καθώς η εγχάραξη δεν προχωρά κάτω από αυτό το προστατευτικό στρώµα όπως 
συµβαίνει µε την υγρή. Η ανισοτροπία είναι συνήθως το ζητούµενο στις διεργασίες 
κατασκευής δοµών. 
 

 

 

στρώµα προς εγχάραξη

υποκείµενο στρώµα 

µάσκα εγχάραξης

 
(α)  

  
(β) (γ) 

Σχήµα 1.4 (α) ∆οµή πριν την εγχάραξη. (β) ∆οµή µετά από πλήρως ανισοτροπική εγχάραξη. (γ) ∆οµή 
µετά από ισοτροπική εγχάραξη. 
 
 
1.3.2 Εγχάραξη µε πλάσµα ή ξηρή εγχάραξη 
 
1.3.2.1 Το πλάσµα 

 
Πλάσµα είναι ένα σχεδόν ουδέτερο ηλεκτρικά αέριο {quasineutral, [Lieberman & 

Lichtenberg (1994), σ. 40-43]} που αποτελείται από φορτισµένα (θετικά και αρνητικά ιόντα, 
ηλεκτρόνια) και ουδέτερα σωµατίδια και εµφανίζει συλλογική συµπεριφορά [Chen (1984), σ. 
                                                 
ℜ Υπό συγκεκριµένες συνθήκες, η υγρή εγχάραξη µπορεί να είναι κρυσταλλογραφικά κατευθυνόµενη [Τσερέπη 
(1999), σ. 6]. 
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3-4]. Με τον όρο συλλογική συµπεριφορά (collective behaviour) εννοείται ότι οι κινήσεις 
φορτισµένων σωµατιδίων του αερίου εξαρτώνται όχι µόνο από τις συνθήκες στη γειτονιά 
των σωµατιδίων αλλά και από τις συνθήκες που επικρατούν σε αποµακρυσµένες σε σχέση µε 
τα σωµατίδια περιοχές.ℜ

 

  
(α) (δ) 

 

 
(β) 

  
(γ) (ε) 

Σχήµα 1.5 Παραδείγµατα πλάσµατος. (α) Αστραπή (www.plasmacoalition.org/what.htm). (β) 
Λαµπτήρας ηλεκτρικού τόξου της OSRAM (arc plasma, www.plasmas.org/photo.htm). (γ) Εικόνα 
του ήλιου µε ακτίνες X (www.plasmas.org/photo.htm). (δ) Θυρίδα από αντιδραστήρα πλάσµατος 
όπου φαίνεται το φως που εκπέµπει το αέριο στον αντιδραστήρα (www.plasmas.org/photo.htm). (ε) Ο  

                                                 
ℜ Έστω αέριο που αποτελείται από ουδέτερα σωµατίδια και στο οποίο δεν ασκούνται µακροσκοπικές δυνάµεις. 
Τότε, η κίνηση των σωµατιδίων εξαρτάται µόνο από τις συγκρούσεις µεταξύ τους. Η επιβολή µιας 
µακροσκοπικής δύναµης (π.χ. άσκηση πίεσης) µεταφέρεται µέσω αυτών των συγκρούσεων (το πλήθος των 
οποίων θα αυξηθεί λόγω της επιβολής της δύναµης) από σωµατίδιο σε σωµατίδιο. Η κατάσταση είναι 
διαφορετική όταν τα σωµατίδια του αερίου είναι φορτισµένα. Η κίνηση φορτίου προκαλεί ηλεκτρικά πεδία, 
ηλεκτρικό ρεύµα και µαγνητικά πεδία τα οποία επηρεάζουν σωµατίδια του αερίου µακριά από το φορτίο. 
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αντιδραστήρας πλάσµατος επαγωγικής σύζευξης (Inductively Coupled Plasma reactor) του 
εργαστηρίου Πλάσµατος Ινστιτούτου Μικροηλεκτρονικής, ΕΚΕΦΕ ∆ηµόκριτος. 

 
Ο όρος «πλάσµα» οφείλεται στον Irving Langmuir (1881-1957), ο οποίος πρότεινε 

τον όρο κατά τη διάρκεια µελέτης του για τις ηλεκτρικές εκκενώσεις σε αέρια όπως He, Ne, 
Ar στα εργαστήρια της General Electric. Η πρώτη δηµοσιευµένη χρήση του όρου έγινε 
[Tonks (1967)] το 1928 στην εργασία “Oscillations in Ionized Gases”, [Proceedings of the 
National Academy of Sciences 14, 628 (1928)]. Ο λόγος για τον οποίο ο Langmuir διάλεξε 
αυτό τον όρο δεν είναι ξεκάθαρος [Rogoff (1991)]. Κατά µία εκδοχή, η επιλογή έγινε λόγω 
της αντιστοιχίας του ιονισµένου αερίου µε το πλάσµα του αίµατος (ο όρος «πλάσµα» είχε 
ήδη χρησιµοποιηθεί για να περιγράψει το συστατικό του αίµατος): και τα δύο φέρουν 
σωµατίδια, το πλάσµα του αίµατος τα αιµοσφαίρια και τα αιµοπετάλια, το ιονισµένο αέριο 
τα φορτισµένα σωµατίδια και τα ηλεκτρόνια. Κατά µία άλλη εκδοχή, o Langmuir διαπίστωσε 
ότι οι ηλεκτρικές εκκενώσεις που µελετούσε λαµβάνουν οποιοδήποτε σχήµα, «πλάθονται» 
και χρησιµοποίησε την ελληνική λέξη «πλάσµα» για να περιγράψει το φαινόµενο αυτό. 

Το πλάσµα είναι διαδεδοµένο στην φύση, όπως στην ιονόσφαιρα της γης και στην 
ηλιακή κορώνα (Σχήµα 1.5β), σε σηµείο να θεωρείται ως η τέταρτη κατάσταση της ύλης 
[Chen (1984), σ. 2]. Απτά παραδείγµατα πλάσµατος αποτελούν οι λαµπτήρες (Σχήµα 1.5γ), 
οι φωτεινές επιγραφές των καταστηµάτων και οι αστραπές (Σχήµα 1.5α). Το πλάσµα που 
χρησιµοποιείται στις διεργασίες εγχάραξης ξεσπά σε αντιδραστήρες πλάσµατος (Σχήµατα 
1.5δ και 1.5ε). 
 
 
1.3.2.2 Ο αντιδραστήρας πλάσµατος 
 

Μια απλουστευµένη µορφή ενός αντιδραστήρα πλάσµατοςℜ φαίνεται στο Σχήµα 1.6. 
Πρόκειται για δύο παράλληλες µεταλλικές πλάκες (ηλεκτρόδια) που απέχουν 0.1-10 cm, 
ίσου ή άνισου εµβαδού, στις οποίες εφαρµόζεται εναλλασσόµενη τάση. 

Το προς επεξεργασία δισκίο βρίσκεται πάνω στο ένα ηλεκτρόδιο. Η πίεση στον 
αντιδραστήρα διατηρείται πολύ χαµηλή µε αντλίες κενού. Με την εφαρµογή της τάσης ξεσπά 
ηλεκτρική εκκένωση στο αέριο και δηµιουργείται πλάσµα. Το αέριο εκπέµπει φως (Σχήµα 
1.5δ). Στο πλάσµα που δηµιουργήθηκε διακρίνονται δύο περιοχές: α) ο κύριος όγκος (bulk) 
του πλάσµατος που είναι σχεδόν ουδέτερος και ανταποκρίνεται στον ορισµό του πλάσµατος 
και β) οι οριακές στοιβάδες ή «φράκτες» ηλεκτρονίων (sheaths) που αναπτύσσονται όταν το 
πλάσµα έρχεται σε επαφή µε επιφάνεια. 

 

                                                 
ℜ Το Σχήµα 1.6 απεικονίζει έναν αντιδραστήρα χωρητικής σύζευξης (Capacitively Coupled Plasma reactor). 
Περισσότερες λεπτοµέρειες για τύπους αντιδραστήρων που χρησιµοποιούνται υπάρχουν στα βιβλία των 
Lieberman και Lichtenberg [Lieberman & Lichtenberg (1994), σ. 16-22], του Sugawara [Sugawara (1998)] και 
των Chen και Chang [Chen & Chang (2003), σ. 31-68]. 
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Σχήµα 1.6. Σχηµατικό διάγραµµα αντιδραστήρα πλάσµατος παραλλήλων πλακών καθώς και των 
τυπικών διεργασιών που συµβαίνουν σε αντιδραστήρα πλάσµατος. 
  

Οι λειτουργικές παράµετροι εξαρτώνται από τον τύπο του αντιδραστήρα. Στον 
Πίνακα 1.I φαίνονται τυπικά όρια τιµών λειτουργικών παραµέτρων, αλλά και  
συγκεντρώσεων και θερµοκρασιών σε αντιδραστήρες πλάσµατος. Η θερµοκρασία του αερίου 
είναι περίπου αυτή του περιβάλλοντος και περίπου ίση µε αυτή των αυτή των ιόντων στον 
κύριο όγκο του πλάσµατος. Αντίθετα, τα ηλεκτρόνια είναι πολύ θερµά (δεκάδες χιλιάδες K). 
Η αυξηµένη θερµοκρασία (ενέργεια) των ηλεκτρονίων οφείλεται στο ότι ενώ επιταχύνονται 
(κερδίζουν ενέργεια) από τα πεδία που αναπτύσσονται στο πλάσµα, µεταφέρουν πολύ λίγη 
ενέργεια στο αέριο κατά τις ελαστικές συγκρούσεις µε τα βαρύτερα ουδέτερα σωµατίδια. 
Από την άλλη πλευρά, τα ιόντα έχουν χαµηλή θερµοκρασία διότι µεταφέρουν σχεδόν όλη 
τους την ενέργεια σε µια ελαστική σύγκρουση µε ουδέτερα µόρια. 

Όταν η ενέργεια των ηλεκτρονίων αυξηθεί πολύ, τότε αυτά υφίστανται και µη 
ελαστικές συγκρούσεις κατά τις οποίες χάνουν ενέργεια µε αποτέλεσµα η ενέργειά τους να 
µην αυξάνεται επ’ άπειρον. Μερικές από τις ανελαστικές συγκρούσεις των ηλεκτρονίων 
φαίνονται στο Σχήµα 1.6 όταν το αέριο στον αντιδραστήρα είναι το CF4. Έτσι, ένα 
ηλεκτρόνιο συγκρουόµενο ανελαστικά µε ένα ουδέτερο µόριο µπορεί να το διασπάσει σε 
χηµικά δραστικές ρίζες : 

 
CF4 + e- → CF3 + F + e-  

 
Ένα ηλεκτρόνιο συγκρουόµενο ανελαστικά µε ένα ουδέτερο συστατικό µπορεί να το 
διεγείρει ηλεκτρονικά, οπότε αυτό αποδιεγειρόµενο εκπέµπει φως: 
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CF3 + e- → CF3

* → CF3 + hν 
 
Τέλος, τα ηλεκτρόνια ιονίζουν ουδέτερα µόρια παράγοντας θετικά ιόντα και ηλεκτρόνια:  

 
CF4  + e- → CF3

+ + F + 2e- 

 

Στην παραπάνω αντίδραση παράγεται νέο ηλεκτρόνιο και σε αυτή οφείλεται η συντήρηση 
του πλάσµατος. Η υψηλή ενέργεια των ηλεκτρονίων επιτρέπει χηµικές δράσεις σε ένα ψυχρό 
αέριο που µόνο σε συνθήκες φλόγας θα µπορούσαν να γίνουν [Γογγολίδης (1992)]. 

Στον κύριο όγκο του πλάσµατος, εκτός από τις δράσεις όπου συµµετέχουν 
ηλεκτρόνια γίνονται και αντιδράσεις µεταξύ ουδετέρων συστατικών: 

 
CF3 + CF3 → C2F6

 
Πίνακας 1.I Τυπικά όρια τιµών των λειτουργικών παραµέτρων, συγκεντρώσεων και θερµοκρασιών 
(ενεργειών) σε αντιδραστήρες πλάσµατος {[Γογγολίδης (1992)], [Lieberman & Lichtenberg (1994), 
σ. 16]}. Τα διαστήµατα τιµών προκύπτουν από ένωση διαστηµάτων για διάφορους τύπους 
αντιδραστήρων. 
 

Παράµετρος εύρος τιµών 
πίεση (mTorr) 0.5 – 1000 
ισχύς γεννήτριας πλάσµατος (W) 50 – 5000 
κλάσµα ιονισµού (ιονισµένων µορίων του αερίου) 10-8 – 10-1

συχνότητα εναλλασσόµενης τάσης (MHz) 0.05 – 2450 
πυκνότητα ηλεκτρονίων (πυκνότητα πλάσµατος, cm-3) 108 – 1012

θερµοκρασία (µέση ενέργεια*) ουδέτερων συστατικών (Κ) 300 – 500 
θερµοκρασία ιόντων στον κύριο όγκο του πλάσµατος (Κ) 300 – 400 
θερµοκρασία ηλεκτρονίων (Κ) 11600 – 116000 
µέση ενέργεια ιόντων στην οριακή στοιβάδα στο δισκίο (eV) 20 – 1000 

    *ενέργεια 1 eV αντιστοιχεί σε θερµοκρασία 11600 Κ. 
 
Τα φαινόµενα που συµβαίνουν στον κύριο όγκο είναι διαφορετικά από αυτά που 

συµβαίνουν στην οριακή στοιβάδα που σχηµατίζεται όταν το πλάσµα έρθει σε επαφή µε 
επιφάνεια. Τα ηλεκτρόνια κινούνται µε µεγαλύτερη ταχύτητα από τα ιόντα. Έτσι, φτάνουν 
συντοµότερα από τα ιόντα στην επιφάνεια µε την οποία το πλάσµα έρχεται σε επαφή. Το 
αποτέλεσµα είναι η επιφάνεια να φορτιστεί αρνητικά, το δυναµικό της να γίνει χαµηλότερο 
από αυτό του πλάσµατος και τα ηλεκτρόνια να απωθούνται από αυτή. Συνεπώς, η οριακή 
στοιβάδα αδειάζει από ηλεκτρόνια και το δυναµικό που αναπτύσσεται δρα σαν ένας 
«φράκτης» ηλεκτρονίων. Όταν στην επιφάνεια εφαρµόζεται και εξωτερικό δυναµικό, όπως 
συµβαίνει στα ηλεκτρόδια του αντιδραστήρα πλάσµατος, η πτώση δυναµικού από το πλάσµα 
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στο ηλεκτρόδιο είναι σηµαντική και φτάνει από δεκάδες µέχρι εκατοντάδες Volts. Το 
δυναµικό αυτό δηµιουργεί ένα ηλεκτρικό πεδίο που κατευθύνεται κάθετα προς το 
ηλεκτρόδιο και συνεπώς προς το δισκίο που εγχαράσσεται. Οι τροχιές των ουδετέρων 
συστατικών που εισέρχονται στην οριακή στοιβάδα δεν επηρεάζονται από το πεδίο. Αντίθετα 
τα ιόντα που εισέρχονται στην οριακή στοιβάδα επιταχύνονται από το πεδίο, πέφτουν µε 
ορµή και σχεδόν κατακόρυφα πάνω στο δισκίο (Σχήµα 1.6). Τα ιόντα υποβοηθούν τις 
χηµικές δράσεις στις στοιχειώδεις επιφάνειες των δοµών που βρίσκονται στο δισκίο (Σχήµα 
1.6). 
 
 
1.3.2.3 Μηχανισµοί εγχάραξης µε πλάσµα 
 

Η εγχάραξη επιφάνειας µε πλάσµα µπορεί να είναι είτε µηχανική (ιονοβολή), είτε 
χηµική, είτε υποβοηθούµενη από ιόντα, είτε συνδυασµός των προηγουµένων [Manos & 
Flamm (1989), σ. 18-21]: 
 
Α) Ιονοβολή [Γογγολίδης (1992)]. Πρόκειται για το φυσικό µηχανισµό εκτίναξης (physical 
sputtering) υλικού από την επιφάνεια λόγω του βοµβαρδισµού του µε υψηλής ενέργειας 
ιόντα. Η ιονοβολή εµφανίζει προτίµηση κατεύθυνσης (αυτής των ιόντων), δηλαδή προκαλεί 
ανισοτροπική εγχάραξη. Είναι ο µηχανισµός µε τη µικρότερη επιλεκτικότητα. 
 
Β) Θερµική ή χηµική εγχάραξη {thermal ή chemical etching, [Manos & Flamm (1989), σ. 
18-21]}. Πρόκειται για τη χηµική αντίδραση µεταξύ των ουδετέρων συστατικών που 
φτάνουν στην επιφάνεια και του προς εγχάραξη υποστρώµατος κατά την οποία παράγονται 
πτητικά προϊόντα. Η χηµική εγχάραξη προκαλεί ισοτροπική εγχάραξη. Η επιλεκτικότητα 
αυτού του µηχανισµού µπορεί να είναι πολύ υψηλή. 
 
Γ) Εγχάραξη υποβοηθούµενη από ιόντα (ion enhanced etching). Πρόκειται για το 
αποτέλεσµα της συνεργιστικής δράσης των δύο προηγούµενων µηχανισµών εγχάραξης και 
οδηγεί σε σηµαντικά υψηλότερους ρυθµούς εγχάραξης σε σχέση µε το καθαρά αθροιστικό 
αποτέλεσµα της ιονοβολής και της χηµικής εγχάραξης. Στο Σχήµα 1.7 [Coburn & Winters 
(1979)] φαίνεται ο ρυθµός εγχάραξης επιφάνειας Si σε πείραµα όπου δέσµες XeF2 και Ar+ 
προσπίπτουν στην επιφάνεια Si συναρτήσει του χρόνου εγχάραξης. Αρχικά χρησιµοποιείται 
µόνο δέσµη XeF2, οπότε συµβαίνει µόνο χηµική εγχάραξη, στη συνέχεια προστίθεται δέσµη 
ιόντων Ar+ (υποβοηθούµενη από ιόντα εγχάραξη) και τέλος αφαιρείται η δέσµη XeF2 
(ιονοβολή). Είναι φανερή η διαφορά στο ρυθµό εγχάραξης στα διάφορα στάδια εγχάραξης. 
 

 11



 
Σχήµα 1.7 Ο ρυθµός εγχάραξης επιφάνειας Si σε πείραµα όπου δέσµες XeF2 και Ar+ προσπίπτουν 
στην επιφάνεια Si συναρτήσει του χρόνου εγχάραξης [Coburn & Winters (1979)]. Όταν t < 200 s, η 
δέσµη XeF2 προκαλεί χηµική εγχάραξη, όταν 200 s < t < 650 s, οι δέσµες Ar+ και XeF2 προκαλούν 
υποβοηθούµενη από ιόντα εγχάραξη και όταν t > 650 s, η δέσµη Ar+ προκαλεί µηχανική εγχάραξη. 
 

Έχουν δοθεί διάφορες ερµηνείες για την εξήγηση της συνεργιστικής δράσης 
ιονοβολής και χηµικής εγχάραξης. Σύµφωνα µε µία από αυτές, τα ιόντα υψηλής ενέργειας 
που προσπίπτουν στην επιφάνεια την «καταστρέφουν» προκαλώντας διάρρηξη δεσµών και 
µε αυτό τον τρόπο την καθιστούν περισσότερο ενεργή [Manos & Flamm (1989), σ. 92-93]. 
Επίσης, είναι πιθανό τα προσπίπτοντα ιόντα να παρέχουν την απαιτούµενη ενέργεια ώστε, 
είτε να επιταχυνθεί ένα στάδιο της αντίδρασης, είτε να επιταχυνθεί η εκρόφηση των 
προϊόντων. Υπάρχει και η περίπτωση τα ιόντα να αποµακρύνουν κάποιο προστατευτικό 
στρώµα που σχηµατίζεται επί της επιφάνειας και να καθιστούν δυνατή την έκθεση της προς 
εγχάραξη επιφάνειας στο χηµικά δραστικό ουδέτερο συστατικό [ο.π., σ. 94]. Επειδή ο 
µηχανισµός υποβοηθούµενης από ιόντα εγχάραξης ελέγχεται από τη ροή ιόντων προς την 
επιφάνεια, εµφανίζει κατεύθυνση προτίµησης (αυτή των ιόντων), δηλαδή προκαλεί 
ανισοτροπική εγχάραξη. 
 
 
1.4 Οι δοµές και η τοπογραφία 

 
Το αυλάκι (Σχήµα 1.8α) και η κυλινδρική οπή (Σχήµα 1.8β) είναι συνήθεις δοµές 

κατά τη διαδικασία µεταφοράς σχήµατος και κατά τη διεργασία της εγχάραξης. Ωστόσο, 
στον όρο δοµή περιλαµβάνεται οποιαδήποτε επιφάνεια στο χώρο δεν ανήκει σε ένα επίπεδο 
(Σχήµα 1.8γ). Η επιφάνεια που ανήκει σε ένα επίπεδο ορίζεται ως ελεύθερη (σκίασης) 
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επιφάνεια (Σχήµα 1.8δ). Τοπογραφία δοµής είναι η απεικόνιση ή η περιγραφή της επιφάνειας 
της δοµής. 
  

 

(α) (β) (γ) (δ) 
Σχήµα 1.8 Παραδείγµατα δοµών (α) αυλάκι, (β) οπή, (γ) τυχαία δοµή και (δ) επίπεδη ή ελεύθερη 
(σκίασης) επιφάνεια. Ο λόγος ασυµµετρίας (ΛΑ) για το αυλάκι και την οπή (Σχήµα 1.8α και Σχήµα 
1.8β) είναι ο λόγος του βάθους (d) προς το πλάτος (w) της οπής ΛΑ=d/w. 

 
 Οι συνήθεις διαστάσεις δοµών κατά την κατασκευή µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών 
συστηµάτων είναι από µερικά µέχρι µερικές εκατοντάδες µm. Η ελάχιστη διάσταση δοµής 
(minimum feature size) στη µικροηλεκτρονική γενικά είναι 130 nm στην παραγωγή. Η Intel 
έχει ήδη αρχίσει να χρησιµοποιεί τεχνολογία µε ελάχιστη διάσταση δοµής 90 nm 
(www.intel.com/research/silicon/nanometer) και η πρόβλεψη είναι η ελάχιστη διάσταση να 
φτάσει στα 65 nm µέχρι το 2007 και στα 45 nm µέχρι το 2010 [ITRS (2004a)].  
 Ο όρος µικρο-δοµή αφορά σε δοµές µε διαστάσεις [µε κάποια από τις διαστάσεις της 
(π.χ. µήκος, πλάτος ή βάθος αυλακιού)] από 0.1 µέχρι 100 µm. Αντίστοιχα, ο όρος νανο-
δοµή  αφορά σε δοµές µε διαστάσεις από 0.1 µέχρι 100 nm. 

Ο λόγος ασυµµετρίας (ΛΑ, aspect ratio) δοµής ορίζεται ως ο λόγος του βάθους (d) 
προς το πλάτος (w) της δοµής, ΛΑ = d/w, και αποτελεί σηµαντική παράµετρο στην εγχάραξη 
δοµών. Ο µέγιστος ΛΑ δοµών µικροηλεκτρονικής, αφορά στα αυλάκια – πυκνωτές της 
DRAM  (DRAM trench capacitors) και είναι 55 (για την τεχνολογία µε ελάχιστη διάσταση 
90 nm) και εκτιµάται ότι θα φτάσει µέχρι 78 το 2007 και 93 το 2010 [ITRS (2004b)].  Στις 
δοµές µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων µπορεί να είναι πολύ µεγαλύτερος. Η 
διεργασία πολυβηµατικής εγχάραξης δοµών Si µε εναλλαγή αερίων πλάσµατος {multiple 
step deep Si etch process, [Rauf et al. (2002)] ή gas chopping deep reactive ion etch process, 
[Volland et al. (2002)]}, η οποία εφαρµόζεται ευρύτατα στην κατασκευή δοµών µικρο-
ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων, µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την εγχάραξη δοµών µε ΛΑ 
µέχρι και 130 [Rangelow (2003)]. 
 
 
1.5 Η ανάγκη για προσοµοίωση της εξέλιξης τοπογραφίας εγχαρασσόµενων δοµών 
 

Η ανάγκη για έλεγχο του σχήµατος των κατασκευαζόµενων δοµών προκύπτει από 
την ανάγκη για αποτελεσµατικότητα των αντίστοιχων διατάξεων. Ωστόσο, ακόµη και µε την 
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εγχάραξη µε πλάσµα, ο έλεγχος του σχήµατος των κατασκευαζόµενων δοµών είναι γενικά 
δύσκολος. 
 

 
 

 

(α) (β) 
 

  
(γ) (δ) 

  
(ε) (στ) 

 
(ζ) 

1 µm 
10 µm 

500 nm 

5 µm 

600 nm 

100 nm 260 nm 

rms~20 nm 

Σχήµα 1.9 Προβλήµατα µικροσκοπικής οµοιοµορφίας [(α)–(γ)] και αποκλίσεις από την απόλυτα 
ορθογωνική δοµή [(δ)–(ζ)] κατά τη διεργασία ξηρής εγχάραξης. (α) Υστέρηση εγχάραξης σε αυλάκια 
Si (πλάσµα SF6/C4F8, δείγµα µετά από εγχάραξη στον αντιδραστήρα πλάσµατος του Ινστιτούτου 
Μικροηλεκτρονικής του ΕΚΕΦΕ ∆ηµόκριτος). (β) Αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης σε οπές SiO2 
[πλάσµα CHF3, Doemling et al. (1996)]. (γ) ∆ιακοπή εγχάραξης και απόθεση πολυµερούς σε οπές 
SiO2 (πλάσµα CHF3/H2/O2, ετήσια αναφορά του ερευνητικού προγράµµατος ADEQUAT). (δ) 
Εγχάραξη Si κάτω από τη µάσκα εγχάραξης (πλάσµα SF6, δείγµα µετά από εγχάραξη στον 
αντιδραστήρα πλάσµατος του Ινστιτούτου Μικροηλεκτρονικής του ΕΚΕΦΕ ∆ηµόκριτος). (ε) 
Καµπύλωση πλάγιων τοιχωµάτων κατά την εγχάραξη οπών SiO2 [πλάσµα CHF3/CF4, Boucher et al. 
(2004)]. (στ) Πτυχώσεις στα άκρα της βάσης αυλακιού Si [πλάσµα Cl2, Lane et al. (2000)]. (ζ) 
Τραχύτητα στο πλάγιο τοίχωµα και στη βάση αυλακιού Si [πλάσµα SF6/C4F8, Μπούκουρας (2003)]. 

 
Ένα από τα παραδοσιακά προβλήµατα αποτελεί η απώλεια της µικροσκοπικής 

οµοιοµορφίας εγχάραξης  [Gottscho et al. (1992)]. Η µικροσκοπική οµοιοµορφία αφορά στην 
οµοιοµορφία εγχάραξης όλων των εγχαρασσόµενων δοµών (διατήρηση ίδιου ρυθµού 
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εγχάραξης σε όλες τις δοµές). Η απώλεια µικροσκοπικής οµοιοµορφίας οφείλεταιℜ1 στην 
εξάρτηση του ρυθµού εγχάραξης από τις διαστάσεις των εγχαρασσόµενων δοµών ή 
καλύτερα στην επιβεβαιωµένη πειραµατικά εξάρτηση του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ των 
εγχαρασσόµενων δοµών [ο.π]. Αν και οι ΛΑ των δοµών που εγχαράσσονται σε ένα βήµα 
διαδικασίας κατασκευής ποικίλουν, η απαίτηση είναι ο ρυθµός εγχάραξης να είναι ίδιος για 
κάθε δοµή. Η εξάρτηση του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ περιγράφεται στη βιβλιογραφία 
από το αρκτικόλεξο ARDE {Aspect Ratio Dependent Etching, [ο.π]}. 

Η συνηθέστερη εκδοχή εξάρτησης του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ είναι η 
υστέρηση εγχάραξης [reactive ion etching lag, RIE lag,ℜ2 Joubert et al. (1994)]: Ο ρυθµός 
εγχάραξης είναι µικρότερος, κατά κάποιο τρόπο «υστερεί», στις στενότερες δοµές (Σχήµα 
1.9α). Σε κάποιες περιπτώσεις, η υστέρηση εγχάραξης είναι πολύ έντονη και οδηγεί σε 
διακοπή της εγχάραξης [Joubert et al. (1994b)] και σε απόθεση πολυµερούς στην επιφάνεια 
(Σχήµα 1.9β). Πειραµατικά έχει παρατηρηθεί και το αντίστροφο φαινόµενο της υστέρησης 
εγχάραξης, αυτό της αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης [inverse RIE lag, Doemling et al. 
(1996)], κατά το οποίο οι στενότερες δοµές εγχαράσσονται µε µεγαλύτερο ρυθµό (Σχήµα 
1.9γ). 

Στη συνέχεια εξηγείται µε ένα παράδειγµα γιατί είναι επιζήµια η εξάρτηση του 
ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ. Έστω δύο στρώµατα υλικού Α µεταξύ των οποίων 
παρεµβάλλεται λεπτό στρώµα υλικού Β (Σχήµα 1.10α). Έστω στρώµα από υλικό Γ το οποίο 
παίζει το ρόλο της µάσκας εγχάραξης (προστατεύει το υποκείµενο στρώµα από την 
εγχάραξη) και δηµιουργεί δύο δοµές (αυλάκια) διαφορετικών ΛΑ [ίδιο βάθος (πάχος µάσκας) 
και διαφορετικό πλάτος, Σχήµα 1.10α]. Οι δοµές εγχαράσσονται σε πλάσµα και έστω ότι η 
εγχάραξη είναι ανισοτροπική. Ο στόχος είναι να εγχαραχθεί το άνω στρώµα του υλικού Α 
και στις δύο δοµές χωρίς να καταστραφεί το στρώµα του υλικού Β. Αν η εγχάραξη γίνει µε 
τον ίδιο ρυθµό σε κάθε δοµή, τότε η εγχαρασσόµενη επιφάνεια θα φτάσει στο υποκείµενο 
στρώµα υλικού Β την ίδια χρονική στιγµή και για τις δύο δοµές (Σχήµα 1.10β). Με αυτό τον 
τρόπο θα κατασκευαστούν στο τέλος της διαδικασίας εγχάραξης οι επιθυµητές δοµές. Αν 
όµως συµβεί υστέρηση εγχάραξης, τότε η φαρδιά δοµή θα εγχαραχθεί γρηγορότερα από τη 
στενή. Για χρόνο εγχάραξης τέτοιο ώστε το υλικό στη φαρδιά δοµή να έχει εγχαραχθεί 
πλήρως, στη στενή δοµή υπάρχει υπόλειµµα (Σχήµα 1.10γ). Για την αποµάκρυνση του 
                                                 
ℜ1 Η απώλεια οµοιοµορφίας εκτός από την εξάρτηση του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ των δοµών, µπορεί να 
οφείλεται και στην τοπική πυκνότητα των δοµών επί του δισκίου (pattern dependent etching ή loading). Ο όρος 
microloading ή macroloading χρησιµοποιείται για να περιγράψει την εξάρτηση της εγχάραξης δοµών µε 
ακριβώς ίδιες διαστάσεις που βρίσκονται σε θέσεις επί του εγχαρασσόµενου δισκίου µε διαφορετική πυκνότητα 
δοµών: συνήθως παρατηρείται ότι ο ρυθµός εγχάραξης των αποµονωµένων δοµών είναι µεγαλύτερος από αυτόν 
στις δοµές που είναι συγκεντρωµένες [Gottscho et al. (1992)]. Το φαινόµενο loading (micro ή macro) οφείλεται 
στην εξάντληση αντιδρώντων υπό συνθήκες όπου το στάδιο µεταφοράς τους στην επιφάνεια είναι το ελέγχον. 
Αύξηση της πυκνότητας των δοµών έχει σαν αποτέλεσµα αύξηση της προς εγχάραξη επιφάνειας και 
µεγαλύτερη κατανάλωση αντιδρώντων. Στην παρούσα εργασία δεν εξετάζεται αυτή η αιτία απώλειας 
οµοιοµορφίας εγχάραξης. Εξάλλου, η ανοµοιοµορφία εγχάραξης για αποµακρυσµένες δοµές στο ίδιο δισκίο 
λόγω της εξάντλησης των αντιδρώντων συχνά συγκαταλέγεται στη µακροσκοπική και όχι στη µικροσκοπική 
ανοµοιοµορφία [Giapis et al. (1990)]. O όρος µακροσκοπική οµοιοµορφία αφορά και την οµοιοµορφία 
εγχάραξης µεταξύ διαφορετικών δισκίων στον αντιδραστήρα [ο.π]. 
ℜ2 Η ονοµασία οφείλεται σε ερευνητές της IBM [Gottscho et al. (1992)]. 
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υπολείµµατος στη στενή δοµή απαιτείται πρόσθετος χρόνος εγχάραξης (overetching time). 
Στον πρόσθετο αυτό χρόνο εγχάραξης, στη φαρδιά δοµή εκτίθεται προς εγχάραξη το στρώµα 
του υλικού Β, το οποίο είναι πιθανό να εγχαραχθεί και συνεπώς να καταστρέψει τη δοµή και 
την αντίστοιχη διάταξηℜ (Σχήµα 1.10δ). Αυτό το πρόβληµα αντιµετωπίζεται µε µείωση του 
πρόσθετου χρόνου εγχάραξης, δηλαδή µε αντιµετώπιση του φαινοµένου υστέρησης 
εγχάραξης, ή/και µε αύξηση της επιλεκτικότητας εγχάραξης του υλικού Α προς το υλικό Β. 
Τόσο το φαινόµενο υστέρησης εγχάραξης, όσο και η επιλεκτικότητα στην εγχάραξη µε 
πλάσµα επηρεάζονται από τις συνθήκες στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα. 

 

 
(α) 

 
(β) 

 
υλικό Α

υλικό Β 

υλικό Γ (µάσκα εγχάραξης)  
 

(γ) 

 
(δ) 

Σχήµα 1.10 ∆οµές (αυλάκια) που περιλαµβάνουν τέσσερα στρώµατα υλικού. Λεπτό στρώµα υλικού Β 
(ανοιχτός γκρι χρωµατισµός) παρεµβάλλεται µεταξύ δύο στρωµάτων υλικού Α (γκρι χρωµατισµός). 
Ένα στρώµα υλικού Γ (έντονος γκρι χρωµατισµός) παίζει το ρόλο της µάσκας εγχάραξης 
(προστατεύει το υποκείµενο στρώµα από την εγχάραξη) και δηµιουργεί δύο αυλάκια διαφορετικού 
ΛΑ [ίδιος βάθος (πάχος µάσκας) και διαφορετικό πλάτος]. Τα αυλάκια εγχαράσσονται σε πλάσµα και 
έστω ότι η εγχάραξη είναι ανισοτροπική. (α) Τα αυλάκια πριν την εγχάραξη. (β) Τα αυλάκια στο 
τέλος της εγχάραξης, αν η εγχάραξη γίνει µε τον ίδιο ρυθµό σε κάθε αυλάκι. Τότε κατασκευάζονται 
οι επιθυµητές δοµές. (γ) Τα αυλάκια, υπό συνθήκες υστέρησης εγχάραξης, µετά από χρόνο εγχάραξης 
τέτοιο ώστε το υλικό Α στο φαρδύ αυλάκι να έχει εγχαραχθεί πλήρως. Στο στενό αυλάκι υπάρχει 
υπόλειµµα υλικού Α. (δ) Τα αυλάκια µετά τον πρόσθετο χρόνο εγχάραξης (overetching time) για την 

                                                 
ℜ Για παράδειγµα αν το υλικό Β ήταν µονωτικό η διάταξη στην οποία ανήκει η δοµή θα χάσει τη µόνωση. 
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αποµάκρυνση του υπολείµµατος στο στενό αυλάκι. Στον πρόσθετο αυτό χρόνο εγχάραξης, στο 
φαρδύτερο αυλάκι εκτίθεται προς εγχάραξη το υποκείµενο στρώµα του υλικού Β, το οποίο 
εγχαράσσεται και καταστρέφει τη δοµή. 
 

Εκτός από τη µικροσκοπική οµοιοµορφία, βασική απαίτηση στις περισσότερες 
περιπτώσεις εγχάραξης δοµών είναι κάθετα πλάγια τοιχώµατα και επίπεδη βάση (απόλυτα 
ορθογωνική δοµή). Αποκλίσεις από την απόλυτα ορθογωνική δοµή αποτελούν η δηµιουργία 
εσοχής κάτω από τη µάσκα εγχάραξης (undercut, παραδοσιακό και πρωταρχικής σηµασίας 
πρόβληµα, Σχήµα 1.10δ), η καµπύλωση των πλάγιων τοιχωµάτων [bowing, Boufnichel et al. 
(2002), Σχήµα 1.10ε] και οι πτυχώσεις στα άκρα της βάσης της δοµής [microtrenching,ℜ1 Jin 
& Sawin (2003), Σχήµα 1.10στ]. Οι νέες προκλήσεις αφορούν στον έλεγχο του σχήµατος σε 
δοµές µε υψηλό ΛΑ χρησιµοποιώντας τη διεργασία πολυβηµατικής εγχάραξης µε εναλλαγή 
αερίων πλάσµατος. Ένα από τα προβλήµατα σε αυτή τη διεργασία είναι η τραχύτητα που 
αναπτύσσεται κατά την εγχάραξη στο πλάγιο τοίχωµα (Σχήµα 1.10ζ). 

Ο στόχος είναι η κατανόηση των µηχανισµών που προκαλούν την απώλεια 
µικροσκοπικής οµοιοµορφίας και τις αποκλίσεις από την απόλυτα ορθογωνική δοµή, καθώς 
και ο έλεγχος των αντίστοιχων προβληµάτων κατά την εγχάραξη δοµών µε πλάσµα. Στην 
επίτευξη του στόχου µπορεί να συµβάλλει, εκτός από την πειραµατική µελέτη, η προσοµοίωση 
της εξέλιξης τοπογραφίας των εγχαρασσόµενων δοµών. 
 
 
1.6 Ο σκοπός της εργασίας 
 

Ο σκοπός της εργασίας είναι η ανάπτυξη πλαισίου ολοκληρωµένης προσοµοίωσης 
εξέλιξης τοπογραφίας δοµών που εγχαράσσονται µε πλάσµα. Το επίπεδο ολοκλήρωσης 
αφορά στη σύνδεση της αέριας φάσης στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα πλάσµατος µε την 
τοπογραφία, το σχήµα της εγχαρασσόµενης δοµής. Το πλαίσιο προσοµοίωσης περιγράφεται 
στο Σχήµα 1.11 και αποτελείται από: 
 
Α) Μοντέλο υπολογισµού των τοπικών ροών των συστατικών µέσα στις εγχαρασσόµενες 
δοµές. Η ροή των ουδέτερων συστατικών µέσα στις εγχαρασσόµενες δοµές είναι σε 
συνθήκες υψηλού αριθµού Knudsen και η ροή των ιόντων καθορίζεται από το ηλεκτρικό 
πεδίο στην οριακή στοιβάδα. Ο υπολογισµός των τοπικών ροών των συστατικών των ροών 
στο εσωτερικό δοµών λαµβάνει υπόψη τα φαινόµενα σκίασης και επανεκποµπής της ροής 
και προκύπτει από την επίλυση συστήµατος ολοκληρωτικών εξισώσεων. Συνδέει τις ροές 
των συστατικών στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα πλάσµατοςℜ2 µε τις τοπικές ροές στο 
εσωτερικό των εγχαρασσόµενων δοµών. 
                                                 
ℜ1 Αν και οι διαστάσεις των πτυχών (αυλακιών) στα άκρα της βάσης της δοµής µπορεί να είναι ακόµη και 
<50nm, έχει επικρατήσει ο όρος microtrenching για την περιγραφή δηµιουργίας τους. 
ℜ2 Είναι οι ροές των συστατικών που θα έφταναν από τον κύριο όγκο σε µια επίπεδη και ελεύθερη (σκίασης) 
επιφάνεια (§1.4). 
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Β) Μοντέλο εγχάραξης επιφανειών, το οποίο υπολογίζει το ρυθµό εγχάραξης της επιφάνειας 
και τους φαινόµενους συντελεστές προσκόλλησης των συστατικών στην επιφάνεια. Είναι 
φαινοµενολογικό µοντέλο που βασίζεται σε ισοζύγια θέσεων ρόφησης πάνω στην επιφάνεια 
και αφορά εγχάραξη επιφανειών SiO2 και Si σε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων. 
Συνδέει τις τοπικές ροές στο εσωτερικό των εγχαρασσόµενων δοµών µε την τοπική ταχύτητα 
εγχάραξης. 
 
Γ) Αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας της εγχαρασσόµενης δοµής. Υλοποιείται η µέθοδος 
των ισοϋψών, η οποία βασίζεται στην έννοια της πεπλεγµένης συνάρτησης: η τοπογραφία 
της εγχαρασσόµενης δοµής είναι ένα δυναµικό σύνορο που ορίζεται έµµεσα ως η ισοϋψής 
µηδέν πεπλεγµένης συνάρτησης. Ο αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας χρησιµοποιεί την 
τοπική ταχύτητα εγχάραξης για τη µετακίνηση της τοπογραφίας των εγχαρασσόµενων 
δοµών. 

ροές συστατικών στον κύριο όγκο 
αντιδραστήρα πλάσµατος,  j0,i

 τοπικές ροές 
συστατικών στο 

εσωτερικό της δοµής,
(j  = ji ,  j j ji , ..., 0,1 0,2 0,N)

(A)

(B)

  Τοπική ταχύτητα εγχάραξης,
EV EV j j j EV j j j= ( , ,..., )= ( , ,..., )1 2 N 0 0,1 0,2 0,N

 

εξέλιξη τοπογραφίας 
εγχαρασσόµενης δοµής

( )Γ

 
Σχήµα 1.11 Σχηµατική περιγραφή του πλαισίου προσοµοίωσης. Το µοντέλο υπολογισµού τοπικών 
ροών στο εσωτερικό δοµών (Α) υπολογίζει τις τοπικές ροές (ji, i=1,2,…,Ν=πλήθος συστατικών) 
συναρτήσει των ροών στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα πλάσµατος (j0,i): ji = ji(j0,1, j0,2,…, j0,N). To 
µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας (Β) υπολογίζει την ταχύτητα εγχάραξης (EV) συναρτήσει των τοπικών 
ροών των συστατικών: EV=EV(j1, j2, …, jΝ). Με τη σύζευξη του µοντέλου υπολογισµού τοπικών 
ροών στο εσωτερικό δοµής µε το µοντέλο εγχάραξης επιφανειών, η τοπική ταχύτητα εγχάραξης 
συνδέεται µε τις ροές των συστατικών στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα πλάσµατος: EV=EV[ j1(j0,1, 
j0,2,…, j0,N), j2(j0,1, j0,2,…, j0,N), …, jΝ(j0,1, j0,2,…, j0,N)]=EV0(j0,1, j0,2,…, j0,N). Ο αλγόριθµος εξέλιξης 
τοπογραφίας (Γ) µετακινεί το σύνορο σύµφωνα µε την τοπική ταχύτητα εγχάραξης. 
 

Στο Μέρος ΙΙ (Υπολογισµός ταχύτητας συνόρου στα προβλήµατα εγχάραξης, Κεφ. 2-
4) περιγράφονται τα συστατικά (Α) και (Β) του πλαισίου προσοµοίωσης καθώς και ο 
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αλγόριθµος σύζευξής τους. Στο Μέρος ΙΙΙ (Αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας. Εξέλιξη 
συνόρου µε τη µέθοδο των ισοϋψών, Κεφ. 5-9) περιγράφεται ο αλγόριθµος εξέλιξης 
τοπογραφίας και αντιµετωπίζονται αυτοτελώς τα υπολογιστικά προβλήµατα που περικλείει η 
υλοποίηση του. Στο Μέρος ΙV (Κεφ. 10) παρουσιάζονται εφαρµογές του πλαισίου 
προσοµοίωσης και στο Μέρος V περιέχονται τα συµπληρωµατικά παραρτήµατα (Α-ΣΤ). 

Στην παρούσα εργασία, το πλαίσιο προσοµοίωσης χρησιµοποιείται για την πρόβλεψη 
και ερµηνεία φαινοµένων που οδηγούν στην απώλεια µικροσκοπικής οµοιοµορφίας κατά την 
εγχάραξη δοµών SiO2 σε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων (π.χ. υστέρηση και 
αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης). Επίσης, εφαρµόζεται στη διεργασία πολυβηµατικής 
εγχάραξης αυλακιών Si µε εναλλαγή αερίων πλάσµατος. Με τη χρήση του πλαισίου 
προσοµοίωσης αναδεικνύεται πιθανός µηχανισµός για τις νανο-πτυχώσεις στη βάση 
εγχαρασσόµενων δοµών SiO2. Επίσης, φαίνεται ότι το πλαίσιο προσοµοίωσης µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για τη διερεύνηση των µηχανισµών που προκαλούν την τραχύτητα 
εγχαρασσόµενης επιφάνειας. Οι εφαρµογές του πλαισίου αφορούν την εγχάραξη µικρο- και 
νανο-δοµών. Τέλος, σηµειώνεται η ευελιξία του πλαισίου µέσα από εφαρµογές του σε άλλες 
διεργασίες, όπως η απόθεση και η εµφάνιση κατά τη λιθογραφία. 

Το πλαίσιο προσοµοίωσης δεν εξαντλεί τις εφαρµογές του στα πλαίσια της εργασίας. 
Ο στόχος της εργασίας ήταν η ανάπτυξη πλαισίου που θα αποτελέσει την υποδοµή για 
µελλοντικές εφαρµογές. Το ίδιο πλαίσιο προσοµοίωσης µπορεί να εφαρµοστεί για την 
µελέτη και άλλων φαινοµένων κατά την εγχάραξη δοµών SiO2 και Si που οδηγούν σε 
αποκλίσεις από το επιθυµητό σχήµα των δοµών (π.χ η καµπύλωση των πλάγιων 
τοιχωµάτων). Επίσης µπορεί να εφαρµοστεί σε άλλες διεργασίες εγχάραξης και απόθεσης: 
αυτό που απαιτείται είναι η αντικατάσταση του µοντέλου εγχάραξης [συστατικό (Β) του 
πλαισίου προσοµοίωσης] από αντίστοιχο κατάλληλο µοντέλο. Τέλος, η µέθοδος των 
ισοϋψών, ο αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας, µπορεί να εφαρµοστεί και σε άλλες περιοχές, 
όπως στην καύση όπου το κινούµενο σύνορο είναι το µέτωπο της φλόγας και στη 
ρευστοµηχανική όπου το κινούµενο σύνορο είναι διεπιφάνεια ρευστών. Περισσότερες 
λεπτοµέρειες για αυτές, αλλά και για πληθώρα άλλων εφαρµογών, µπορεί κάποιος να βρει 
στα βιβλία των εµπνευστών της µεθόδου των ισοϋψών, Osher [Osher & Fedkiw (2003)] και 
Sethian [Sethian (1999)]. 
 
 
1.7 Το σηµερινό επίπεδο γνώσεων 
 

Το πλαίσιο προσοµοίωσης που παρουσιάζεται στην εργασία συνδέει τον κύριο όγκο 
του αντιδραστήρα µε το σχήµα των εγχαρασσόµενων δοµών. Συµπληρωµατικά αυτού του 
πλαισίου προσοµοίωσης είναι α) µοντέλο για την αέρια φάση στον αντιδραστήρα πλάσµατος 
και β) µοντέλο για την προσοµοίωση εγχάραξης στην ατοµική κλίµακα (<10 nm, atomic ή 
molecular scale simulation). Σε επίπεδο διαστάσεων, το πλαίσιο προσοµοίωσης είναι µεταξύ 
αυτών των δύο συµπληρωµατικών του µοντέλων. Στη βιβλιογραφία το πλαίσιο 
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προσοµοίωσης που περιγράφεται στην εργασία αναφέρεται ως προσοµοίωση στην κλίµακα 
των δοµών (feature scale simulation). Η προσοµοίωση στην αέρια φάση του αντιδραστήρα 
περιγράφεται ως προσοµοίωση στην κλίµακα του αντιδραστήρα (tool ή equipment ή reactor 
scale simulation). 

Με την προσθήκη µοντέλου για την αέρια φάση στον κύριο όγκο και στις οριακές 
στοιβάδες του αντιδραστήρα πλάσµατος, το πλαίσιο προσοµοίωσης µπορεί να συνδέσει τις 
λειτουργικές παραµέτρους του αντιδραστήρα µε την τοπογραφία των εγχαρασσόµενων 
δοµών. Το µοντέλο στην αέρια φάση γενικά είναι ένας συνδυασµός δύο τύπων µοντέλων: 
αυτά που περιγράφουν τις φυσικές και αυτά που περιγράφουν τις χηµικές διεργασίες. Τα 
πρώτα συνδέουν τις λειτουργικές παραµέτρους του αντιδραστήρα, όπως η πίεση στον 
αντιδραστήρα, µε τις πυκνότητες των ιόντων και ηλεκτρονίων. Από τα µοντέλα που 
περιγράφουν τις χηµικές διεργασίες, χρησιµοποιώντας τις πυκνότητες των ιόντων και 
ηλεκτρονίων, υπολογίζονται οι πυκνότητες των ουδέτερων συστατικών.ℜ1 Το µοντέλο για 
την αέρια φάση από υπολογιστική σκοπιά είναι πολύπλοκο [Lieberman & Lichtenberg 
(1994), σ. 25-37]. Πρέπει να λυθεί ένα σύστηµα συζευγµένων µη γραµµικών εξισώσεων 
(Maxwell, Boltzmann, διατήρησης). Μοντέλα για την αέρια φάση µε διαφορετικό επίπεδο 
λεπτοµέρειας και για διαφορετικού τύπου αντιδραστήρες πλάσµατος έχουν αναπτυχθεί και 
εφαρµοστεί από αρκετές ερευνητικές οµάδες {[MPRES, Modular Plasma RΕactor Simulator, 
Wise et al. (1995),  Panagopoulos & Economou (1999), Panagopoulos et al. (2002)], [HPEM, 
Hybrid Plasma Equipment Model, Ventzek et al. (1994), Zhang & Kushner (2001)], 
[Gogolides & Sawin (1992), Mantzaris et al. (1995)]}. Επίσης, υπάρχει διαθέσιµο και 
εµπορικό λογισµικό για υπολογισµούς στην αέρια φάση στον κύριο όγκο αντιδραστήρα 
πλάσµατος από την εταιρεία CFDRC (www.cfdrc.com). 

Η προσοµοίωση εγχάραξης σε νανο- και ατοµική κλίµακα γίνεται µε µοντέλα 
µοριακής δυναµικής [Barone & Graves (1995), Abrams & Graves (1999), Graves & Humbird 
(2002), Humbird & Graves (2004)], µε τη µέθοδο Monte Carlo [Drotar et al. (2000b)] ή 
ακόµη και µε συνεχή µοντέλα [Zhao et al. (1999), Drotar et al. (2000)]. Η τάσηℜ2 προς 
ολοένα µικρότερες διαστάσεις των κατασκευαζόµενων δοµών καθιστά τον έλεγχο της 
τραχύτητας (τοπογραφία σε νανο- και ατοµική κλίµακα) κρίσιµο στο µέλλον, αφού όσο 
µικραίνουν οι διαστάσεις, η τραχύτητα θα αποτελεί σηµαντικό στοιχείο της 
κατασκευαζόµενης δοµής. Για παράδειγµα, σε µία δοµή µε χαρακτηριστική διάσταση 250 
nm (π.χ. ένα αυλάκι µε πλάτος 250 nm), πλευρική τραχύτητα 10 nm δεν είναι το ίδιο 
σηµαντική όσο σε δοµή µε χαρακτηριστική διάσταση 50 nm. 

Τα πλαίσια προσοµοίωσης που αφορούν στην κλίµακα των δοµών γενικά µπορούν να 
κατηγοριοποιηθούν ανάλογα µε τον τύπο των µοντέλων που συνθέτουν το πλαίσιο. 

                                                 
ℜ1 Τα αποτελέσµατα του µοντέλου που περιγράφει τις φυσικές διεργασίες εξαρτώνται από αυτά του µοντέλου 
που περιγράφει τις χηµικές. Οι εξισώσεις των µοντέλων είναι συζευγµένες. 
ℜ2 Μια ενδιαφέρουσα αναφορά για την τάση προς µικρότερες διαστάσεις των κατασκευαζόµενων δοµών µικρο-
ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων περιέχεται στο µάθηµα CDV437 του Dr. Madou “Microfabrication 
Techniques for Microfluidics and BioMEMS” της SPIE (The International Society of Optical Engineering, 
www.spie.org). 
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Ειδικότερα, ο υπολογισµός της τοπικής ροής στο εσωτερικό της δοµής γίνεται είτε µε τη 
µέθοδο Monte Carlo, είτε µε «συνεχή»ℜ1 µοντέλα. Τα µοντέλα εγχάραξης επιφάνειας στην 
πλειοψηφία τους βασίζονται σε ισοζύγια θέσεων ρόφησης στην επιφάνεια και στο κλάσµα 
κάλυψης της επιφάνειας. Αφορούν διαφορετικά συστήµατα πλάσµατος – υποστρώµατος και 
εµφανίζουν διαφορετικό επίπεδο λεπτοµέρειας. Οι αλγόριθµοι εξέλιξης τοπογραφίας που 
έχουν χρησιµοποιηθεί (§5.1) είναι η µέθοδος χορδής (string algorithm) και παραλλαγές της, 
η µέθοδος των χαρακτηριστικών (method of characteristics), η µέθοδος των ισοϋψών (level 
set method) και µέθοδοι κελιών (cell based methods). 

Στη βιβλιογραφία έχουν προταθεί αρκετά πλαίσια προσοµοίωσης. Η ερευνητική 
οµάδα του Dr. Kushner από το Πανεπιστήµιο του Illinois έχει αναπτύξει πλαίσιο 
προσοµοίωσης που χρησιµοποιεί α) µέθοδο Monte Carlo για τον υπολογισµό των τοπικών 
ροών στο εσωτερικό δοµών, β) µέθοδο κελιών για την εξέλιξη της τοπογραφίας και γ) 
µοντέλο εγχάραξης που βασίζεται στο κλάσµα των συστατικών στα κελιά που ορίζουν την 
επιφάνεια εγχάραξης. Μάλιστα αυτό το πλαίσιο προσοµοίωσης περιλαµβάνει και µοντέλο 
για την αέρια φάση και έχει εφαρµοστεί στην εγχάραξη δοµών Si µε πλάσµα Cl2 [Hoekstra et 
al. (1997)] και δοµών SiO2 σε πλάσµα C2F6 [Zhang & Kushner (2001)]. Αντίστοιχο (χωρίς 
µοντέλο για την αέρια φάση) είναι το πλαίσιο προσοµοίωσης της ερευνητικής οµάδας του 
Dr. Sawin από το ΜΙΤ (Massachusetts Institute of Technology), το οποίο έχει εφαρµοστεί 
στην εγχάραξη δοµών Si µε Cl2 και HBr [Mahorowala (1998), Mahorowala & Sawin (2002),  
Jin & Sawin (2003)]. 

Αντίστοιχο µε τα δύο προαναφερθέντα πλαίσιο προσοµοίωσης είναι αυτό που 
περιγράφεται στην εργασία των Marcos et al., το οποίο εφαρµόζεται στην εγχάραξη δοµών 
Si µε πλάσµα SF6/O2 [Marcos et al. (2003)]. Το SIMBAD [SIMulation by BAllistic 
Deposition model, Dew et al (1991), Tait et al. (1994)] είναι ακόµη ένα πλαίσιο 
προσοµοίωσης που βασίζεται στη µέθοδο Monte Carlo και εφαρµόστηκε κυρίως σε 
διεργασίες απόθεσης.ℜ2 Εµπορικό λογισµικό που χρησιµοποιεί µέθοδο Monte Carlo και 
κελιών για την προσοµοίωση εξέλιξης τοπογραφίας σε διεργασίες απόθεσης και εγχάραξης 
είναι αυτό της εταιρείας SILVACO:  ATHENA-Monte Carlo etch/depo (www.silvaco.com/ 
products/vwf/athena/mcdeposit/mcdeposit_br.html). 

Πλαίσιο προσοµοίωσης περισσότερο κοντινό µε αυτό της εργασίας έχει αναπτυχθεί 
από την ερευνητική οµάδα του Dr. Cale, αρχικά στο Πανεπιστήµιο της Πολιτείας της 
Αριζόνα (Arizona State University), και µέχρι σήµερα στο Rensselaer Polytechnic Institute 
στη Νέα Υόρκη. Από τα πρώτα στάδια ανάπτυξής του [Cale & Raupp (1990), Cale et al. 

                                                 
ℜ1 Ο όρος «συνεχές» δεν αφορά στα κλασσικά µοντέλα που βασίζονται στο συντελεστή διάχυσης, αλλά σε 
ολοκληρωτικές εξισώσεις. Οι εξισώσεις αυτές προκύπτουν από ολοκλήρωση κατανοµών ταχυτήτων των 
σωµατιδίων, λαµβάνοντας υπόψη ότι, στις συνθήκες υψηλού αριθµού Knudsen που ισχύουν για τη ροή στο 
εσωτερικό των εγχαρασσόµενων δοµών, δεν συµβαίνουν συγκρούσεις µεταξύ των σωµατιδίων. 
ℜ2 Το αντίστοιχο λογισµικό ήταν διαθέσιµο µέχρι το 2003 από τη Reaction Design Inc. 
(www.reactiondesign.com) µε το εµπορικό όνοµα PVD-Pro. Σήµερα δεν υποστηρίζεται και δεν αναπτύσσεται 
πλέον από την εταιρεία. 
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(1991)] µέχρι και τα τελευταία, όπου α) συνδυάζεται µε το πακέτο CHEMKINℜ1 που 
περικλείει µοντέλο για τις οµογενείς δράσεις στην αέρια φάση αλλά και για τις ετερογενείς 
στην επιφάνεια και β) χρησιµοποιεί τη µέθοδο των ισοϋψών ως αλγόριθµο εξέλιξης 
τοπογραφίας, αυτό το πλαίσιο έχει εφαρµοστεί κυρίως σε διεργασίες απόθεσης [Cale et al. 
(1998), Labun et al. (2000), Merchant et al. (2000)]. Το εµπορικό λογισµικό EVOLVE της 
εταιρείας Process Evolution (www.process-evolution.com) ενσωµατώνει αυτό το πλαίσιο 
προσοµοίωσης. Ένα ακόµη λογισµικό, αποτέλεσµα πρόσφατης εργασίας της ίδιας οµάδας, 
είναι το PLENTE [Parallel Environment for Nanoscale Topography Evolution, Bloomfield & 
Cale (2004), www.process-evolution.com/plentehome.html] που χρησιµοποιεί τη µέθοδο 
ισοϋψών ως αλγόριθµο εξέλιξης τοπογραφίας στη νανοκλίµακα.ℜ2

 Ένα ακόµη πλαίσιο προσοµοίωσης κοντινό µε αυτό της εργασίας έχει αναπτυχθεί από 
την ερευνητική οµάδα του Dr. McVittie στο Εργαστήριο Ολοκληρωµένων Κυκλωµάτων 
(Integrated Circuits Laboratory) και το τµήµα Χηµικής Μηχανικής του Πανεπιστηµίου του 
Stanford [Singh et al. (1992), Singh et al. (1994), Han et al. (1995), Hsiau et al. (1997)]. Αυτό 
το πλαίσιο ενσωµατώθηκε στο λογισµικό SPEEDIE [Stanford Profile Emulator for Etching 
and Deposition in Integrated circuit Engineering, McVittie et al. (1996)]. Το λογισµικό 
εφαρµόστηκε σε διεργασίες εγχάραξης και απόθεσης. Περιλαµβάνει εµπειρικά και µοντέλα 
εγχάραξης επιφανειών που βασίζονται σε φυσικούς µηχανισµούς. Ο αλγόριθµος εξέλιξης 
τοπογραφίας που αρχικά χρησιµοποιήθηκε στο SPEEDIE ήταν η µέθοδος χορδής. Οι Hsiau 
et al. ενσωµάτωσαν σε αυτό το τη µέθοδο των ισοϋψών [Hsiau et al. (1997)].ℜ3

 Οι Levinson et al. επέκτειναν το πλαίσιο των Singh et al. [Singh et al. (1992)] µε 
λεπτοµερέστερο µοντέλο υπολογισµού των τοπικών ροών στο εσωτερικό των δοµών και 
λεπτοµερές µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας Si σε πλάσµα χηµείας Cl [Levinson et al. (1997), 
Levinson et al. (2000)]. Χρησιµοποίησαν τη µέθοδο χορδής για την εξέλιξη της τοπογραφίας. 
Την ίδια µέθοδο χρησιµοποίησαν και οι Tuda et al. στο δικό τους πλαίσιο προσοµοίωσης, το 
οποίο εφάρµοσαν στην εγχάραξη δοµών Si σε πλάσµα Cl2 [Tuda et al. (1997)]. 

Ένα ακόµη πλαίσιο προσοµοίωσης συγγενές µε τα SPEDDIE και EVOLVE είναι το 
MODERN [Matsushita Opportune Dry Etching Simulator with a Realistic and New surface 
reaction model, Misaka & Harafuji (1997), Harafuji et al. (1999)], το οποίο χρησιµοποιεί τη 
µέθοδο χορδών για την εξέλιξη τοπογραφίας και εφαρµόζεται στην εγχάραξη δοµών SiO2 
και Si. Οι Cooperberg  et al. χρησιµοποιούν «συνεχές» µοντέλο για τον υπολογισµό των 
τοπικών ροών των ουδέτερων συστατικών και µέθοδο Monte Carlo για τον αντίστοιχο 
υπολογισµό για τα ιόντα [Cooperberg et al. (2002)]. Επίσης, χρησιµοποιούν τη µέθοδο των 

                                                 
ℜ1 Η ανάπτυξη του ξεκίνησε από τα Sandia National Laboratories (Livermore, California). Σήµερα είναι 
εµπορικό πακέτο που διατίθεται από τη Reaction Design Inc. [www.reactiondesign.com]. 
ℜ2 Το πακέτο είναι σε έκδοση άλφα (α version) και δεν διατίθεται. 
ℜ3 Στο τελευταίο διαθέσιµο εγχειρίδιο χρήσης του SPEDDIE που αφορά στην έκδοση 3.0 [McVittie et al. 
(1996)], ο αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας είναι η µέθοδος χορδών. Αν και το λογισµικό χρησιµοποιήθηκε 
και σε εργασίες µετά το 1997 [Abdollahi-Alibeik et al. (1999), µάλιστα σε αυτήν την εργασία ο αλγόριθµος 
εξέλιξης τοπογραφίας είναι τροποποιηµένη µέθοδος χορδής, σήµερα δεν υπάρχει αντίστοιχη ιστοσελίδα. Η 
τελευταία διαθέσιµη έκδοση κώδικα που µπορεί κάποιος να βρει στον ftp sever του Πανεπιστηµίου του 
Stanford είναι η 0.3 (1991). 
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χαρακτηριστικών ως αλγόριθµο εξέλιξης τοπογραφίας και µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας 
που βασίζεται στο κλάσµα κάλυψης και εφαρµόζουν το πλαίσιο προσοµοίωσης στην 
εγχάραξη Al σε πλάσµα Cl2/BCl3. Η µέθοδος χορδής και ένα «συνεχές» µοντέλο 
(αποτέλεσµα προσαρµογής σε προσοµοίωση µε τη µέθοδο Monte Carlo) για τον υπολογισµό 
των τοπικών ροών υλοποιείται στο πλαίσιο που προτείνουν οι Volland et al., το οποίο 
εφαρµόζεται στην διεργασία πολυβηµατικής εγχάραξης δοµών Si µε εναλλαγή αερίων 
πλάσµατος [Volland et al. (2002)]. 
 Οι Adalsteinsson και Sethian ήταν οι πρώτοι που εφάρµοσαν τη µέθοδο των ισοϋψών 
σε προβλήµατα εγχάραξης δοµών [Adalsteinsson & Sethian (1995b), Adalsteinsson & 
Sethian (1995c), Adalsteinsson & Sethian (1997)]. Εστίασαν στη µέθοδο των ισοϋψών και 
χρησιµοποίησαν απλά µοντέλα εγχάραξης. Από την πρώτη εφαρµογή της, υιοθετήθηκε σε 
αρκετές εργασίες. Οι Hsiau et al. δοκίµασαν τη µέθοδο των ισοϋψών σε διάφορα 
προβλήµατα απόθεσης και εγχάραξης [Hsiau et al. (1997)]. 

Οι Hwang et al. περιγράφουν πλαίσιο προσοµοίωσης, που χρησιµοποιεί τη µέθοδο 
των ισοϋψών για την εξέλιξη της τοπογραφίας [SPELS, Simulation of Profile Evolution 
using Level Sets, (Plasma Processing Modeling Group, Devices and Nanotechnology 
Integrated Product Team, NASA Ames Research Center)] και εφαρµόζεται στην εγχάραξη 
δοµών Si µε χηµεία Cl και HBr  [Hwang et al. (1999), Hwang et al. (2002)]. Τη µέθοδο των 
ισοϋψών ως αλγόριθµο εξέλιξης τοπογραφίας χρησιµοποιούν και οι Im et al. και εφαρµόζουν 
το δικό τους πλαίσιο προσοµοίωσης στην εγχάραξη δοµών Si µε πλάσµα Cl2 και CF4 
[SPEED, Simulation of Profile Evolution in Etching and Deposition, Im et al. (2001)]. 
Μάλιστα, ενσωµατώνουν στο πλαίσιο τους και µοντέλο για την οριακή στοιβάδα. Η µέθοδος 
των ισοϋψών υλοποιείται και στο πλαίσιο προσοµοίωσης των La Magna και Garozzo, το 
οποίο και εφαρµόζουν στην εγχάραξη αυλακιών SiO2 µε πλάσµα φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων, χωρίς να λαµβάνουν υπόψη επανεκποµπή της ροής στο εσωτερικό των 
δοµών [La Magna & Garozzo (2003)]. 

Οι αντίστοιχες στη βιβλιογραφία εργασίες είναι και πολλές και εξαιρετικές. Η σχετική 
έρευνα γίνεται στα καλύτερα Πανεπιστήµια, είναι αποτέλεσµα πολυάριθµων οµάδων και 
συνδέεται αµφίδροµα µε τη βιοµηχανία παραγωγής: τροφοδοτείται από βιοµηχανικά 
προβλήµατα και ανατροφοδοτεί µε µελέτες και πιθανές λύσεις. Στη συνέχεια σηµειώνονται οι 
βασικές διαφορές του πλαισίου προσοµοίωσης της εργασίας µε αυτά της βιβλιογραφίας. 
 
Α) Το µοντέλο εγχάραξης της επιφάνειας στην εργασία είναι πρωτότυπο. Τα µοντέλα 
εγχάραξης επιφάνειας στα περισσότερα πλαίσια προσοµοίωσης, κυρίως στα εµπορικά 
λογισµικά, δεν είναι το ίδιο λεπτοµερή και συνήθως έχουν προσαρµόσιµες παραµέτρους. 
 
Β) Ο αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας του πλαισίου προσοµοίωσης της εργασίας είναι η 
µέθοδος ισοϋψών που εµφανίζει πλεονεκτήµατα σε σχέση µε τις υπόλοιπες µεθόδους (§5.1).  
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Γ) Σε αρκετά πλαίσια προσοµοίωσης η προσοχή εστιάζεται σε ένα από τα τρία συστατικά 
του πλαισίου, είτε στο µοντέλο υπολογισµού των ροών, είτε στο µοντέλο επιφάνειας, είτε 
στον αλγόριθµο εξέλιξης τοπογραφίας. Το πλαίσιο στην εργασία µπορεί να χαρακτηριστεί 
ισορροπηµένο µε το ίδιο επίπεδο λεπτοµέρειας σε κάθε µοντέλο. 
 

Οι πρωτοτυπίες και οι διαφορές από τις αντίστοιχες εργασίες για κάθε συστατικό του 
πλαισίου προσοµοίωσης αναφέρονται στο αντίστοιχο κεφάλαιο. Τέλος, στην εργασία γίνεται 
επαλήθευση για κάθε τµήµα του κώδικαℜ που αντιστοιχεί σε αριθµητικό υπολογισµό 
(Παράρτηµα Α). Η επαλήθευση κώδικα (code verification) αποτελεί το πρώτο βήµα στη 
διαδικασία ποσοτικοποίησης της αβεβαιότητας των υπολογισµών. Με την επαλήθευση 
κώδικα, γενικά εξετάζεται αν πράγµατι ο κώδικας λύνει σωστά τις εξισώσεις για την επίλυση 
των οποίων αναπτύχθηκε. 
 

                                                 
ℜ Η συντριπτική πλειοψηφία των γραµµών κώδικα είναι γραµµένες σε γλώσσα C++. Οι υπόλοιπες είναι σε 
FORTRAN 77. 
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Μέρος ΙΙ 

 

 

 

 
 

Υπολογισμός ταχύτητας συνόρου στα  

προβλήματα εγχάραξης 

 

 

 

 

 
Η ταχύτητα µετατόπισης του συνόρου ορίζει το φυσικό πρόβληµα εξέλιξης συνόρου που 
αντιµετωπίζεται. Στο Μέρος ΙΙ υπολογίζεται η τοπική ταχύτητα εγχάραξης στο εσωτερικό 
εγχαρασσόµενων δοµών (ταχύτητα µετατόπισης εγχαρασσόµενης επιφάνειας) σαν συνάρτηση 
των ροών των συστατικών στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα πλάσµατος. Τα αναγκαία για τον 
υπολογισµό της τοπικής ταχύτητας εγχάραξης είναι α) µοντέλο υπολογισµού τοπικών ροών στο 
εσωτερικό εγχαρασσόµενων δοµών [συστατικό (Α) του πλαισίου προσοµοίωσης, Κεφ. 2], β) 
µοντέλο εγχάραξης επιφανειών [συστατικό (Β) του πλαισίου προσοµοίωσης, Κεφ. 3] και γ) ο 
αλγόριθµος σύζευξης των δύο µοντέλων (Κεφ. 4). 
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Κεφάλαιο 2 

 

 

 

 

 

Μοντέλο υπολογισμού τοπικής ροής στο  

εσωτερικό δομής 

 

 

 

 

 
Περιγράφεται µοντέλο υπολογισµού της τοπικής ροής συστατικού στο εσωτερικό δοµής σε 
συνθήκες µοριακής ροής. Λαµβάνονται υπόψη φαινόµενα σκίασης και επανεκποµπής της ροής 
και ο υπολογισµός εστιάζεται σε δοµές αυλακιού και οπής κυλινδρικής συµµετρίας. Η εξίσωση 
που δίνει την τοπική ροή στο εσωτερικό δοµής είναι µια ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm 2ου 
είδους (µη οµογενής), και για την επίλυσή της δοκιµάζονται δύο µέθοδοι. Παρουσιάζονται 
αποτελέσµατα σε πρότυπες δοµές και εξετάζεται η σηµασία της σκίασης και της επανεκποµπής 
στην τοπική ροή. 
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2.1 Εισαγωγή 
 

Ο όρος ροή (flow) αφορά στην κίνηση ενός ρευστού σε µια ορισµένη περιοχή του 
χώρου η οποία ονοµάζεται πεδίο ροής [Παπαϊωάννου (1993b), σ. 31]. Ρυθµός ροής (flux) 
µάζας ρευστού ονοµάζεται η ποσότητα ρευστού που διέρχεται από µια ορισµένη επιφάνεια 
του πεδίου ροής στη µονάδα του χρόνου [ο.π, σ. 31]. Σύµφωνα µε την κινητική θεωρία των 
αερίων [Atkins (1999), σ. 724], ο ρυθµός ροής (flux) σωµατιδίων που διέρχεται από µία 
επιφάνεια είναι ο ρυθµός µε τον οποίο τα σωµατίδια συγκρούονται µε αυτή την επιφάνεια, 
δηλαδή το πλήθος των συγκρούσεων µε την επιφάνεια σε ένα χρονικό διάστηµα προς το 
χρονικό διάστηµα. Για τον υπολογισµό του ρυθµού ροής πρέπει να είναι γνωστό το πεδίο 
ταχύτητας του ρευστού, ή η κατανοµή ταχυτήτων και η γωνιακή κατανοµή των σωµατιδίων, 
καθώς και το µέγεθος και ο προσανατολισµός της επιφάνειας (που µπορεί να είναι φυσική 
έξοδος ενός αγωγού αλλά και µια φανταστική διατοµή εντός του ρευστού). Στη συνέχεια του 
κειµένου χρησιµοποιείται, για λόγους συντοµίας ο µονολεκτικός όρος ροή για να εκφράσει τον 
περιφραστικό όρο ρυθµός ροής ανά µονάδα επιφάνειας.  

Το µοντέλο υπολογισµού της τοπικής ροής συστατικού που περιγράφεται στο παρόν 
κεφάλαιο αποτελεί το (Α) συστατικό του πλαισίου προσοµοίωσης (§1.6). Ο στόχος είναι ο 
υπολογισµός της τοπικής ροής συστατικού στο εσωτερικό δοµήςℜ σε σχέση µε αυτή σε µια 
ελεύθερη επιφάνεια.ℜ Η τοπική ροή συστατικού σε στοιχειώδη επιφάνεια στο εσωτερικό 
δοµής διαφέρει από την αντίστοιχη σε ελεύθερη επιφάνεια: η τοπογραφίαℜ της δοµής και 
φαινόµενα µεταφοράς εντός της δοµής (π.χ. σκίαση, επανεκποµπή) επηρεάζουν τη ροή. 
Επίσης, η τοπική ροή συστατικού σε στοιχειώδη επιφάνεια στο εσωτερικό δοµής εξαρτάται 
α) από την κατανοµή ροής του συστατικού στην είσοδο της δοµής και β) από την 
αλληλεπίδραση του συστατικού µε τις στοιχειώδεις επιφάνειες στο εσωτερικό της δοµής 
(πιθανότητα προσκόλλησης στην επιφάνεια, µηχανισµός επανεκποµπής). 

Στη συνέχεια, αφού παρουσιαστούν τα βασικά φαινόµενα που συµβαίνουν στο 
εσωτερικό εγχαρασσόµενης δοµής (§2.2), περιγράφεται µοντέλο για τον υπολογισµό της 
τοπικής ροής συστατικού σε κάθε στοιχειώδη επιφάνεια δοµής. Ειδικότερα, περιγράφεται το 
πλαίσιο και οι βασικές παραδοχές του µοντέλου (§2.3), και έπειτα υπολογίζεται η απευθείας 
ροή από τον όγκο στο εξωτερικό της δοµής (π.χ. από τον κύριο όγκο αντιδραστήρα 
πλάσµατος) που ενσωµατώνει την επίδραση της σκίασης στη ροή (§2.4), καθώς και η ροή 
από επανεκποµπή (§2.5). Ακολουθεί η περιγραφή και κρίσιµα σηµεία της αριθµητικής 
µεθόδου επίλυσης της ολοκληρωτικής εξίσωσης υπολογισµού της τοπικής ροής στο 
εσωτερικό των δοµών (§2.6). Στην §2.7 παρουσιάζονται και σχολιάζονται αποτελέσµατα 
υπολογισµού της τοπικής ροής στο εσωτερικό των δοµών και τέλος στην §2.8 γίνεται 
αξιολόγηση του προτεινόµενου µοντέλου και της µεθόδου επίλυσης. 
 
 

                                                 
ℜ Οι έννοιες δοµή, τοπογραφία δοµής και ελεύθερη σκίασης επιφάνεια περιγράφονται στην §1.4 και το Σχήµα 
1.8. 
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2.2 Τα βασικά φαινόµενα 
 

Στις επόµενες παραγράφους (§2.2.1 – §2.2.4) περιγράφονται συνοπτικά τα βασικά 
φαινόµενα που συµβαίνουν στο εσωτερικό µιας εγχαρασσόµενης δοµής και διαφοροποιούν 
τη ροή σε µια στοιχειώδη επιφάνεια στο εσωτερικό της δοµής από την αντίστοιχη σε µια 
ελεύθερη επιφάνεια: η σκίαση και η επανεκποµπή της ροής, το φαινόµενο της φόρτισης και η 
διάχυση σωµατιδίων πάνω στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια. 
 
 
2.2.1 Σκίαση της ροής 
 

Η ροή από τον κύριο όγκο ενός αντιδραστήρα πλάσµατος που φτάνει σε µια ελεύθερη 
επιφάνεια είναι διαφορετική από αυτή που φτάνει στη βάση ενός εγχαρασσόµενου αυλακιού 
ή οπής. Αν υποτεθεί ότι τα σωµατίδια που εισέρχονται στη δοµή δεν συγκρούονται µεταξύ 
τους (παραδοχή µοριακής ροής, §2.3), η επίδραση της σκίασης στην προσπίπτουσα σε 
επιφάνεια ροή µπορεί να γίνει κατανοητή στο Σχήµα 2.1, όπου φαίνεται το σύνολο των 
κατευθύνσεων (σε δύο διαστάσεις) υπό τις οποίες τα προσπίπτοντα σωµατίδια (ουδέτερα ή 
φορτισµένα) φτάνουν στην επιφάνεια. Όταν η επιφάνεια είναι ελεύθερη (σκίασης), τότε το 
σύνολο των κατευθύνσεων συνθέτει ένα ηµικύκλιο στις δύο διαστάσεις, ενώ όταν η 
επιφάνεια είναι στο εσωτερικό δοµής, ένα τµήµα ηµικυκλίου. Η σκίαση επιδρά µειωτικά στη 
ροή και η ροή που φτάνει απευθείας από όγκο στο εξωτερικό της δοµής καλείται απευθείας 
ροή.  

  
 
 
 

X x
y

z
 

Σχήµα 2.1 Το σύνολο των κατευθύνσεων υπό τις οποίες σωµατίδια φτάνουν στη βάση ενός αυλακιού 
(συνεχείς γραµµές) είναι υποσύνολο αυτών που φτάνουν σε ελεύθερη επιφάνεια (συνεχείς και 
διακεκοµµένες γραµµές). 
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2.2.2 Επανεκποµπή της ροής 
 

Η πιθανότητα προσκόλλησης ενός σωµατιδίου (ουδέτερου ή φορτισµένου) σε 
επιφάνεια εξαρτάται από τις δράσεις που λαµβάνουν χώρα στην επιφάνεια. Το κλάσµα της 
ροής που δεν προσκολλάται στην επιφάνεια επανεκπέµπεται από αυτή. Έτσι, στη βάση 
εγχαρασσόµενου αυλακιού ή οπής, εκτός από την απευθείας ροή, φτάνει και αυτή που 
επανεκπέµπεται από τα πλάγια τοιχώµατα. 

 

 

 
 

X x
y

z
 

Σχήµα 2.2 Τροχιές σωµατιδίων που προσπίπτουν σε στοιχειώδεις επιφάνειες ενός αυλακιού. Τα 
σωµατίδια είναι δυνατό να επανεκπέµπονται αρκετές φορές µέχρι να προσκολληθούν. 
 
 
2.2.3 Φαινόµενο φόρτισης 
 
 Κατά την ηλεκτρική εκκένωση σε αντιδραστήρα πλάσµατος στον κύριο όγκο του 
πλάσµατος παράγονται ουδέτερα είδη, ηλεκτρόνια και ιόντα (στη µεγάλη πλειοψηφία τους 
θετικά). Στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια φτάνουν τα ιόντα που επιταχύνονται από το 
ηλεκτρικό πεδίο που αναπτύσσεται στην οριακή στοιβάδα, η οποία δρα ως «φράκτης» 
ηλεκτρονίων (§1.3.2.2). Το πεδίο όµως αυτό είναι εναλλασσόµενο, όπως και η τάση που 
εφαρµόζεται στα ηλεκτρόδια του αντιδραστήρα. Έτσι, για κάποια διαστήµατα του κύκλου 
του εναλλασσόµενου πεδίου της οριακής στοιβάδας, φτάνουν και ηλεκτρόνια στην 
εγχαρασσόµενη επιφάνεια µε κατανοµή κατευθύνσεων που προσεγγίζει την ισοτροπική. Από 
την άλλη πλευρά, τα ιόντα προσπίπτουν στην εγχαρασσόµενη δοµή µε κατεύθυνση που 
επιβάλλεται από το πεδίο της οριακής στοιβάδας και είναι κατακόρυφη για την πλειοψηφία 
των ιόντων. Αυτή η διαφορά στις κατανοµές κατευθύνσεων που φτάνουν στην επιφάνεια έχει 
σαν αποτέλεσµα στη δοµή να φτάνουν τοπικά άνισες ροές ιόντων και ηλεκτρονίων. Η 
συνέπεια είναι η τοπική φόρτιση της εγχαρασσόµενης επιφάνειας. Αν η εγχαρασσόµενη 
δοµή είναι αυλάκι µη αγώγιµου υλικού, συσσωρεύεται αρνητικό φορτίο στα πλάγια 
τοιχώµατα και θετικό φορτίο στη βάση (Σχήµα 2.3). Πρόκειται για το φαινόµενο φόρτισης 
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[charging, Ingram (1990), Arnold & Sawin (1991), Kinoshita et al. (1996), Hwang & Giapis 
(1997)], το οποίο εξαρτάται από την αγωγιµότητα των υλικών της δοµής που εγχαράσσεται 
και µπορεί να προκαλέσει σε ιόντα και ηλεκτρόνια απόκλιση από την αρχική τροχιά τους. 
Εκτός από την απόκλιση στην κατανοµή κατευθύνσεων ιόντων και ηλεκτρονίων, το 
φαινόµενο της φόρτισης προκαλεί και µεταβολή των αντίστοιχων κατανοµών ενέργειας. Η 
πολυπλοκότητα του προβλήµατος είναι υψηλή αφού το αναπτυσσόµενο ηλεκτρικό πεδίο 
επιδρά στις ροές και την ενέργεια ιόντων και ηλεκτρονίων, οι οποίες επιδρούν µε τη σειρά 
τους στην τοπική φόρτιση και άρα στο πεδίο που αναπτύσσεται. 
 

ιόντα ηλεκτρόνιαηλεκτρόνια
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Σχήµα 2.3 Η τοπική φόρτιση στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια (φαινόµενο φόρτισης, charging) 
προκαλεί αποκλίσεις στην τροχιά των ιόντων.  
 
 
2.2.4 ∆ιάχυση στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια 

 
Τα σωµατίδια των ουδετέρων συστατικών που προσκολλούνται στην εγχαρασσόµενη 

επιφάνεια είναι δυνατό να διαχυθούν σε γειτονικές θέσεις. Το φαινόµενο της διάχυσης στην 
επιφάνεια (surface diffusion) χαρακτηρίζεται από το µήκος διάχυσης, L, που εκφράζει τη 
µέση απόσταση που διανύει ένα ουδέτερο συστατικό στην επιφάνεια πριν αντιδράσει µε το 
υπόστρωµα [Singh et al. (1992)]. Είναι [Atkins (1999) σ. 866] 

 

L Dτ= ,         (2.1) 
 
όπου D ο συντελεστής διάχυσης των σωµατιδίων πάνω στην επιφάνεια και τ ο µέσος χρόνος 
διάχυσης των σωµατιδίων (χρόνος από τη στιγµή της προσρόφησης µέχρι την αντίδραση). Το 
µήκος διάχυσης εξαρτάται από το πόσο ισχυρά προσροφάται ένα σωµατίδιο στην επιφάνεια. 
Όσο πιο ισχυρές είναι οι δυνάµεις που συγκρατούν ένα σωµατίδιο στην επιφάνεια, τόσο 
µικρότερο είναι το µήκος διάχυσης και ο συντελεστής διάχυσης στην επιφάνεια. 
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Ο συντελεστής διάχυσης των σωµατιδίων είναι 
 

0

Ea
RTD D e
−

= ,         (2.2) 

 
όπου D0 και Εα προεκθετικός συντελεστής Arrhenius και η ενέργεια ενεργοποίησης για τη 
διάχυση στην επιφάνεια. Γενικά, η ενέργεια ενεργοποίησης για τη διάχυση ενός σωµατιδίου 
σε επιφάνεια είναι [Atkins (1999) σ. 865] 10-20% της ενέργειας του δεσµού που κρατά 
προσροφηµένο το σωµατίδιο, αλλά η τιµή της εξαρτάται και από το κλάσµα κάλυψης της 
επιφάνειας. Ωστόσο, οι Reider et al. δηµοσιεύουν ενέργεια ενεργοποίησης ίση µε ~50% της 
ενέργειας του αντίστοιχου δεσµού για τη διάχυση Η σε Si [Reider et al. (1991)]. 

Στην πράξη σε συστήµατα αερίου σε ηλεκτρική εκκένωση και στερεού το µήκος 
διάχυσης είναι άγνωστο. Για αυτό το λόγο [Lukichev & Yunkin (1998)], στα περισσότερα 
µοντέλα διάχυσης στην επιφάνεια αποτελεί προσαρµόσιµη παράµετρο [Sato et al. (1991), 
Gerodolle & Pelletier (1991), Singh et al. (1992)]. Γενικά, η αύξηση του µήκους διάχυσης ή 
η µείωση των διαστάσεων των δοµών εντείνει την επίδραση του φαινοµένου διάχυσης στην 
επιφάνεια στην τοπική ροή. 
 
 
2.3 Το πλαίσιο και οι βασικές παραδοχές του µοντέλου υπολογισµού της τοπικής ροής 
 

Το µοντέλο υπολογισµού της τοπικής ροής συστατικού στο εσωτερικό δοµών είναι ένα 
συνεχές µοντέλο. Ο όρος «συνεχές» δεν αφορά στα κλασσικά µοντέλα που βασίζονται στο 
συντελεστή διάχυσης, αλλά σε ολοκληρωτικές εξισώσεις. Οι εξισώσεις αυτές προκύπτουν από 
ολοκλήρωση κατανοµών ταχυτήτων των σωµατιδίων του συστατικού, λαµβάνοντας υπόψη ότι, 
στις συνθήκες υψηλού αριθµού Knudsen που ισχύουν για τη ροή στο εσωτερικό των 
εγχαρασσόµενων δοµών, δεν συµβαίνουν συγκρούσεις µεταξύ των σωµατιδίων. 

Το µοντέλο υπολογισµού του τοπικής ροής λαµβάνει υπόψη άµεσα τη σκίαση και την 
επανεκποµπή της ροής και έµµεσα την επίδραση του φαινοµένου φόρτισης στη ροή. Στη 
συνέχεια εξηγείται η επιλογή των φαινοµένων που λαµβάνονται υπόψη και περιγράφεται ο 
τρόπος θεώρησης για κάθε φαινόµενο. 

Η δηµιουργία εσοχής (undercut) κάτω από τη µάσκα εγχάραξης κατά τη εγχάραξη 
δοµών (Σχήµατα 1.8α και 1.9δ) µαρτυρά ότι πρέπει να υπάρχει κάποιος µηχανισµός 
µεταφοράς των συστατικών στην περιοχή της εσοχής, καθώς η απευθείας ροή (ροή που 
φτάνει απευθείας από όγκο στο εξωτερικό της δοµής) δεν µπορεί να φτάσει κάτω από τη 
µάσκα. ∆ύο µπορεί να είναι οι υπεύθυνοι µηχανισµοί: η διάχυση στην εγχαρασσόµενη 
επιφάνεια και η επανεκποµπή. 

Το δίληµµα διάχυση στην επιφάνεια ή επανεκποµπή υπάρχει και στις διεργασίες 
απόθεσης και ειδικότερα στις διεργασίες χηµικής απόθεσης µε ατµό σε χαµηλές πιέσεις (low 
pressure chemical vapor deposition). Οι Wulu et al. ισχυρίζονται ότι το φαινόµενο της 
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διάχυσης πάνω στην επιφάνεια είναι σηµαντικό όταν το µήκος διάχυσης είναι συγκρίσιµο µε 
τις απόλυτες διαστάσεις της δοµής [Wulu et al. (1991)]. Η θεωρητική µελέτη τους, όσο και 
αυτή των Coronell και Jensen [Coronell & Jensen (1994)], επιβεβαιώνει την κυριαρχία του 
φαινοµένου της επανεκποµπής έναντι αυτού της διάχυσης στην επιφάνεια. Στο ίδιο 
συµπέρασµα καταλήγουν και οι Cheng et al. υλοποιώντας κατάλληλο πείραµα απόθεσης 
[Cheng et al. (1991)]. 

Για τη διεργασία της εγχάραξης, υπάρχουν εργασίες στις οποίες θεωρείται ότι η 
µεταφορά γίνεται µόνο µε διάχυση στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια [Sato et al. (1991), 
Gerodolle & Pelletier (1991)]. Με αυτή τη θεώρηση στάθηκε δυνατό να προσεγγιστούν 
πειραµατικά αποτελέσµατα για δοµές µε µικρό βάθος. Στην εργασία των Gerodolle και 
Pelletier, το µήκος διάχυσης είναι προσαρµόσιµη παράµετρος και υπολογίζεται 0.7 – 1.4 µm. 
Με τέτοιο µήκος διάχυσης είναι αµφίβολο αν µπορεί µόνο η διάχυση στην εγχαρασσόµενη 
επιφάνεια να εµποδίσει την υψηλή µείωση της ροής λόγω σκίασης στη βάση των δοµών και 
να συντηρήσει την εγχάραξη δοµών µε µεγάλο βάθος. Σε αυτό βασίζονται οι  Arnold et al. 
και δεν λαµβάνουν υπόψη τη διάχυση στην επιφάνεια στο µοντέλο που προτείνουν για την 
εγχάραξη δοµών Si µε πλάσµα SF6 [Arnold et al. (1993)]. Οι Sato et al. υπολογίζουν µήκος 
διάχυσης για τα άτοµα F πάνω στο Si µεγαλύτερο των 10 µm [Sato et al. (1991)], µια µάλλον 
αφύσικη τιµή καθώς σηµαίνει ότι τα άτοµα F διανύουν σχεδόν ολόκληρο το προφίλ της 
δοµής πριν αντιδράσουν. 

Σε αντίστοιχη τιµή για το µήκος διάχυσης (8.7 µm) κατέληξαν οι Singh et al. για να 
προσεγγίσουν τα πειραµατικά αποτελέσµατα εγχάραξης δοµών Si µε πλάσµα SF6, 
λαµβάνοντας υπόψη µόνο την επίδραση της σκίασης και της διάχυσης πάνω στην 
εγχαρασσόµενη επιφάνεια [Singh et al. (1992)]. Από την άλλη πλευρά, κατάφεραν να 
προσεγγίσουν τα ίδια πειραµατικά δεδοµένα µε µεγαλύτερη µάλιστα ακρίβεια λαµβάνοντας 
υπόψη τα φαινόµενα σκίασης και επανεκποµπής. Το συµπέρασµά τους είναι ότι το 
φαινόµενο της επανεκποµπής σε σχέση µε αυτό της διάχυσης στην επιφάνεια κυριαρχεί στις 
εγχαρασσόµενες µε πλάσµα SF6 δοµές Si που εξέτασαν. Σε µεταγενέστερη εργασία [Singh et 
al. (1994)], η ίδια οµάδα ενισχύει το παραπάνω συµπέρασµα, παρουσιάζοντας πειραµατικά 
αποτελέσµατα εγχάραξης δοµών Si µε πλάσµα CF4/O2, τα οποία ούτε ποιοτικά µπορούν να 
προσεγγιστούν, αν θεωρηθεί ότι η µεταφορά συστατικών γίνεται µόνο µε διάχυση στην 
επιφάνεια. 

Οι Lukichev και Yunkin σε µια προσπάθεια να εκτιµήσουν το συντελεστή διάχυσης 
ατόµων F σε επιφάνεια Si, τον προσεγγίζουν µε το συντελεστή διάχυσης ατόµων H σε 
επιφάνεια Si [Lukichev & Yunkin (1999)]. Τότε ο προεκθετικός συντελεστής Arrhenius και 
η ενέργεια ενεργοποίησης για την Εξ. (2.2) είναι D0=10-3 cm2/s και Εα=1.5 eV [Reider et al. 
(1991)]. Υπολογίζουν το συντελεστή διάχυσης σε θερµοκρασία ~700 Κ ίσο µε D=10-14 cm2/s 
και το µήκος διάχυσης 0.03 µm για τον υψηλότατο µέσο χρόνο διάχυσης 1000 s (τυπικός 
συνολικός χρόνος εγχάραξης δοµής). Θεωρούν το µήκος διάχυσης αµελητέο και συνεπώς 
αγνοούν το φαινόµενο της διάχυσης στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια. Αν µάλιστα είχαν 
υπολογίσει το συντελεστή διάχυσης στους 300-400 Κ (το προς εγχάραξη δείγµα είναι 
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συνήθως σε επαφή µε σύστηµα ψύξης το οποίο διατηρεί τη θερµοκρασία στους 300-400 Κ), 
θα διαπίστωναν για τον ίδιο χρόνο διάχυσης ότι το µήκος διάχυσης είναι <1 Α, δηλαδή ότι 
πρακτικά δεν υπάρχει διάχυση στην επιφάνεια. Σηµειώνεται ότι η κατάσταση της 
εγχαρασσόµενης επιφάνειας στο περιβάλλον του πλάσµατος είναι σίγουρα διαφορετική και 
αυτό καθιστά τους παραπάνω υπολογισµούς για τη διάχυση προσεγγιστικούς. Για 
παράδειγµα, είναι διαφορετική η διάχυση ατόµων F σε επιφάνεια όπου υπάρχουν 
αιωρούµενοι δεσµοί και υπό το βοµβαρδισµό ιόντων [Verdonck et al. (2002)]. 

Το συµπέρασµα που µπορεί να βγει από τα παραπάνω είναι ότι η επανεκποµπή είναι 
το κυρίαρχο φαινόµενο µεταφοράς της ροής στο εσωτερικό δοµών, χωρίς αυτό να σηµαίνει 
ότι δεν συµβαίνει διάχυση στην επιφάνεια. Ένα ακόµη στοιχείο που συµβάλλει στην 
κυριαρχία της επανεκποµπής έναντι της διάχυσης στην επιφάνεια είναι ότι από διαστατική 
ανάλυση προκύπτει [Gottscho et al. (1992)] ότι η σκίαση, η επανεκποµπή της ροής και το 
φαινόµενο φόρτισης είναι φαινόµενα που εξαρτώνται από το λόγο ασυµµετρίας της δοµής 
(λόγος του βάθους προς το πλάτος της δοµής), ενώ το φαινόµενο διάχυσης στην επιφάνεια 
εξαρτάται από τις απόλυτες διαστάσεις της δοµής. Συνεπώς, η πειραµατικά επιβεβαιωµένη 
εξάρτηση του ρυθµού εγχάραξης από το λόγο ασυµµετρίας υποδηλώνει ότι τα φαινόµενα 
σκίασης, επανεκποµπής και φόρτισης παίζουν σηµαντικό ρόλο στην εγχάραξη δοµών 
[Gottscho et al. (1992)]. 

Αγνοώντας το φαινόµενο της διάχυσης στην επιφάνεια, η τοπική ροή που φτάνει σε 
µια στοιχειώδη επιφάνεια, j, είναι το άθροισµα της απευθείας ροής, jdirect, η οποία φτάνει στη 
στοιχειώδη επιφάνεια απευθείας από τον κύριο όγκο του πλάσµατος, και της ροής από 
επανεκποµπή, jreem, η οποία φτάνει στη στοιχειώδη επιφάνεια από όλες τις υπόλοιπες 
στοιχειώδεις επιφάνειες της εγχαρασσόµενης δοµής. 

 
j = jdirect + jreem         (2.3) 

 
Οι βασικές παραδοχές του µοντέλου υπολογισµού της τοπικής ροής στο εσωτερικό 

δοµής αφορούν τις τροχιές των σωµατιδίων και το χρόνο µέσα στον οποίο λαµβάνει χώρα η 
επανεκποµπή της ροής.  

Οι τροχιές των σωµατιδίων (µόρια, άτοµα, ιόντα) του συστατικού θεωρούνται 
ευθείες, διότι η συχνότητα συγκρούσεων µεταξύ των σωµατιδίων του συστατικού µε 
σωµατίδια του ίδιου ή άλλου συστατικού είναι αµελητέα σε σχέση µε τη συχνότητα 
συγκρούσεων των σωµατιδίων µε τα τοιχώµατα της δοµής. 

Οι συγκρούσεις µεταξύ σωµατιδίων ουδετέρων συστατικών µπορούν να αγνοηθούν, 
καθώς η ροή των ουδετέρων συστατικών είναι µοριακή {molecular flow,ℜ [Present (1958), σ. 

                                                 
ℜ Σε κάποιες περιπτώσεις, ο όρος µοριακή χρησιµοποιείται για να ξεχωρίσει τους τρόπους µεταφοράς µάζας: 
µεταφορά µε µοριακή διάχυση και µεταφορά µε συναγωγή [Κουµούτσος & Λυγερού (1991), σ. 1-3]. Επίσης, 
χρησιµοποιείται για να περιγράψει τη διάχυση σε χαµηλές τιµές του αριθµού Knudsen (<0.05). Σε αυτή την 
περίπτωση για τη διάχυση σε υψηλές τιµές του αριθµού Knudsen χρησιµοποιείται ο όρος διάχυση Knudsen 
[Μαρκόπουλος (1992), σ. 56-59].  Στην παρούσα εργασία ο όρος µοριακή ροή αφορά στη ροή σε υψηλές τιµές 
του αριθµού Knudsen. 
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56], [Ryans & Roper (1986), σ. 22-24], [Coburn & Winters (1989)]} εντός των δοµών: ο 
αριθµός Knudsen (λόγος του µήκους ελεύθερης διαδροµής προς τη χαρακτηριστική 
διάσταση της δοµής, πλάτος για το αυλάκι, διάµετρος για την οπή) είναι πολύ µεγαλύτερος 
της µονάδας για τις συνήθεις συνθήκες πίεσης σε ένα αντιδραστήρα πλάσµατος (µερικά έως 
µερικές δεκάδες mTorr) και για τη συνήθη χαρακτηριστική διάσταση των εγχαρασσόµενων 
δοµών.ℜ Οι Coburn και Winters υπολόγισαν την αύξηση της πίεσης στη βάση µιας δοµής Si 
(κυλινδρικής οπής Si) µε λόγο ασυµµετρίας 10 (λόγος του βάθους προς το πλάτος µιας 
δοµής) σε σχέση µε την πίεση στην είσοδο της δοµής. Βρήκαν ότι είναι αµελητέα (~4 mTorr) 
και δεν µπορεί να προκαλέσει µεταβολή στις συνθήκες µοριακής ροής [Coburn & Winters 
(1989)]. Σε συνθήκες µοριακής ροής δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο κλασσικός 
συντελεστής διάχυσης για να περιγράψει τη µεταφορά µάζας [Wulu et al. (1991)]. 

Επίσης, µπορούν να θεωρηθούν αµελητέες και οι συγκρούσεις σωµατιδίων των 
ουδετέρων συστατικών µε τα φορτισµένα συστατικά (ιόντα) εντός της εγχαρασσόµενης 
δοµής  [Gottscho et al. (1992), Abraham & Wang (1996)]. Τέλος, θεωρείται ότι δεν 
υπάρχουν ηλεκτροστατικές αλληλεπιδράσεις µεταξύ των ιόντων ή µεταξύ ιόντων και 
εγχαρασσόµενης επιφάνειας και εποµένως και τα ιόντα κινούνται σε ευθείες τροχιές 
[Shaqfeh & Jurgensen (1989), Abraham & Wang (1995)]. 

Ο ρόλος του φαινοµένου φόρτισης σε δοµές από µη αγώγιµα υλικά είναι σηµαντικός 
και υπάρχει πλούσια βιβλιογραφία περί των συνεπειών του στην εγχάραξη δοµών 
διηλεκτρικών [Arnold & Sawin (1991)] και Si σε διηλεκτρικό στρώµα [Kinoshita et al. 
(1996), Hwang & Giapis (1997)]. Ωστόσο, γενικά δεν λαµβάνεται υπόψη στην προσοµοίωση 
εγχάραξης δοµών διηλεκτρικών [Misaka & Harafuji (1997), Abraham (2001)], λόγω της 
πολυπλοκότητας ενσωµάτωσής του σε ένα ολοκληρωµένο προσοµοιωτή και ίσως γιατί η 
σκίαση και η επανεκποµπή των ουδέτερων συστατικών αρκούν για την ερµηνεία των 
πειραµατικών αποτελεσµάτων. Η παραδοχή ευθειών τροχιών κίνησης των ιόντων εµµέσως 
συνεπάγεται ότι η µεταβολή στην κλίση της τροχιάς των ιόντων που µπορεί να προκαλέσει 
το φαινόµενο φόρτισης (Σχήµα 2.3) δε λαµβάνεται υπόψη. Στο µοντέλο υπολογισµού που 
περιγράφεται στη συνέχεια η πιθανή επίδραση του φαινοµένου φόρτισης στις τροχιές των 
ιόντων προσεγγίζεται µε αυξηµένο εύρος της γωνιακής κατανοµής των ιόντων που 
εισέρχονται στη δοµή [Kokkoris et al. (2002)].  
 Μια ακόµη παραδοχή για το µοντέλο υπολογισµού της ροής στο εσωτερικό δοµών 
είναι ότι τα φαινόµενα µεταφοράς (σκίαση και επανεκποµπή) της ροής λαµβάνουν χώρα σε 

                                                 
ℜ Το µήκος ελεύθερης διαδροµής ενός σωµατιδίου αερίου (µόριο ή άτοµο), δηλαδή η µέση απόσταση που 
διανύει ένα σωµατίδιο µεταξύ δύο διαδοχικών συγκρούσεων, σύµφωνα µε την κινητική θεωρία των αερίων 
(ικανοποιητική παραδοχή λόγω χαµηλής πίεσης) είναι [Atkins (1999) σ. 724]: 

 

2
kTλ
σp

= , 

 

όπου k η σταθερά Boltzman, p η πίεση του αερίου, Τ η θερµοκρασία του αερίου και σ η ενεργή διατοµή 
σύγκρουσης. Προσεγγίζοντας την ενεργό διατοµή σύγκρουσης µε αυτή σφαίρας, δηλαδή σ = πr2 (r η ακτίνα της 
σφαίρας) και θεωρώντας ότι r=5 A, T=400 K και p=20 mTorr, προκύπτει ότι λ=1.866 cm. Υπό αυτές τις 
συνθήκες, για δοµές από 100 µm µέχρι 50 nm, ο αριθµός Knudsen κυµαίνεται από 18.66 έως 373200.  
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ψευδοµόνιµη κατάσταση {pseudosteady state, [Cale & Raupp (1990)]}. Ο χρόνος που 
χρειάζεται για να αλλάξει σηµαντικά η δοµή (λόγω εγχάραξής της) θεωρείται ότι είναι πολύ 
µεγαλύτερος από το χρόνο που χρειάζεται η ροή να διασκορπιστεί στο εσωτερικό της δοµής 
[Singh et al. (1992), Hsiau et al. (1997)]. 

Μια εκτίµηση της κλίµακας χρόνου του φαινοµένου επανεκποµπής µπορεί να γίνει µε 
τη βοήθεια της κινητικής θεωρίας των αερίων σύµφωνα µε την οποία η µέση ταχύτητα ενός 
σωµατιδίου είναι  

 

8RTc =
πM

 η οποία για τα άτοµα F και για T = 400 K είναι 56.7 10c = × cm/s. 

 
Θεωρώντας ότι το άτοµο F πριν κολλήσει σε επιφάνεια διανύει απόσταση µέσα στη δοµή ίση 
µε 10 φορές το βάθος της δοµής, η κλίµακα χρόνου για το φαινόµενο της επανεκποµπής για 
µια δοµή βάθους 10 µm είναι 10×10×10-4/(6.7×105) s = 1.5×10-8 s. Στον ίδιο χρόνο, για ένα 
τυπικά µεγάλο ρυθµό εγχάραξης 6 µm/min = 0.1 µm/s, η µετακίνηση της εγχαρασσόµενης 
επιφάνειας είναι µόλις 1.5×10-5 Α. 

Επιπλέον παραδοχές για τις κατανοµές των ροών ουδέτερων συστατικών και ιόντων 
και τους µηχανισµούς επανεκποµπής περιγράφονται στις αντίστοιχες παραγράφους. Στη 
συνέχεια περιγράφονται τα µοντέλα υπολογισµού για την απευθείας ροή και τη ροή από 
επανεκποµπή στο εσωτερικό δοµής. Ο όρος κύριος όγκος που χρησιµοποιείται στη συνέχεια 
του κειµένου αφορά στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα πλάσµατος όπου γίνεται η εγχάραξη ή 
γενικότερα σε όγκο ακριβώς πάνω από την είσοδο της δοµής.  
 
 
2.4 Η απευθείας ροή. Επίδραση της σκίασης στη ροή 
 

Η ροή σωµατιδίων (ουδετέρων συστατικών, ιόντων) που φτάνει σε στοιχειώδη 
επιφάνεια δοµής (Σχήµα 2.1) περιορίζεται από τη γεωµετρία τη δοµής και συνεπώς δεν είναι 
ίδια µε αυτή που φτάνει σε ελεύθερη επιφάνεια. Η θέση της στοιχειώδους επιφάνειας και η 
γεωµετρία της δοµής στην οποία ανήκει καθορίζουν τη στερεά γωνία Ω (Παράρτηµα ΣΤ) 
διαµέσου της οποίας ο κύριος όγκος είναι «ορατός» στη στοιχειώδη επιφάνεια. Ο 
υπολογισµός της απευθείας ροής, της ροής που φτάνει άµεσα από τον κύριο όγκο σε µια 
στοιχειώδη επιφάνεια προκύπτει µε ολοκλήρωση της κατανοµής της ροής στον κύριο όγκο 
στη στερεά γωνία Ω. 

Στη στοιχειώδη επιφάνεια στη θέση x της δοµής, η απευθείας ροή είναι 
 

( )

( ) ( )direct
Ω

j ω= ⋅∫ bulk
x

x j n x d ,       (2.4) 
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όπου jbulk η διανυσµατική συνάρτηση κατανοµής της ροής στον κύριο όγκο που έχει µονάδες 
ροής ανά στερεοακτίνιο, n(x) το µοναδιαίο κάθετο στην επιφάνεια στη θέση x και dω το 
στοιχείο στερεάς γωνίας. 

Τόσο η συνάρτηση κατανοµής ροής, όσο και το στοιχείο στερεάς γωνίας εκφράζονται 
σε σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων (r, θ, φ). Η τριάδα (r, θ, φ) στη βιβλιογραφία γενικά 
ορίζεται [Παπαϊωάννου (1993), σ. 14-16] όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.4α: θ είναι η 
αζιµουθιακή γωνία ορισµένη ως προς τον άξονα x (0 ≤ θ ≤ 2π), φ είναι η πολική γωνία από 
τον άξονα z (0 ≤ φ ≤ π), και r είναι η απόσταση από την αρχή των αξόνων. Οι σχέσεις που 
συνδέουν τις καρτεσιανές µε τις σφαιρικές συντεταγµένες δεδοµένου σηµείου στο χώρο 
είναι: 
 

x = rcosθsinφ, y = rsinθsinφ και z = rcosφ.     (2.5) 
 

Σε κάποιες αναφορές {[Cole (1974) σ. 107-109], [Weisstein (2004)]} η χρήση των θ, 
φ αντιστρέφεται: θ είναι η πολική γωνία και φ η αζιµουθιακή (Σχήµα 2.4β). Στην παρούσα 
εργασία χρησιµοποιείται το, βολικό για τους υπολογισµούς, σύστηµα συντεταγµένων του 
Σχήµατος 2.4γ: φ είναι η αζιµουθιακή γωνία ορισµένη ως προς τον άξονα y (0 ≤ φ ≤ 2π), θ 
είναι η πολική γωνία από τον άξονα z (0 ≤ θ ≤ π), και r είναι η απόσταση από την αρχή των 
αξόνων. Σε αυτή την περίπτωση, οι σχέσεις που συνδέουν τις καρτεσιανές µε τις σφαιρικές 
συντεταγµένες δεδοµένου σηµείου στο χώρο είναι: 
 

x = rsinφsinθ, y = rcosφsinθ και z = rcosθ.     (2.6) 
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Σχήµα 2.4 Η τριάδα µεταβλητών του σφαιρικού συστήµατος συντεταγµένων (α) που γενικά 
χρησιµοποιείται στη βιβλιογραφία, (β) που εναλλακτικά χρησιµοποιείται στη βιβλιογραφία και (γ) 
που χρησιµοποιείται στην παρούσα εργασία. Όλα τα συστήµατα που παρουσιάζονται είναι 
δεξιόστροφα. 

 
Το στοιχείο στερεάς γωνίας στο σύστηµα συντεταγµένων του Σχήµατος 2.4γ είναι 

(Παράρτηµα ΣΤ): 
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dω = sinθ dφ dθ.        (2.7) 
 

Συνεπώς από την Εξ. (2.4) προκύπτει 
 

( ) ( )

( ) ( , ) ( )sin d d ( , )sin d d ( )direct
Ω Ω

j θ φ θ θ φ θ φ θ θ φ= ⋅ =∫∫ ∫∫bulk bulk
x x

x ⋅j n x j n x . (2.8) 

 
Το διάνυσµα jbulk(θ,φ) είναι το διάνυσµα της ροής σε κάθε σηµείο του κύριου όγκου στην 
κατεύθυνση που ορίζει το ζεύγος (θ,φ). Είναι η ροή που διέρχεται από επιφάνεια µε κάθετο 
διάνυσµα µε διεύθυνση που ορίζεται από το ζεύγος (θ, φ). Από τις Εξ. (2.6) προκύπτει ότι  
 

( )( , ) ( , ) sin sin sin cos cosbulkθ φ j θ φ θ φ θ φ θ= +bulk x y z+j e e e

⋅n x

.  (2.9) 

 
Συνεπώς, η απευθείας ροή σε στοιχειώδη επιφάνεια στη θέση x της δοµής είναι 

 

( )2 2

( )

( ) ( , ) sin sin sin cos sin cos ( )direct bulk
Ω

j j θ φ θ φ θ φ θ θ dθdφ= + +∫∫ x y z
x

x e e e .  

(2.10) 
Αν 
 

n(x) = nx ex + ny ey + nz ez,       (2.11) 
 

τότε 
 

2

( )

( ) ( , ) sin sin d ddirect x bulk
Ω

j n j θ φ θ φ θ φ= +∫∫
x

x  

2

( ) ( )

( , )sin cos d d ( , )sin cos d dy bulk z bulk
Ω Ω

n j θ φ θ φ θ φ n j θ φ θ θ θ φ+ +∫∫ ∫∫
x x

 (2.12) 

 
Για τον υπολογισµό της απευθείας ροής σε στοιχειώδη επιφάνεια στη θέση x 

χρειάζεται α) να προσδιοριστεί η στερεά γωνία Ω(x), δηλαδή τα όρια ολοκλήρωσης για τις θ, 
φ (§2.4.1 – §2.4.3) και β) να είναι γνωστή η κατανοµή jbulk(θ,φ) (§2.4.4). 
 
 
2.4.1 Στερεά γωνία Ω για τυχαία δοµή 
 

Το πρόβληµα προσδιορισµού στερεάς γωνίας ανάγεται στην εύρεση των ορίων 
ολοκλήρωσης της Εξ. (2.12). Για σηµείο στη θέση x τυχαίας δοµής (Σχήµα 2.5α), η στερεά 
γωνία Ω(x) είναι [Drotar et al. (2000)]  
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max

0 2
( )

0 (
φ π

Ω
θ θ φ
< <⎧

= ⎨ < <⎩ ⎭
x

)
⎫
⎬

⋅

       (2.13) 

 
και η απευθείας ροή είναι 
 

( )
max ( ) 2

2 2

0 0

( ) ( , ) sin sin sin cos sin cos ( )
θ φ π

bulkj θ φ θ φ θ φ θ θ dφdθ= + +∫ ∫direct x y zj x e e e n x . 

(2.14) 
 
Για το εξεταζόµενο σηµείο στη θέση x, η γωνία θmax(φ) είναι η µέγιστη πολική γωνία 

τέτοια ώστε το ζεύγος γωνιών [φ, θmax(φ)] να είναι επιτρεπτό. Επιτρεπτό καλείται το ζεύγος 
γωνιών που ορίζει ευθεία γραµµή που ενώνει το εξεταζόµενο σηµείο µε τον κύριο όγκο χωρίς 
να τέµνει τη δοµή. Στο Σχήµα 2.5α φαίνεται τυχαία δοµή και σηµειώνεται τυχαία στοιχειώδης 
επιφάνεια στο σηµείο P(xP) αυτής. Για τον υπολογισµό της γωνίας θmax(φ=φ1) για το σηµείο 
P, αρχικά υπολογίζεται η τοµή της δοµής µε επίπεδο που προκύπτει από την περιστροφή του 
επιπέδου yz γύρω από τον άξονα z κατά γωνία φ1 ως προς τον άξονα y (Σχήµα 2.5β). Για 
αυτή την τοµή της δοµής (Σχήµα 2.5γ), η οποία χαρακτηρίζεται από τη γωνία φ1, το σύνολο 
των διευθύνσεων ως προς τις οποίες ο κύριος όγκος είναι «ορατός» στη στοιχειώδη 
επιφάνεια στη θέση xP είναι 0≤θ≤θmax(φ1). Στο Σχήµα 2.5γ η γωνία θmax(φ1) σχηµατίζεται από 
τον άξονα z και το τµήµα PS1. Το σηµείο S1 καλείται όριο σκίασης του σηµείου P και 
αντιστοιχεί στη γωνία φ1. Για την περίπτωση του Σχήµατος 2.5γ το S1 είναι, σαρώνοντας τα 
σηµεία της τοµής της δοµής από αριστερά προς τα δεξιά (από τα όρια της δοµής προς το 
εσωτερικό της), το πρώτο στη σειρά σηµείο το οποίο είναι ορατό στο P. Η τοµή της δοµής 
που φαίνεται στο Σχήµα 2.5γ µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για τον υπολογισµό της 
θmax(φ2=2π – φ1) µε αντίστοιχο µε την θmax(φ1) τρόπο. 

  Για τον υπολογισµό της στερεάς γωνίας Ω, θα πρέπει να υπολογιστεί το θmax για 
όλες τις τοµές της δοµής, όπως αυτές προκύπτουν από τη µεταβολή της γωνίας φ από 0 έως 
2π. 
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(γ) 
Σχήµα 2.5 (α) Τυχαία δοµή όπου σηµειώνεται τυχαίο σηµείο P. (β) Η δοµή του Σχήµατος 2.5α και 
επίπεδο που περιέχει το σηµείο P και προκύπτει από την περιστροφή του επιπέδου yz γύρω από τον 
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άξονα z κατά γωνία φ1 ως προς τον άξονα y. Το επίπεδο αυτό περιέχει το σηµείο P. (γ) Η τοµή της 
δοµής και του επιπέδου του Σχήµατος 2.5β. Τα σηµεία S1 και S2 είναι τα όρια σκίασης για το σηµείο 
P για αυτή την τοµή της δοµής και χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό των γωνιών θmax(φ1) και 
θmax(φ2=2π – φ1). 
 

Οι υπολογισµοί στερεάς γωνίας απλοποιούνται για δοµές που εµφανίζουν ειδικά 
γεωµετρικά χαρακτηριστικά, όπως τα αυλάκια (§2.4.2) και οι οπές κυλινδρικής συµµετρίας 
(§2.4.3). 
 
 
2.4.2 Στερεά γωνία Ω για αυλάκι 
 

Ο υπολογισµός της στερεάς γωνίας σκίασης της ροής απλοποιείται στις περιπτώσεις 
δοµών που διατηρούν την τοµή τους µε επίπεδο σταθερή ως προς άξονα κάθετο σε αυτό το 
επίπεδο (Σχήµα 2.6α). Η τοµή της δοµής του Σχήµατος 2.6α µε το επίπεδο yz είναι σταθερή 
ως προς τον άξονα x, είναι η ίδια ανεξάρτητα από την τιµή του x. Τέτοιου είδους δοµές, µε 
διάσταση κατά τον άξονα x πολύ µεγαλύτερη από αυτές κατά τους y και z ώστε να µπορεί 
πρακτικά να θεωρηθεί άπειρου µήκους κατά x, καλούνται στο εξής αυλάκια. Λόγω των 
ειδικών χαρακτηριστικών της δοµής αυλακιού, ο υπολογισµός της στερεάς γωνίας γίνεται µε 
βάση µια τοµή της δοµής στο επίπεδο yz. Η στερεά γωνία που υπολογίζεται για σηµείο 
P(xP,yP,zP) είναι ίδια για κάθε σηµείο Q(x,yP,zP.). 

Έστω ότι υπολογίζεται η στερεά γωνία στη θέση P(xP, yP, zP) της δοµής που φαίνεται 
στο Σχήµα 2.6α. Η στερεά γωνία σκίασης της ροής, Ω, ορίζεται ουσιαστικά από τα όρια 
ολοκλήρωσης στις γωνίες φ και θ του σφαιρικού συστήµατος συντεταγµένων (Σχήµα 2.4γ). 
Στο Σχήµα 2.6β φαίνεται τοµή της δοµής του Σχήµατος 2.6α µε το επίπεδο yz που περιέχει το 
σηµείο P. Φαίνονται επίσης τα σηµεία SL(ySL, zSL) και SR(ySR, zSR) τα οποία ορίζουν τη στερεά 
γωνία Ω για το σηµείο P και στο εξής καλούνται όρια σκίασης του σηµείου P. Το σηµείο SL 
είναι, σαρώνοντας τα σηµεία της τοµής της δοµής (Σχήµα 2.6β) από αριστερά προς τα δεξιά, 
το πρώτο στη σειρά σηµείο το οποίο είναι ορατό στο σηµείο P. Αντίστοιχα προσδιορίζεται 
και το σηµείο SR. Ο προσδιορισµός των ορίων σκίασης βασίζεται σε υπολογισµούς 
ορατότητας µεταξύ σηµείων της δοµής, οι οποίοι περιγράφονται στην §2.5.4. Οι θL και θR 
είναι οι γωνίες που σχηµατίζουν τα τµήµατα PSL και PSR µε τον άξονα z.  
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(β) 
Σχήµα 2.6 (α) Τµήµα δοµής αυλακιού στο οποίο σηµειώνεται τυχαίο σηµείο P. (β) Τοµή της δοµής 
του Σχήµατος 2.6α µε το επίπεδο yz που περιέχει το σηµείο P. Τα σηµεία SL και SR είναι τα όρια 
σκίασης του σηµείου P και ορίζουν τις γωνίες θL και θR οι οποίες χρησιµοποιούνται για τον 
υπολογισµό της στερεάς γωνίας Ω για το σηµείο P. 

 
Στη συνέχεια περιγράφεται ο τρόπος προσδιορισµού της στερεάς γωνίας Ω για το 

σηµείο P του Σχήµατος 2.6. Απαραίτητες για τον προσδιορισµό ποσότητες είναι οι 
 
dyL = yp – ySL,  dyR = ySR – yp, dzL = zp – zSL και dzR = zp – zSR.  (2.15) 

 
Οι γωνίες θL και θR του Σχήµατος 2.6β είναι 
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tanL
dyLθ a
dzL

⎛= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  ,        (2.16) 

 

tanR
dyRθ a
dzR

⎛= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ .        (2.17) 

 
Ο προσδιορισµός της στερεάς γωνίας Ω για το σηµείο P γίνεται µε κέντρο το σηµείο 

P και την πολική γωνία θ να µεταβάλλεται από 0 έως π/2. Προσδιορίζεται για κάθε θ το 
σύνολο των αζιµουθιακών γωνιών φ(θ) για το οποίο τα ζεύγη [θ,φ(θ)] ορίζουν ευθείες 
γραµµές που ενώνουν το σηµείο P µε τον κύριο όγκο χωρίς να τέµνουν τη δοµή (επιτρεπτά 
ζεύγη). 

Για το σηµείο P του Σχήµατος 2.6 είναι θR ≤ θL και dyL ≥ 0 και dyR ≥ 0 και dzR≠0 
και dzL≠0. ∆ιακρίνονται τρεις περιπτώσεις (Σχήµα 2.7). Στην πρώτη περίπτωση, η οποία 
περιγράφεται στα Σχήµατα 2.7α και 2.7β, αναζητούνται τα επιτρεπτά ζεύγη [θ,φ(θ)] όταν θ= 
θ1 ≤ θR. Έστω R το επίπεδο xy στο ύψος του ορίου σκίασης SR και L το επίπεδο xy στο ύψος 
του ορίου σκίασης SL. Τα ευθύγραµµα τµήµατα PPL και PPR είναι κάθετα στα επίπεδα L και 
R, ενώ το σηµείο SL(R) είναι το σηµείο τοµής του επιπέδου R µε την ευθεία που ορίζεται από 
το ευθύγραµµο τµήµα PSL. Η απόσταση r1 εξαρτάται από τη γωνία θ1 και είναι r1 = dzRtanθ1. 
Για θ = θ1 ≤ θR, το σύνολο των επιτρεπτών ζευγών ορίζει ένα κόλουρο κώνο η τοµή του 
οποίου µε το επίπεδο R είναι κύκλος (PR, r1) και φαίνεται στο Σχήµα 2.7β. Σε αυτή την 
περίπτωση, δεν υπάρχει περιορισµός στην αζιµουθιακή γωνία φ, οι επιτρεπτές τιµές για τη 
γωνία φ είναι 0 ≤ φ ≤ 2π.  

Στη δεύτερη περίπτωση, η οποία περιγράφεται στα Σχήµατα 2.7γ και 2.7δ,  
αναζητούνται τα επιτρεπτά ζεύγη [θ,φ(θ)] όταν θ = θ2: θR ≤ θ2 ≤ θL. Η απόσταση r2 εξαρτάται 
από τη γωνία θ2 και είναι r2 = dzR tanθ2. Το σύνολο των επιτρεπτών ζευγών [θ2,φ(θ2)] ορίζει 
τµήµα κόλουρου κώνου η τοµή του οποίου µε το επίπεδο R είναι τµήµα περιφέρειας κύκλου 
(PR, r2) και φαίνεται στο Σχήµα 2.7δ. Σε αυτή την περίπτωση, υπάρχει περιορισµός στην 
αζιµουθιακή γωνία φ: οι επιτρεπτές τιµές για τη γωνία φ είναι φR2 ≤ φ ≤ 2π – φR2. 

Από το Σχήµα 2.7δ προκύπτει ότι 
 

R R 2 2 2 2
2 2

R 2

P S tan tan tancos cos
P A tan tanR R

R R

r dzR θ θ θφ φ a
dyR dyR θ θ

⎛ ⎞
= = = = ⇒ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  (2.18) 

 
Στην τρίτη περίπτωση, η οποία περιγράφεται από τα Σχήµατα 2.7ε και 2.7στ, 

αναζητούνται τα επιτρεπτά ζεύγη όταν θ = θ3: θL ≤ θ3 ≤ π/2. Το σύνολο των επιτρεπτών 
ζευγών ορίζει τµήµα κόλουρου κώνου η τοµή του οποίου µε το επίπεδο R είναι τµήµατα 
περιφέρειας κύκλου (PR, r3) και φαίνεται στο Σχήµα 2.7στ. Σε αυτή την περίπτωση οι 
επιτρεπτές τιµές για τη γωνία φ είναι φR3 ≤ φ ≤ π – φL3 και π + φL3 ≤ φ ≤ 2π – φR3. 

Από το Σχήµα 2.7στ µε συνεπαγωγές αντίστοιχες της Εξ. (2.18) προκύπτει ότι 
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3
3

tancos
tanR

R

θφ a
θ

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
⎟ ,        (2.19) 

 

3
3

tancos
tanL

L

θφ a
θ

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
⎟ .        (2.20) 

 

P

SL

PR

PL

τοµή µε επίπεδο R (xy)

τοµή µε επίπεδο L (xy)

SR

θL

X x
y

z

SL(R)

r1

θR

θ1

 
(α) 
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SR
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yz

 
(β) 

Σχήµα 2.7 Τοµές της δοµής του Σχήµατος 2.6α µε τα επίπεδα yz και xy, οι οποίες χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό των επιτρεπτών ζευγών [θ, φ(θ)] για το σηµείο P. ∆ιακρίνονται τρεις περιοχές 
τιµών για την πολική γωνία θ, οι οποίες εξαρτώνται από τις γωνίες θL και θR, όπως αυτές ορίζονται 
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από τα όρια σκίασης SL και SR του σηµείου P. R είναι το επίπεδο xy στο ύψος του SR και L το επίπεδο 
xy στο ύψος του SL. Τα ευθύγραµµα τµήµατα PPL και PPR είναι κάθετα στα επίπεδα L και R, ενώ το 
σηµείο SL(R) είναι το σηµείο τοµής του επιπέδου R µε την ευθεία που ορίζεται από το ευθύγραµµο 
τµήµα PSL. (α) Τοµή του αυλακιού στο επίπεδο yz που περιέχει το σηµείο P, θ = θ1 ≤ θR,. (β) Τοµή 
του αυλακιού στο επίπεδο R. Ο κύκλος (PR, r1) ορίζει το σύνολο των επιτρεπτών ζευγών [θ1, φ(θ1)]: 0 
≤ φ(θ1) ≤ 2π. Το Σχήµα 2.7 συνεχίζεται στις επόµενες σελίδες.  

P

SL

θR

PR

PL

τοµή µε επίπεδο R (xy)

τοµή µε επίπεδο L (xy)

SR

X x
y

z

SL(R)
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(γ) 
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x

yz

SR

φR2

φR2

A2

B2

 
(δ) 

Σχήµα 2.7 (συνέχεια) (γ) Τοµή του αυλακιού στο επίπεδο yz που περιέχει το P, θ = θ2 : θR ≤ θ2 ≤ θL. (δ) 
Τοµή του αυλακιού στο επίπεδο R. Το σύνολο των επιτρεπτών ζευγών [θ2,φ(θ2)] ορίζει τµήµα 
κόλουρου κώνου η τοµή του οποίου µε το επίπεδο R είναι τµήµα περιφέρειας κύκλου (PR, r2): φR2 ≤ 
φ(θ2) ≤ 2π – φR2.  
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(στ) 

Σχήµα 2.7 (συνέχεια) (ε) Τοµή του αυλακιού στο επίπεδο yz που περιέχει το P, θ = θ3 : θL ≤ θ3 ≤ π/2. 
(στ) Τοµή του αυλακιού στο επίπεδο R. Το σύνολο των επιτρεπτών ζευγών [θ3, φ(θ3)] ορίζει τµήµα 
κόλουρου κώνου η τοµή του οποίου µε το επίπεδο R είναι τµήµατα περιφέρειας κύκλου (PR, r3): φR3 ≤ 
φ(θ3) ≤ π – φL3 και π + φL3 ≤ φ(θ3) ≤ 2π – φR3. 
 

Συγκεντρώνοντας τα παραπάνω αποτελέσµατα προκύπτει ότι η στερεά γωνία Ω (ή τα 
επιτρεπτά ζεύγη) για το σηµείο P των Σχηµάτων 2.6 και 2.7 (dyL ≥ 0 και dyR ≥ 0 και dzR≠0 
και dzL≠0) είναι 
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( ) ( ) ( )
( ) 2 ( )
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Ω φ θ φ π φ θ
π φ θ φ π φ θ
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⎪
⎬ ,     (2.21) 

 
όπου 
 

0 , 0  
( ) tancos ,

tan 2

L

L L
L

θ θ
φ θ θa θ θ

θ

< ≤⎧ ⎫
⎪= ⎨ ⎛ ⎞ < <⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

π
⎪
⎬ ,     (2.22) 

 
0 , 0  

( ) tancos ,
tan 2

R

R R
R

θ θ
φ θ θa θ θ

θ

< ≤⎧ ⎫
⎪= ⎨ ⎛ ⎞ < <⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

π
⎪
⎬ ,     (2.23) 

 
ενώ οι γωνίες θL, θR δίδονται από τις Εξ. (2.16) και (2.17). 

Οι Εξ. (2.21) – (2.23) και οι  Εξ. (2.16) – (2.17) γενικεύονται για κάθε σηµείο δοµής 
µε τα χαρακτηριστικά της δοµής του Σχήµατος 2.6. Για τυχαίο σηµείο x(x, y, z) τέτοιων 
δοµών η στερεά γωνία Ω είναι 
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( ) 2 ( )
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Ω φ θ φ π φ θ
π φ θ φ π φ θ
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⎪ ⎪
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x ⎬ ,     (2.24) 

 
όπου 
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⎛ ⎞⎪ ⎪< < ∧ ≥⎜ ⎟⎪ ⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨ ⎬
⎪

< ≤ ∧ <⎪ ⎪
⎪ ⎪⎛ ⎞− < < ∧⎪ ⎪⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

<

,   (2.25) 
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και 
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| |

R

dyR dzR
π dzR dyR

πθ dzR dyR

dyRa dzR
dzR

= =⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪= ∧ ≠
⎪ ⎪
⎪= ⎨ → < ∧⎪ ⎪
⎪ ⎪

⎛ ⎞⎪ ⎪>⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

0

0
⎪
⎬≠ ,     (2.28) 

 
ενώ οι ποσότητες dyL, dzL, dyR, dzR ορίζονται κατ’ αντιστοιχία µε τις Εξ. (2.15), 
 

  dyL = y – ySL, dyR = ySR – y, dzL = z – zSL, dzR = z – zSR.    (2.29) 
 

 
Σηµειώνεται ότι οι Εξ. (2.24) – (2.29) δεν ισχύουν αν dyL<0 και θL>θR ή αν dyR<0 

και θR>θL. Σε αυτές τις περιπτώσεις ο κύριος όγκος του πλάσµατος δεν είναι ορατός στο 
εξεταζόµενο σηµείο. 
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2.4.3 Στερεά γωνία Ω για οπή κυλινδρικής συµµετρίας 
 

Οι υπολογισµοί στερεάς γωνίας που ακολουθούν αφορούν σε οπές µε κυλινδρική 
συµµετρία (συµµετρία ως προς άξονα). Στο Σχήµα 2.8α φαίνεται µια οπή (ή καλύτερα το 
µισό µιας οπής) µε κυλινδρική συµµετρία. Ο άξονας συµµετρίας είναι ο άξονας z και λόγω 
κυλινδρικής συµµετρίας κάθε τοµή της οπής στο επίπεδο xy είναι ένας κύκλος. Επίσης, λόγω 
κυλινδρικής συµµετρίας αρκεί να γίνει υπολογισµός της στερεάς γωνίας και της απευθείας 
ροής µόνο στο µισό της τοµής της οπής µε το επίπεδο yz (Σχήµα 2.8β, από το σηµείο SL 
µέχρι το σηµείο όπου ο άξονας συµµετρίας τέµνει την τοµή της οπής στο επίπεδο xy). 

 

 
 
 
 

x

y

z
 

(α) 

P

SL

θRθL

SR

 

 
 

X x
y

z

 

(β) 
Σχήµα 2.8 (α) Οπή µε κυλινδρική συµµετρία. Ο άξονας συµµετρίας είναι ο άξονας z. (β) Τοµή της 
οπής µε το επίπεδο yz που περιέχει το σηµείο P και τον άξονα κυλινδρικής συµµετρίας (διακεκοµµένη 
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γραµµή). Τα σηµεία SR και SL είναι τα όρια σκίασης για το σηµείο P. Τα σηµεία σκίασης και ο 
άξονας z καθορίζουν τις θL και θR, οριακές τιµές της πολικής γωνίας θ που χρησιµοποιούνται για τον 
υπολογισµό της στερεάς γωνίας Ω για το σηµείο P. 
 

Στη συνέχεια, θα υπολογιστεί η στερεά γωνία Ω για το σηµείο P(xP, yP, zP) της οπής 
του Σχήµατος 2.8α και έπειτα θα γενικευτούν οι εξισώσεις υπολογισµού της στερεάς γωνίας 
για οποιοδήποτε σηµείο της οπής. 

Η στερεά γωνία Ω ορίζεται ουσιαστικά από τα όρια ολοκλήρωσης στις γωνίες φ και θ 
του σφαιρικού συστήµατος συντεταγµένων (Σχήµα 2.4γ). Στο Σχήµα 2.8β φαίνεται τοµή της 
δοµής του Σχήµατος 2.8α µε το επίπεδο yz που περιέχει το σηµείο P και τον άξονα 
συµµετρίας. Η οπή του Σχήµατος 2.8α προκύπτει περιστρέφοντας κατά 180ο την τοµή του 
Σχήµατος 2.8β γύρω από τον άξονα συµµετρίας. Στο Σχήµα 2.8β φαίνονται επίσης τα όρια 
σκίασης SL(ySL, zSL) και SR(ySR, zSR) του σηµείου P και οι γωνίες θL και θR που σχηµατίζουν 
τα τµήµατα PSL και PSR µε τον άξονα z. Οι γωνίες θL και θR υπολογίζονται, όπως και στην 
περίπτωση του αυλακιού του Σχήµατος 2.6, από τις Εξ. (2.16) και (2.17).  

Ο προσδιορισµός της στερεάς γωνίας Ω για το σηµείο P γίνεται, όπως και στην 
περίπτωση του αυλακιού, µε την εύρεση των επιτρεπτών ζευγών [θ,φ(θ)]. Τα επιτρεπτά 
ζεύγη ορίζουν ευθείες γραµµές που ενώνουν το σηµείο P µε τον κύριο όγκο χωρίς να 
τέµνουν τη δοµή. Οι ποσότητες dyL, dyR, dzR και dzL όπως ορίζονται από τις Εξ. (2.15) είναι 
απαραίτητες στους υπολογισµούς. Για το σηµείο P του Σχήµατος 2.8 είναι θL ≤ θR και dyL > 
0 και dyR > 0 και dzR = dzL= dz ≠ 0. ∆ιακρίνονται τρεις περιπτώσεις (Σχήµα 2.9).  

Στην πρώτη περίπτωση, η οποία περιγράφεται στα Σχήµατα 2.9α και 2.9β, 
αναζητούνται τα επιτρεπτά ζεύγη [θ,φ(θ)] όταν θ = θ1 ≤ θL. Έστω RL το επίπεδο xy στο ύψος 
των ορίων σκίασης SR και SL. Το ευθύγραµµο τµήµα PPRL είναι κάθετο στο επίπεδο RL. Η 
απόσταση r1 εξαρτάται από τη γωνία θ1 και είναι r1 = dz tanθ1. Για θ = θ1 ≤ θL, το σύνολο των 
επιτρεπτών ζευγών ορίζει ένα κόλουρο κώνο η τοµή του οποίου µε το επίπεδο RL είναι 
κύκλος (PRL, r1) και φαίνεται στο Σχήµα 2.9β. Σε αυτή την περίπτωση δεν υπάρχει 
περιορισµός στην αζιµουθιακή γωνία φ και οι επιτρεπτές τιµές για την αζιµουθιακή γωνία φ 
είναι 0 ≤ φ ≤ 2π. 

Στη δεύτερη περίπτωση, η οποία περιγράφεται στα Σχήµατα 2.9γ και 2.9δ, 
αναζητούνται τα επιτρεπτά ζεύγη [θ,φ(θ)] όταν θ = θ2: θL ≤ θ2 ≤ θR. Η απόσταση r2 εξαρτάται 
από τη γωνία θ2 και είναι r2 = dz tanθ2. Το σύνολο των επιτρεπτών ζευγών ορίζει τµήµα 
κόλουρου κώνου η τοµή του οποίου µε το επίπεδο R είναι τµήµα περιφέρειας κύκλου (PRL, 
r2) και φαίνεται στο Σχήµα 2.9δ. Σε αυτή την περίπτωση, υπάρχει περιορισµός στην 
αζιµουθιακή γωνία φ και οι επιτρεπτές τιµές για τη γωνία φ είναι, όπως φαίνεται από το 
Σχήµα 2.9δ, 0 ≤ φ ≤ φc2 και 2π – φc2 ≤ φ ≤ 2π.  

Από το Σχήµα 2.9δ προκύπτει ότι 
 

RL 2
2

RL 2

P Dcos
P Acφ = .         (2.30) 
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Είναι  
 

PRLA2 = r2 = dz tanθ2,        (2.31) 
 
και  
  

PRLD2 = yD2 – yPRL = yD2 – yP = yA2 – yP.     (2.32) 
 

Η τεταγµένη του σηµείου Α2, yA2, προκύπτει από την εύρεση των σηµείων τοµής δύο 
κύκλων (Σχήµα 2.9δ): ο πρώτος είναι ο κύκλος (ΟRL, ORLSR) µε κέντρο την τοµή του άξονα 
συµµετρίας µε το επίπεδο RL και ακτίνα την ακτίνα της οπής στο επίπεδο RL. Σηµειώνεται 
ότι λόγω της κυλινδρικής συµµετρίας, κάθε τοµή της οπής σε επίπεδο xy είναι κύκλος. Ο 
δεύτερος κύκλος είναι ο κύκλος (PRL, r2) ο οποίος εκφράζει το σύνολο των ζευγών [θ2, 
φ(θ2)]. Για την απλοποίηση των υπολογισµών θεωρείται ότι η αρχή του συστήµατος 
συντεταγµένων στο οποίο ορίζονται οι δύο κύκλοι είναι το σηµείο ORL. Έτσι, η τεταγµένη 
του σηµείου Α2 είναι 

 
2 2

2
A2

( tan )
2

2
PRL SR

PRL

y dz θ yy
y

−
=

+       (2.33) 

 
Χρησιµοποιώντας τις Εξ. (2.31), (2.32) και (2.33) προκύπτει από την Εξ. (2.30) ότι 
 

2 2
2

2
2

( tan )cos
2 tan

P
c

P

y dz θ yφ a
y dz θ

⎡ ⎤− − +
= ⎢

⎣ ⎦

2
SR
⎥ .     (2.34) 

 
Στην τρίτη περίπτωση όπου θ = θ3: θR ≤ θ3 ≥ π/2 (Σχήµα 2.9ε), δεν υπάρχουν 

επιτρεπτά ζεύγη, καθώς ο κύκλος που ορίζεται από την τοµή της δοµής µε το επίπεδο RL 
βρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου (PRL, r3) χωρίς να υπάρχει σηµείο τοµής (Σχήµα 2.9στ). 
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P

SL

θR

θL

SR
τοµή µε επίπεδο RL (xy)

X x
y

z

θ1

PRL

r1
ORL

 
(α) 

SLSL

επίπεδο RL

SR

X

x

yz

PRL

(PRL, r1)

ORL

 
(β) 

Σχήµα 2.9 Τοµές της δοµής του Σχήµατος 2.8α µε τα επίπεδα yz και xy, οι οποίες χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό των επιτρεπτών ζευγών [θ, φ(θ)] για το σηµείο P. ∆ιακρίνονται τρεις περιοχές 
τιµών για την πολική γωνία θ, οι οποίες εξαρτώνται από τις γωνίες θL και θR, όπως αυτές ορίζονται 
από τα όρια σκίασης SL και SR του σηµείου P. RL είναι το επίπεδο xy στο ύψος των ορίων σκίασης. 
Το ευθύγραµµο τµήµα PPRL είναι κάθετο στο επίπεδο RL. ORL είναι η τοµή του άξονα συµµετρίας 
της οπής (διακεκοµµένη γραµµή) µε το επίπεδο RL. (α) Τοµή της οπής στο επίπεδο yz που περιέχει το 
σηµείο P, θ = θ1 ≤ θL. (β) Τοµή της οπής στο επίπεδο RL. Ο κύκλος (PR, r1) ορίζει το σύνολο των 
επιτρεπτών ζευγών [θ1, φ(θ1)]: 0 ≤ φ(θ1) ≤ 2π. Το Σχήµα 2.9 συνεχίζεται. 
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P

SL

θL

SR
τοµή µε επίπεδο RL (xy)
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PRL

r2

θR

θ2

ORL

 
(γ) 

SLSL

επίπεδο RL

SR

X

x

yz

PRL

(PRL, r2)
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A2
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φc2

D2

ORL

 
(δ) 

Σχήµα 2.9 (συνέχεια) (γ) Τοµή της οπής στο επίπεδο yz που περιέχει το P, θ = θ2: θL ≤ θ2 ≤ θR. (δ) 
Τοµή της οπής στο επίπεδο RL. Το σύνολο των επιτρεπτών ζευγών [θ2, φ(θ2)] ορίζει τµήµα κόλουρου 
κώνου η τοµή του οποίου µε το επίπεδο RL είναι τµήµα περιφέρειας κύκλου (PR, r2): 0 ≤ φ(θ2) ≤ φc2 
και 2π – φc2 ≤ φ(θ2) ≤ 2π. Το Σχήµα 2.9 συνεχίζεται. 
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PRL
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SL
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(στ) 

Σχήµα 2.9 (συνέχεια) (ε) Τοµή της οπής στο επίπεδο yz που περιέχει το P, θ = θ3: θR ≤ θ3 ≤ π/2. (στ) 
Τοµή της οπής στο επίπεδο RL. ∆εν υπάρχουν επιτρεπτά ζεύγη, καθώς ο κύκλος που ορίζεται από 
την τοµή της δοµής µε το επίπεδο RL βρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου (PRL, r3). 
 

Γενικεύοντας τον υπολογισµό της στερεάς γωνίας για την περίπτωση όπου τα όρια 
σκίασης ανήκουν στο ίδιο επίπεδο xy (dzR=dzL), θεωρώντας ότι ο άξονας z του συστήµατος 
συντεταγµένων είναι ο άξονας συµµετρίας της οπής, προκύπτει ότι η στερεά γωνία Ω για 
σηµείο x της οπής είναι: 
 

0
( ) 2

c c

πθ
Ω

π φ φ π φ

⎧ ⎫< <⎪= ⎨
⎪ ⎪− < < +⎩ ⎭

x ⎪
⎬

                                                

.       (2.35) 

 
Αν r =|yP|, R=|ySR|=|ySL|ℜ και dzR=dzL=dz, τότε 
 

 

 
ℜ Η ισότητα |ySR|=|ySL| προκύπτει από την dzL=dzR και την κυλινδρική συµµετρία που επιβάλλει σε κάθε τοµή 
της οπής στο επίπεδο xy να είναι κύκλος.  
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min

min

min max

max

, 0
0, 0

( ) cos ,

0,
2

c

π θ θ r R
θ θ r R

φ θ a T θ θ θ
πθ θ

< ≤ ∧ ≤⎧ ⎫
⎪ ⎪< ≤ ∧ >⎪ ⎪⎪= ⎨ < ≤
⎪ ⎪
⎪ ⎪< ≤
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎪
⎬      (2.36) 

 
όπου 
 

2 2 2( tan ) , 0
2 tan

1, 0
0, 0

r R dz θ dz r
rdz θ

T
dz

⎧ ⎫− + 0

r

≠ ∧ ≠⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪= − =⎨
⎪ ⎪=⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎪
⎬

θ

θ

,     (2.37) 

 

min min( , )L Rθ θ= ,        (2.38) 
 

max max( , )L Rθ θ= ,        (2.39) 

 

0, 0

, 0
2
| |tan , 0
| |

L

dyL dz
πθ dz dyL

dyLa dz
dz

⎧ ⎫
⎪ ⎪= =⎪ ⎪
⎪ ⎪

= = ∧⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎛ ⎞

≠⎪ ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

0≠ ⎬      (2.40) 

και 

00,

, 02
| |tan ,
| | 0

R

dyR dz
πθ dz dyR

dyRa
dzR dz

⎧ ⎫
⎪ ⎪= =⎪ ⎪
⎪ ⎪

= ⎨ = ∧ ≠⎪ ⎪
⎪ ⎪⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟

⎝ ⎠ ≠⎩ ⎭

0⎬ .     (2.41)  

 
Οι σχέσεις υπολογισµού των θL, θR είναι αντίστοιχες των Εξ. (2.27) και (2.28). ∆εν 

περιλαµβάνουν την περίπτωση όπου dzL<0 ή dzR<0, αφού οι ανισότητες αυτές είναι 
αδύνατες στην περίπτωση οπών µε κυλινδρική συµµετρία. 

Η εύρεση της στερεάς γωνίας Ω είναι περισσότερο σύνθετη όταν τα όρια σκίασης 
(SR, SL) δεν ανήκουν στο ίδιο επίπεδο xy (dzR≠dzL), όπως συµβαίνει στο σηµείο Q του 
Σχήµατος 2.10α. Στα Σχήµατα 2.10β και 2.10γ φαίνονται τοµές της οπής µε τα επίπεδα L 
(στο ύψος του SL) και R (στο ύψος του SR). Η δυσκολία εύρεσης της στερεάς γωνίας Ω 
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έγκειται στην επιλογή της τοµής xy της οπής που καθορίζει τα επιτρεπτά ζεύγη. Η γωνία φc 
που καθορίζει τη στερεά γωνία Ω είναι διαφορετική στις δύο τοµές της οπής (φcR≠φcL, 
Σχήµατα 2.10α και 2.10β). 
 Για την περίπτωση όπου dzR≠dzL υπάρχει µια τιµή θc της πολικής γωνίας, στην οποία 
αλλάζει η τοµή της οπής που περιορίζει τα επιτρεπτά ζεύγη. Η γωνία αυτή σχηµατίζεται από 
τον άξονα z και την ευθεία που διέρχεται από το σηµείο P, από σηµείο του κύκλου (OL, |ySL|) 
και σηµείο του κύκλου (OR, |ySR|). 

Q
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X x
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(β) 
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X

x

yz(QL, rL)

QL OLSL

φcL

φcL

 
(γ) 

Σχήµα 2.10 Τοµές της δοµής του Σχήµατος 2.8α µε τα επίπεδα yz και xy, οι οποίες χρησιµοποιούνται 
για τον υπολογισµό των επιτρεπτών ζευγών [θ, φ(θ)] για το σηµείο Q. Η περίπτωση του σηµείου Q 
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διαφέρει από αυτή του σηµείου P του Σχήµατος 2.9 διότι τα όρια σκίασης του σηµείου Q (SL, SR) δεν 
ανήκουν στο ίδιο επίπεδο xy. R είναι το επίπεδο xy στο ύψος του SR και L το επίπεδο xy στο ύψος του 
SL. (α) Τοµή της οπής στο επίπεδο yz που περιέχει το σηµείο Q, θ = θ1: θL ≤ θ1 ≤ θR. (β) Τοµή της 
οπής στο επίπεδο R. Το σύνολο των «υποψήφιων» επιτρεπτών ζευγών [θ1, φ(θ1)] ορίζει τµήµα 
κόλουρου κώνου η τοµή του οποίου µε το επίπεδο R είναι τµήµα περιφέρειας κύκλου (QR, rR): 0 ≤ 
φ(θ1) ≤ φcR και 2π – φcR ≤ φ(θ1) ≤ 2π. (γ) Τοµή της οπής στο επίπεδο L. Το σύνολο των «υποψήφιων» 
επιτρεπτών ζευγών [θ1, φ(θ1)] ορίζει τµήµα κόλουρου κώνου η τοµή του οποίου µε το επίπεδο L είναι 
τµήµα περιφέρειας κύκλου (QL, rL): 0 ≤ φ(θ1) ≤ φcL και 2π – φcL ≤ φ(θ1) ≤ 2π. Η δυσκολία εύρεσης 
των επιτρεπτών ζευγών έγκειται στην ορθή επιλογή της τοµής xy της οπής που καθορίζει τα 
επιτρεπτά ζεύγη. Η γωνία φc που καθορίζει τη στερεά γωνία Ω [Εξ. (2.35)] είναι διαφορετική στις δύο 
τοµές της οπής (φcR ≠ φcL). 
 

Γενικεύοντας τον υπολογισµό της στερεάς γωνίας για την περίπτωση όπου τα όρια 
σκίασης δεν ανήκουν στο ίδιο επίπεδο xy (dzR≠dzL), θεωρώντας ότι ο άξονας z του 
συστήµατος συντεταγµένων είναι ο άξονας συµµετρίας της οπής, προκύπτει ότι η στερεά 
γωνία Ω για σηµείο x της οπής δίδεται και πάλι από την Εξ. (2.35). Η διαφορά είναι στις 
εξισώσεις υπολογισµού της γωνίας φc, οι οποίες περιγράφονται στη συνέχεια. Είναι    
 

| |tan
| |L
dyLθ a
dzL

⎛
= ⎜

⎝ ⎠

⎞
⎟         (2.42) 

 
και 

 
| |tan
| |R
dyRθ a
dzR

⎛
= ⎜

⎝ ⎠

⎞
⎟

θ

θ

.         (2.43) 

 
Σηµειώνεται ότι αν dzR≠dzL, τότε dzR≠0 και dzL≠0. Επίσης, 
 

min min( , )L Rθ θ= ,        (2.44) 
 

max max( , )L Rθ θ= .        (2.45) 

 
Ορίζονται οι ποσότητες 

 

min
1
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,
,
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SR R

y θ θ
R

y θ θ
⎧ =⎪= ⎨ =⎪ ⎪⎩ ⎭

⎫⎪
⎬ ,       (2.46) 
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2
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,
,
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R

y θ θ
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⎫⎪
⎬ ,       (2.47) 
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και αν r=|yP|, τότε 
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και 
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.    (2.53) 

 
 Οι Εξ. (2.42) – (2.53) διαφοροποιούνται όταν τα σηµεία σκίασης, όπως ορίζονται σε 
τοµή της οπής (π.χ. σηµεία SL, SR στο Σχήµα 2.10α), βρίσκονται και τα δύο αριστερά ή δεξιά 
του άξονα συµµετρίας.    
 
 
2.4.4 Κατανοµή της ροής 
 

Εκτός από τη στερεά γωνία, για τον υπολογισµό της απευθείας ροής είναι απαραίτητη 
και η συνάρτηση κατανοµής της ροής στον κύριο όγκο, jbulk(θ,φ). Η συνάρτηση αυτή µπορεί 
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να προσεγγιστεί µε γνωστές κατανοµές (π.χ. Maxwell-Boltzmann, κανονική) ή να προκύψει 
από προσοµοιώσεις Monte Carlo ή πειραµατικά δεδοµένα. 

Η κατανοµή της ροής ενός συστατικού εξαρτάται από τις κατανοµές κατευθύνσεων και 
ταχυτήτων των σωµατιδίων του συστατικού. Τα συστατικά σε έναν αντιδραστήρα πλάσµατος 
γενικά κατηγοριοποιούνται σε ουδέτερα και φορτισµένα (ιόντα). 
 
 
2.4.4.1 Κατανοµή της ροής για ουδέτερα συστατικά 
 

Η καθολική παραδοχή [Cale & Raupp (1990), Singh et al. (1992), Arnold et al. 
(1993), Abraham & Wang (1996)] που γίνεται για τα ουδέτερα συστατικά στον κύριο όγκο 
είναι ότι ικανοποιούν τις παραδοχές της κινητικής θεωρίας των αερίων [Atkins (1999), σ. 23-
24]. Σύµφωνα µε την κινητική θεωρία των αερίων, η κατανοµή ταχυτήτων των ουδέτερων 
συστατικών είναι Maxwell-Boltzmann και συνεπώς η ροή είναι ισοτροπική, ίδια σε κάθε 
κατεύθυνση χωρίς να εµφανίζεται προτίµηση κατεύθυνσης. Χρησιµοποιώντας την κατανοµή 
Maxwell-Boltzmann προκύπτει [ο.π. (1999), σ. 724-725] ότι η ροή ουδετέρου συστατικού 
που φτάνει σε µια ελεύθερη επιφάνεια, j0,N, είναι: 
 

0,
1
4Nj = cN ,          (2.54) 

 
όπου Ν είναι η πυκνότητα του αερίου (το πλήθος των σωµατιδίων του αερίου ανά µονάδα 
όγκου) και c η µέση ταχύτητα του αερίου. 

Η ροή συστατικού σε ελεύθερη επιφάνεια δίδεται και από την Εξ. (2.12), όταν τα 
όρια ολοκλήρωσης για τις θ, φ είναι τέτοια ώστε να µην υπάρχει σκίαση της ροής, δηλαδή 
καλύπτουν κάθε πιθανή κατεύθυνση που ανήκει στο ηµισφαίριο πάνω από την ελεύθερη 
επιφάνεια. Έστω ότι η ελεύθερη επιφάνεια έχει κάθετο διάνυσµα παράλληλο στον άξονα z.ℜ 
Τότε 

 
2 2

,
0 0

( , ) sin cos
ππ

bulk Ν Nj θ φ θ θdθdφ j=∫ ∫ 0, .     (2.55) 

 
Αφού η ροή είναι η ίδια προς κάθε κατεύθυνση η συνάρτηση jbulk,N(θ,φ) µπορεί να 

βγει από το ολοκλήρωµα. Έτσι, προκύπτει ότι η κατανοµή ροής για τα ουδέτερα συστατικά 
είναι  

 

0,
, ( , )

4
N

bulk Ν

j cNj θ φ
π π

= = .       (2.56) 

                                                 
ℜ Αυτή η επιλογή δεν περιορίζει τη γενικότητα του συλλογισµού, απλά απλοποιεί τους υπολογισµούς. 
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2.4.4.2 Κατανοµή της ροής για ιόντα 
 

Τα ιόντα επιταχύνονται από το ηλεκτρικό πεδίο που αναπτύσσεται στην οριακή 
στοιβάδα (§1.3.2.2) κάθετα προς την εγχαρασσόµενη επιφάνεια. Εκτός από την επίδραση του 
πεδίου, µέσα στην οριακή στοιβάδα και πριν εισέλθουν στη δοµή είναι πιθανό να 
συγκρούονται µε ουδέτερα συστατικά. Η κατανοµή της ροής των ιόντων εξαρτάται γενικά 
από την πίεση στον αντιδραστήρα, το πάχος της οριακής στοιβάδας και την τάση στην 
οριακή στοιβάδα, τη µάζα του ιόντος, τη µάζα των ουδετέρων συστατικών και τη συχνότητα 
του πλάσµατος [Ulacia & McVittie (1989)]. Για παράδειγµα, υψηλή πίεση και µεγάλο πάχος 
οριακής στοιβάδας συνεπάγεται µεγαλύτερο πλήθος συγκρούσεων και άρα µεγαλύτερο 
εύρος της κατανοµής κατευθύνσεων των ιόντων. 

Η συνήθης παραδοχή [Ulacia et al. (1988), Lii & Jorne (1990), Cale (1991), Harafuji 
& Misaka (1995), Levinson et al. (1997)], που γίνεται για τα φορτισµένα συστατικά (ιόντα) 
είναι κανονική κατανοµή κατευθύνσεων και την ίδια µονοενεργητική κατανοµή  σε κάθε 
κατεύθυνση.ℜ Σηµειώνεται ότι στην πράξη υπάρχει και εξάρτηση της ενέργειας (ταχύτητας) 
των ιόντων από τη γωνία απόκλισης από την κατακόρυφο. Έχουν προταθεί απλές 
συνηµιτονοειδείς εξαρτήσεις της ενέργειας των ιόντων από τη γωνία απόκλισης από την 
κατακόρυφο [Shaqfeh & Jurgensen (1989), Lii & Jorne (1990)]. Επίσης, για την προσέγγιση 
της κατανοµής κατευθύνσεων και ενεργειών των ιόντων, έχουν αναπτυχθεί κατάλληλα 
µοντέλα µε διαφορετικό επίπεδο λεπτοµέρειας [Shaqfeh & Jurgensen (1989), Ulacia & 
McVittie (1989), Pelka et al. (1989)], Abraham & Wang (1995), Panagopoulos & Economou 
(1999)]. 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που περιγράφει την κατανοµή κατευθύνσεων 
για τα ιόντα είναι 
 

2

2

( )2 exp , 0 0 2
( , ) 2 22  2

0, αλλιώς

IONθ θ πθ φ
G θ φ σπ σ π

⎧ ⎫⎡ ⎤− −
≤ ≤ ∧ ≤ ≤⎪ ⎪⎢ ⎥= ⎨ ⎬⎣ ⎦

⎪ ⎪
⎩ ⎭

π

                                                

,  (2.57) 

 
όπου θ και φ είναι η πολική και η αζιµουθιακή γωνία (Σχήµα 2.4γ), θION η κύρια κατεύθυνση 
των ιόντων ως προς τον άξονα z (παράµετρος θέσης της κατανοµής) και σ η τυπική απόκλιση 
των κατευθύνσεων πρόσπτωσης των ιόντων ως προς την θΙΟΝ. 

Η κατανοµή κατευθύνσεων για τα ιόντα που περιγράφεται από την Εξ. (2.57) 
εµφανίζει κυλινδρική συµµετρία ως προς την κύρια κατεύθυνση ιόντων και προκύπτει από 
τη γνωστή κανονική ή Γκαουσιανή κατανοµή µε παράµετρο θέσης την θΙΟΝ και παράµετρο 
µεταβλητότητας την σ [Κοκολάκης & Σπηλιώτης (1991), σ. 102]  

 
ℜ ∆εν είναι αναγκαία η µονοενεργητική κατανοµή σε κάθε κατεύθυνση, η παραδοχή µπορεί να αναφέρεται και 
σε ίδια κατανοµή ταχυτήτων Maxwell-Boltzmann σε κάθε κατεύθυνση. Το σηµαντικό της παραδοχής είναι ότι 
η διαφοροποίηση στη ροή των ιόντων ανά κατεύθυνση οφείλεται στη διαφορά του πλήθους σωµατιδίων ανά 
κατεύθυνση και όχι σε διαφορές στην κατανοµή της ταχύτητας (ενέργειας). 
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για την οποία ισχύει 
 

0

( ) 2 ( ) 1N θ dθ N θ dθ
∞ ∞

−∞

=∫ ∫ .       (2.59) 

 
Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας G(θ,φ) = G(θ) της Εξ. (2.57) πρέπει να ικανοποιεί την 
συνθήκη  
 

   .  (2.60) 
2 / 2 2
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( , ) ( , ) ( , ) 1
π π π
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Από τις Εξ. (2.59) – (2.60) προκύπτει 
  

   
2

0 0 0 0

2 ( )( , ) 2 ( ) 1 2 ( ) ( )
2

π Ν θG θ φ dφdθ π G θ dθ Ν θ dθ G θ
π

∞ ∞ ∞

= = = ⇒ =∫ ∫ ∫ ∫ .  (2.61) 

 
Συνδυάζοντας τις Εξ. (2.61) και (2.58) προκύπτει η Εξ. (2.57). 

Η κατανοµή κατευθύνσεων για τα ιόντα που περιγράφεται από την Εξ. (2.57) 
επιβεβαιώνεται από αποτελέσµατα προσοµοιώσεων Monte Carlo στην οριακή στοιβάδα 
[Ulacia et al. (1988), Lii & Jorne (1990)]. Για τις περιπτώσεις οριακής στοιβάδας όπου 
συµβαίνουν συγκρούσεις (το µήκος ελεύθερης διαδροµής είναι µικρότερο από το πάχος της 
οριακής στοιβάδας), η τυπική απόκλιση της κατανοµής εξαρτάται από το πάχος της οριακής 
στοιβάδας και το µήκος ελεύθερης διαδροµής των ιόντων [Ulacia et al. (1988)]. Αύξηση του 
λόγου του µήκους ελεύθερης διαδροµής των ιόντων προς το πάχος της οριακής στοιβάδας 
συνεπάγεται µείωση του πλήθους των συγκρούσεων και άρα τη συρρίκνωση του εύρους της 
κατανοµής κατευθύνσεων και συνεπώς τη µείωση της τυπικής απόκλισης. Οι τιµές που 
συναντά κανείς στη βιβλιογραφία για την τυπική απόκλιση κυµαίνονται από 1ο έως 10ο. 
 Η κατανοµή της ροής ιόντων µετά τη διέλευση τους από την οριακή στοιβάδα είναι 
 
 ℜ

, ,( , ) ( , )bulk ION R IONj θ φ j G θ φ=        (2.62) 

 

                                                 
ℜ Ο δείκτης bulk είναι µάλλον καταχρηστικός, αφού η κατανοµή δεν αφορά στην κατανοµή των ιόντων στον 
κύριο όγκο του πλάσµατος, αλλά την κατανοµή των ιόντων που έρχονται από τον κύριο όγκο του πλάσµατος 
και διέρχονται από την οριακή στοιβάδα. 
 

 61



όπου η µεταβλητή jR,ION προσδίδει διαστάσεις ροής στην G και ορίζεται  στην Εξ. (2.63). 
 Η ροή ιόντος σε ελεύθερη επιφάνεια, j0,ION, δίδεται από την Εξ. (2.12), όταν τα όρια 
ολοκλήρωσης για τις θ, φ είναι τέτοια ώστε να µην υπάρχει σκίαση της ροής, δηλαδή 
καλύπτουν κάθε πιθανή κατεύθυνση που ανήκει στο ηµισφαίριο πάνω από την ελεύθερη 
επιφάνεια. Έστω ότι η ελεύθερη επιφάνεια έχει κάθετο διάνυσµα παράλληλο στον άξονα z.ℜ 
Τότε 
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π π
ION

ION R ION R ION π π
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= ⇒ =∫ ∫

∫ ∫
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(2.63) 
Εποµένως η κατανοµή της ροής ιόντων είναι  
 

, 0, / 2 2

0 0

( , )( , )
( , ) cos sin

bulk ION ION π π
G θ φj θ φ j

G θ φ θ θdφdθ
=

∫ ∫
.    (2.64) 

 
 
2.4.5 Εξισώσεις υπολογισµού απευθείας ροής 
 

Για τον υπολογισµό της απευθείας ροής συστατικού σε τυχαία δοµή (Σχήµα 2.5α) και  
µε τυχαία κατανοµή ροής χρησιµοποιείται η Εξ. (2.14). Ο υπολογισµός απλοποιείται όταν η 
δοµή είναι αυλάκι ή οπή µε κυλινδρική συµµετρία. Στον Πίνακα 2.Ι φαίνονται οι σχέσεις 
υπολογισµού της απευθείας ροής ουδέτερων συστατικών και ιόντων σε αυλάκι και οπή µε 
κυλινδρική συµµετρία. Έχουν χρησιµοποιηθεί η στερεά γωνία για αυλάκι (§2.4.2) και οπή 
κυλινδρικής συµµετρίας (§2.4.3) και οι κατανοµές ροής για ουδέτερα συστατικά και ιόντα 
που περιγράφονται στην §2.4.4. 

Σηµειώνεται ότι για ουδέτερο συστατικό, σε κάποιες περιπτώσεις, τόσο σε αυλάκι 
[Abraham & Wang (1996), Κόκκορης (2000)], όσο και σε οπή κυλινδρικής συµµετρίας 
[Abraham & Chen (1996)] το ολοκλήρωµα της αντίστοιχης εξίσωσης του Πίνακα 2.I µπορεί 
να υπολογιστεί αναλυτικά. 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 
ℜ Αυτή η επιλογή δεν περιορίζει τη γενικότητα του συλλογισµού, απλοποιεί τους υπολογισµούς. 
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Πίνακας 2.I Εξισώσεις υπολογισµού της απευθείας ροής, jdirect, στη στοιχειώδη επιφάνεια στη θέση x 
αυλακιού ή οπής κυλινδρικής συµµετρίας για ουδέτερο συστατικό (ισοτροπική κατανοµή) και ιόν 
(κανονική κατανοµή). Το κάθετο διάνυσµα στη στοιχειώδη επιφάνεια στη θέση x είναι n(nx, ny, nz). 
Οι εξισώσεις προκύπτουν από την Εξ. (2.12) και οι φL(θ),  φR(θ), φC(θ) και G(θ) δίδονται από τις Εξ. 
(2.25), (2.26), (2.36) ή (2.53) και (2.61). j0,N και j0,ION είναι οι ροές ουδέτερου συστατικού και ιόντος 
σε ελεύθερη επιφάνεια. 
 

 ∆οµή, είδος jdirect(x) 
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2.4.6 Αριθµητική µέθοδος υπολογισµού απευθείας ροής 
 

Η αριθµητική ολοκλήρωση των σχέσεων υπολογισµού της απευθείας ροής (Πίνακας 
2.I) γίνεται µε τη µέθοδο Gauss [Press (1997), σ. 147]. Με τη µέθοδο ολοκλήρωσης Gauss το 
πλήθος των βαθµών ελευθερίας σε σχέση µε τις µεθόδους Newton-Cotes (π.χ. τραπεζίου, 
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Simpson) είναι διπλάσιο. Είναι δυνατό να επιλεγούν τόσο τα διαστήµατα (σηµεία 
υπολογισµού της προς ολοκλήρωσης συνάρτησης), όσο και οι συντελεστές βάρους. Έτσι  οι 
τύποι ολοκλήρωσης Gauss είναι τάξης ουσιαστικά διπλάσιας από αυτή των Newton-Cotes 
για δεδοµένο πλήθος υπολογισµών της συνάρτησης [ο.π., σ. 147]. 

Τα πλεονεκτήµατά της µεθόδου Gauss σε σχέση µε τους τύπους Newton-Cotes είναι 
ότι: α) Αν η συνάρτηση που ολοκληρώνεται είναι πολυώνυµο βαθµού 2Ν–1 και 
χρησιµοποιηθούν Ν σηµεία υπολογισµού της f, τότε η µέθοδος είναι απόλυτα ακριβής 
[Παπαγεωργίου & Τσίτουρας (2000), σ. 324]. β) ∆εν χρησιµοποιεί σηµεία της συνάρτησης 
στα άκρα του διαστήµατος ολοκλήρωσης παρακάµπτοντας πιθανά ανώµαλα σηµεία. Από την 
άλλη πλευρά, δεν υπάρχει πρακτικός τρόπος για την εκτίµηση του σφάλµατος της µεθόδου 
Gauss. Εκτίµηση για το σφάλµα µπορεί να αποτελέσει η διαφορά των λύσεων 
χρησιµοποιώντας Ν και 2Ν σηµεία Gauss. 

Για τον προσδιορισµό των συντελεστών βάρους και των σηµείων Gauss υλοποιείται ο 
αλγόριθµος Gauss-Legendre [Press (1997), σ. 152]. 
 
 
2.5 Ροή από επανεκποµπή και συνολική τοπική ροή 
 

Σε κάθε στοιχειώδη επιφάνεια της εγχαρασσόµενης δοµής, εκτός από την απευθείας 
ροή από τον κύριο όγκο του πλάσµατος (§2.4), φτάνει και ροή από επανεκποµπή (flux from 
reemission) από τις υπόλοιπες στοιχειώδεις επιφάνειες της δοµής. Αν σε στοιχειώδη 
επιφάνεια στο εσωτερικό δοµής φτάνει ροή j και η πιθανότητα προσκόλλησης των 
σωµατιδίων της ροής στην επιφάνεια είναι S, τότε από τη στοιχειώδη επιφάνεια 
επανεκπέµπεται προς όλες τις υπόλοιπες στοιχειώδεις επιφάνειες της δοµής ροή (1−S)j.  

Στις επόµενες παραγράφους µελετάται ο τρόπος υπολογισµού της ροής από 
επανεκποµπή, ο οποίος, όπως και αυτός της απευθείας ροής, βασίζεται στην παραδοχή 
ευθειών τροχιών για τα σωµατίδια στο εσωτερικό των δοµών (§2.3). Περιγράφεται η 
εξίσωση υπολογισµού της συνολικής (απευθείας + από επανεκποµπή) τοπικής ροής στο 
εσωτερικό δοµών (§2.5.1), σχολιάζεται η έννοια της τάξης επανεκποµπής (§2.5.2), 
αναφέρονται οι µηχανισµοί επανεκποµπής που συναντά κανείς στη βιβλιογραφία (§2.5.3) και 
σηµειώνεται ο τρόπος υπολογισµού της ορατότητας µεταξύ των στοιχειωδών επιφανειών της 
δοµής (§2.5.4). Τέλος, η εξίσωση υπολογισµού της τοπικής ροής απλοποιείται σε 
περιπτώσεις δοµής αυλακιού (§2.5.5) και οπής µε κυλινδρική συµµετρία (§2.5.6).  
 
 
2.5.1 Υπολογισµός συνολικής και ροής από επανεκποµπή 
 

Η ροή από επανεκποµπή στο εσωτερικό δοµής µπορεί να υπολογιστεί µε την 
κατανοµή «πηγών» ροής (sources) στην επιφάνεια της δοµής [Cale & Raupp (1990), Singh et 
al. (1992)]. Κάθε «πηγή» αντιστοιχεί σε µια στοιχειώδη επιφάνεια και επανεκπέµπει τη ροή 
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που δεν προσκολλάται σε αυτή. Επίσης, κάθε «πηγή» λαµβάνει απευθείας ροή (§2.4) και ροή 
επανεκπεµπόµενη από τις υπόλοιπες «πηγές» στην επιφάνεια της δοµής [Εξ. (2.3)]. Στη 
συνέχεια υπολογίζεται η συνολική ροή και συνεπώς και η ροή από επανεκποµπή που φτάνει 
σε κάθε «πηγή».  

Έστω δύο «πηγές» στο εσωτερικό δοµής στις θέσεις x(x,y,z) και x′(x′,y′,z′) µε 
µοναδιαία κάθετα n και n′ (Σχήµα 2.11) και τη συνολική ροή σε αυτές τις δύο θέσεις να είναι 
j(x) και j(x′). Επίσης, έστω exx′ το µοναδιαίο διάνυσµα που ξεκινά από την θέση x και 
καταλήγει στην θέση x′ και ex′x το µοναδιαίο διάνυσµα που ξεκινά από την θέση x′ και 
καταλήγει στην θέση x. 

x

x

dA

dA

n

n

 
Σχήµα 2.11 «Πηγές» ροής στο εσωτερικό δοµής στις θέσεις x και x′ µε µοναδιαία κάθετα n και n′ και 
επιφάνειες dA και dA′. 

 
Η διαφορική ροή από επανεκποµπή που δέχεται η «πηγή» στη θέση x από την πηγή x′ 

είναι 
 

( )reemdj dω′ ′= ⋅x xx j n ,        (2.65) 

 
όπου jx′x είναι το διάνυσµα της ροής (ανά στερεοακτίνιο) που επενεκπέµπεται από την 
«πηγή» στη θέση x′ µε κατεύθυνση αυτή του διανύσµατος x – x′ και dω′ είναι το στοιχείο 
στερεάς γωνίας υπό την οποία η πηγή στη θέση x′ είναι ορατή στη θέση x. Το στοιχείο dω′ 
είναι (Παράρτηµα ΣΤ) 
 

2dω dA′ ′⋅′ =
′−

xxe n
x x

′ ,        (2.66) 
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όπου dA′ είναι η στοιχειώδης επιφάνεια της «πηγής» στη θέση x′. Έτσι, η Εξ. (2.65) γίνεται  
 

2( )reemdj dA′
′

′⋅ ′= ⋅
′−

xx
x x

e nx j n
x x

.      (2.67) 

 
Το διάνυσµα jx′x είναι  
  

 ( , ) ( , )[1 ( )] ( )x x Ej vis P S j′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = −x x x x x x′j e x x x x x x e ,   (2.68) 

 
όπου SE(x′) είναι ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης των σωµατιδίων στην «πηγή» 
στη θέση x′ και εκφράζει την πιθανότητα προσκόλλησης των σωµατιδίων σε αυτή. Στη 
θεώρηση και στους υπολογισµούς που ακολουθούν θεωρείται ότι είναι γνωστή συνάρτηση 
της θέσης x′. Η συνάρτηση vis(x′, x)=vis(x, x′) είναι η συνάρτηση ορατότητας µεταξύ των 
«πηγών» στις θέσεις x και x′ και είναι ίση µε 1, αν υπάρχει ορατότητα µεταξύ των «πηγών», 
και 0, αν δεν υπάρχει. Η συνάρτηση P(x′, x) εκφράζει την πιθανότητα επανεκποµπής ροής 
από την «πηγή» στη θέση x′ προς αυτή στη θέση x και εξαρτάται από το µηχανισµό 
επανεκποµπής. 

Από τις Εξ. (2.67) και (2.68) προκύπτει ότι 
 

( )( )
2( ) ( , ) ( , ) [1 ( )] ( )reem Edj vis P S j dA′ ′ ′⋅ ⋅

′ ′ ′ ′= −
′−

x x xxe n e n
x x x x x x x

x x
′ .  (2.69) 

 
Η συνολική ροή από επανεκποµπή που φτάνει στην πηγή x, jreem(x), προκύπτει 

αθροίζοντας τις συνεισφορές ροής από όλες τις «πηγές» x′  
 

( )( )
2( ) ( , ) ( , ) [1 ( )] ( )reem E

A

j vis P S j dA′ ′ ′⋅ ⋅
′ ′ ′ ′= −

′−∫ x x xxe n e n
x x x x x x x

x x
′

=x

dA′ ′

,  (2.70) 

 
όπου Α είναι η επιφάνεια της δοµής. 

Από την Εξ. (2.70) φαίνεται ότι για τον υπολογισµό της ροής από επανεκποµπή που 
φτάνει στην «πηγή» στη θέση x είναι αναγκαίο να είναι γνωστή η συνολική ροή j σε κάθε 
«πηγή». Η συνολική ροή σωµατιδίων που φτάνει στην «πηγή» στη θέση x είναι [Εξ. (2.3)] 

 
  ( ) ( ) ( )direct reemj j j= +x x

 

( ) ( , )[1 ( )] ( )direct E
A

j G S j′ ′= + −∫x x x x x ,     (2.71) 

 

 66



όπου ( )( )
2( , ) ( , ) ( , )G vis P′ ′ ′⋅ ⋅

′ ′=
′−

x x xxe n e n
′x x x x x

x x
x .     (2.72) 

 
Η συνολική ροή και άρα και η ροή από επανεκποµπή σε κάθε «πηγή» στο εσωτερικό 

της δοµής µπορεί να υπολογιστεί µε την επίλυση της παραπάνω ολοκληρωτικής εξίσωσης 
[Εξ. (2.71)]. 

Στη βιβλιογραφία υπολογισµού της ροής στο εσωτερικό δοµών µε εξαίρεση την 
εργασία του Cale [Cale (1991)], γενικά δεν περιγράφεται πώς προκύπτει η ολοκληρωτική 
εξίσωση υπολογισµού της ροής [Singh et al. (1992), Abachev et al. (1992), Tuda et al. 
(1997), Drotar et al. (2000b)]: ∆εν εξηγείται η προέλευση του παρονοµαστή της Εξ. (2.72). 
Επίσης ορίζεται σαν πιθανότητα επανεκποµπής από τη θέση x′ στη θέση x ως 
P′(x′,x)=P(x′,x)(exx′⋅n′). Η πιθανότητα επανεκποµπής και οι διαφορές ορισµού µε τη σχετική 
βιβλιογραφία σχολιάζονται στην §2.5.3. 

Σε κάποια µοντέλα υπολογισµού της ροής, η πιθανότητα προσκόλλησης, όπως αυτή 
εκφράζεται από το φαινόµενο συντελεστή προσκόλλησης, είναι σταθερή και συνεπώς εκτός 
ολοκληρώµατος [Singh et al. (1992),  Drotar et al. (2000b)], ενώ σε άλλα µοντέλα ο 
φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης θεωρείται ότι εξαρτάται από την κατάσταση της 
επιφάνειας (κλάσµα κάλυψης της επιφάνειας) και ορίζεται τοπικά [Abachev et al. (1992), 
Tuda et al. (1997), Levinson et al. (1997), Lukichev & Yunkin (1998)]. Η δεύτερη και 
γενικότερη προσέγγιση υιοθετείται στην παρούσα εργασία. 

Συνοψίζοντας, η συνολική ροή συστατικού στο εσωτερικό δοµής εξαρτάται: 
 

A) Από την απευθείας ροή του συστατικού, jdirect(x) (§2.4). 
 

B) Από τον καθαρά γεωµετρικό όρο ( )( )
2

′ ′ ′⋅ ⋅

′−
x x xxe n e n

x x
. 

 
Γ) Από τη συνάρτηση vis(x′,x) η οποία υπολογίζεται µε τη βοήθεια πεπλεγµένης απεικόνισης 
συνόρου (§2.5.4). 

 
∆) Από το µηχανισµό επανεκποµπής (συνάρτηση P) των σωµατιδίων του συστατικού. 
Πιθανοί µηχανισµοί επανεκποµπής για ουδέτερα συστατικά και ιόντα περιγράφονται στην 
§2.5.3. 

 
Ε) Από τον τοπικό φαινόµενο συντελεστή προσκόλλησης των σωµατιδίων του συστατικού 
σε κάθε στοιχειώδη επιφάνεια της δοµής, SE, ο οποίος εξαρτάται από την κατάσταση της 
επιφάνειας. Ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης ενός συστατικού σε επιφάνεια µπορεί 
να υπολογιστεί καταστρώνοντας ισοζύγιο µάζας του συστατικού σε ένα λεπτό στρώµα πάνω 
από την επιφάνεια. Ένα τέτοιο παράδειγµα υπολογισµού για το φαινόµενο συντελεστή 
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προσκόλλησης των ουδετέρων συστατικών πλάσµατος φθοριωµένων υδρογονανθράκων σε 
επιφάνειες Si και SiO2 περιγράφεται στην §3.3. 

 
Τα (Β) και (Γ) είναι καθαρά γεωµετρικοί όροι, ενώ τα (∆) και (Ε) εκφράζουν την 

αλληλεπίδραση των σωµατιδίων του συστατικού µε τις στοιχειώδεις επιφάνειες στο 
εσωτερικό της δοµής.  
 
 
2.5.2 Η ροή στην k-επανεκποµπή και η τάξη επανεκποµπής 

 
Στην πράξη τα σωµατίδια του συστατικού επανεκπέµπονται πολλές φορές πριν 

προσκολληθούν σε µια στοιχειώδη επιφάνεια της δοµής. Έστω ότι οι επανεκποµπές 
συµβαίνουν διαδοχικά: η δεύτερη επανεκποµπή αρχίζει όταν τελειώνει η πρώτη, η τρίτη όταν 
τελειώνει η δεύτερη κ.ο.κ.. Η ροή στο εσωτερικό δοµής από την 1η , 2η , k-επανεκποµπή είναι 
[Εξ. (2.70)] 

 
(1) (0)( , )[1 ( )] ( )reem E direct

A

j G S j d′ ′= −∫ x x x x A′ ′

dA′ ′

k dA′ ′

,     (2.73) 

 
(2) (1) (1)( ) ( , )[1 ( )] ( )reem E reem

A

j G S j′ ′= −∫x x x x x ,      (2.74) 

 
( ) ( 1) ( 1)( ) ( , )[1 ( )] ( )k k
reem E reem

A

j G S j− −′ ′= −∫x x x x x ,    (2.75) 

 
όπου ( 1) ( )i

ES − ′x  είναι ο τοπικός φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης πριν την i-
επανεκποµπή. Γενικά, o τοπικός φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης εξαρτάται από την 
κατάσταση της επιφάνειας. Η κατάσταση της επιφάνειας εξαρτάται από τη ροή που φτάνει 
σε αυτή και µεταβάλλεται από επανεκποµπή σε επανεκποµπή. Η συνολική ροή µετά από k-
επανεκποµπές είναι  
 

( ) ( )

1

( ) ( )
k

k
direct reem

i

j j j
=

= +∑x x i

dA′ ′

′

       (2.76) 

 
ή 

( ) (0) ( 1) ( 1)

2
( ) ( ) ( , ) [1 ( )] ( ) [1 ( )] ( )

k
k i i

direct E direct E reem
iA

j j G S j S j− −

=

⎧ ⎫′ ′ ′ ′= + − + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑∫x x x x x x x x  

          (2.77) 
 
Αν θεωρηθεί ότι ( 1) ( ) ( )i

E ES S− ′ =x x , ∀ i∈[1,k] τότε 
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1

( ) ( )

1
( ) ( ) ( , )[1 ( )] ( ) ( )

k
k i

direct E direct reem
iA

j j G S j j
−

=

⎧ ⎫′ ′ ′ ′= + − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑∫x x x x x x x dA′

k dA′

 (2.78) 

 
( ) ( 1)( ) ( ) ( , )[1 ( )] ( )k

direct E
A

j j G S j −′ ′= + −∫x x x x x x    (2.79) 

 
Η συνολική ροή j προκύπτει όταν το πλήθος των επανεκποµπών k → ∞,  
 

( )

1

( ) ( ) i
direct reem

i

j j j
∞

=

= +∑x x ,       (2.80) 

 
οπότε και η Εξ. (2.79) συµπίπτει µε την Εξ. (2.71). Ο SE(x′) της Εξ. (2.79) είναι ένας µέσος 
τοπικός φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης στη θέση x′ για όλες τις επανεκποµπές. 

Οι Arnold et al. προτείνουν µοντέλο που προσεγγίζει την Εξ. (2.79) και υπολογίζουν 
τη ροή από επανεκποµπή σε κάθε επανάληψη [Arnold et al. (1993)]. Θεωρούν ότι οι 
επανεκποµπές συµβαίνουν διαδοχικά και υπολογίζουν το φαινόµενο συντελεστή 
προσκόλλησης σε κάθε στοιχειώδη επιφάνεια και για κάθε επανάληψη. Συνεχίζουν τους 
υπολογισµούς µέχρι η ροή που επανεκπέµπεται να γίνει µικρότερη από κάποιο όριο ανοχής.  

Υπάρχουν προσεγγίσεις που χρησιµοποιούν την έννοια της επανεκποµπής k-τάξης. Η 
συνολική ροή στην k-επανεκποµπή δεν είναι γενικά ίδια µε τη συνολική ροή µετά από 
επανεκποµπή k-τάξης. Η διεργασία επανεκποµπής είναι k-τάξης, όταν  και 

, ∀ i<k 

( ) ( ) 1k
ES ′ =x

( ) ( ) 0i
ES ′ =x [Drotar et al. (2000b)]. Με άλλα λόγια, δεν κολλούν σωµατίδια του 

συστατικού στις στοιχειώδεις επιφάνειες της δοµής κατά τις k – 1 επανεκποµπές και όλα τα 
σωµατίδια κολλούν στην τελευταία (k) επανεκποµπή. 
 
 
2.5.3 Μηχανισµοί επανεκποµπής για ουδέτερα και φορτισµένα συστατικά 

 
Ο µηχανισµός επανεκποµπής ενός σωµατιδίου από επιφάνεια εξαρτάται από την 

αλληλεπίδρασή του µε την επιφάνεια. Η κατανοµή της επανεκπεµπόµενης ροής εξαρτάται 
από την κατάσταση της επιφάνειας (σύσταση ή κλάσµα κάλυψης και τραχύτητα), το είδος 
ρόφησης (φυσική ρόφηση ή χηµειορόφηση), την αντίδραση που συµβαίνει στην επιφάνεια  
[Drotar et al. (2000b)] και την ενέργεια και γωνία πρόσπτωσης των προσπιπτόντων 
σωµατιδίων. Οι βασικοί µηχανισµοί επανεκποµπής είναι οι εξής: 

 
Α) Μηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής [diffuse reemission, Singh et al. (1992)], 
«διάχυτης» ανάκλασης {diffuse reflection, [Present (1958), σ. 56], Cale & Raupp (1990)} ή 
θερµικής επανεκποµπής [thermal reemission, Drotar et al. (2000b), Chattopadhyay (2002)]. 
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Σύµφωνα µε αυτό το µηχανισµό [Millikan (1923), Drotar et al. (2000b)], όλα τα 
προσπίπτοντα σε επιφάνεια σωµατίδια φτάνουν σε θερµική ισορροπία µε την επιφάνεια και 
επανεκπέµπονται άµεσα από αυτή µε κατανοµή ταχυτήτων Maxwell-Boltzmann, προς 
τυχαίες κατευθύνσεις και ανεξάρτητα από την κατεύθυνση που είχαν πριν την σύγκρουση.ℜ1 
Είναι σαν στη θέση της επιφάνειας που επανεκπέµπει να υπάρχει µια οπή πίσω από την 
οποία υπάρχει αέριο µε κατανοµή Maxwell-Boltzmann στη θερµοκρασία της επιφάνειας 
[Cale (1991)]. 

Η πιθανότητα επανεκποµπής σωµατιδίου από τη θέση x′ στη θέση x, P(x′, x), είναι η 
πιθανότητα επανεκποµπής από την επιφάνεια στη θέση x′ προς την κατεύθυνση  x′x. Αυτή η 
πιθανότητα, λόγω του τυχαίου τρόπου επανεκποµπής, είναι σταθερή και υπολογίζεται από 
την εξίσωση 

 
2 / 2

0 0

1cos cos sin 1
π π

Ω

P θdω P θ θdθdφ P
π

= =∫ ∫ ∫ ⇒ = .    (2.81) 

 
Η γωνία θ είναι η γωνία που σχηµατίζει το κάθετο στην επιφάνεια που επανεκπέµπει µε την 
ταχύτητα (κατεύθυνση της τροχιάς) των επανεκπεµποµένων σωµατιδίων. Η προέλευση του 
συνηµιτόνου της Εξ. (2.81) µπορεί να γίνει κατανοητή µε τη βοήθεια του Σχήµατος 2.12α: 
Χωρίς βλάβη γενικότητας, θεωρείται ότι όλα τα σωµατίδια επανεκπέµπονται (ή φτάνουν) σε 
επιφάνεια S µε την ίδια ταχύτητα u. Σε χρόνο ∆t το πλήθος των σωµατιδίων που 
επανεκπέµπονται (ή φτάνουν) υπό γωνία θ µε το κάθετο στην S διάνυσµα είναι ανάλογο του 
όγκου του κυλίνδρου K (Su∆tcosθ, Σχήµα 2.12α). Αυτή είναι και η προέλευση του 
συνηµίτονου στην Εξ. (2.81) και όχι κάποια «προτίµηση» των σωµατιδίων να 
επανεκπέµπονται προς συγκεκριµένη κατεύθυνση. 

Αυτή η εξάρτηση της ροής που επανεκπέµπεται από (ή φτάνει σε) επιφάνεια από το 
συνηµίτονο της γωνίας θ, περιγράφεται στη βιβλιογραφία µε τον όρο νόµος συνηµιτόνου 
[cosine law, Wulu et al. (1991)] ή νόµος συνηµιτόνου του Knudsen [Knudsen’s cosine law, 
Feres & Yablonsky (2004)]. Ο νόµος του συνηµιτόνου [Greenwood (2002)]ℜ2 αφορά στο 
κλάσµα της ροής, f, που επανεκπέµπεται από (ή φτάνει σε) επιφάνεια S, λόγω των 
σωµατιδίων που επανεκπέµπονται από την (ή φτάνουν στην) επιφάνεια S µε κατευθύνσεις 
που ορίζονται από στερεά γωνία dω, της οποίας ο άξονας (η κύρια κατεύθυνση) σχηµατίζει 
γωνία θ µε το κάθετο στην S διάνυσµα (Σχήµα 2.12β): 
 

1 cosf θdω
π

= .         (2.82) 

                                                 
ℜ1 Ο µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής που περιγράφεται είναι κατά Epstein [Millikan (1923)]. Υπάρχει 
και o µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής κατά Lenard [Epstein (1924)], σύµφωνα µε τον οποίο τα 
προσπίπτοντα σωµατίδια σε µια επιφάνεια επανεκπέµπονται από αυτή οµοιόµορφα προς κάθε κατεύθυνση αλλά 
µε την ίδια ταχύτητα που είχαν πριν τη σύγκρουση. O δεύτερος µηχανισµός δεν είναι συµβατός µε το 2ο 
θερµοδυναµικό νόµο [Millikan (1923)]. 
ℜ2 O Greenwood επικαλείται κείµενο του Lafferty [Lafferty (1998)]. 
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Συχνά στη βιβλιογραφία [Singh et al. (1992), Drotar et al. (2000b)], η πιθανότητα 
επανεκποµπής από τη στοιχειώδη επιφάνεια στη θέση x′ στην αντίστοιχη στη θέση x της Εξ. 
(2.81) για το µηχανισµό «διάχυτης» επανεκποµπής ορίζεται ως P′(x′, x)= P(x′, x)(exx′ ⋅ n′) = 
Pcosθ=cosθ/π (θ είναι η γωνία που σχηµατίζουν τα x′x, exx′). Αυτός ο ορισµός πιθανότητας 
δεν είναι ορθός [Greenwood (2002)], αφού δεν υπάρχει προτίµηση κατεύθυνσης για τα 
επανεκπεµπόµενα σωµατίδια. Σηµειώνεται ότι η θεώρηση στην παρούσα εργασία δεν αρνείται 
το νόµο του συνηµιτόνου και ότι η Εξ. (2.71) συµπίπτει µε τις αντίστοιχες της βιβλιογραφίας. Η 
διαφορά είναι µόνο στον ορισµό της πιθανότητας επανεκποµπής, ο οποίος είναι συµβατός µε 
τη θεώρηση του Cale [Cale (1991)], καθώς και µε τη συνήθη θεώρηση κατά τους 
υπολογισµούς ακτινοβολίας (radiosity) που είναι αντίστοιχοι των υπολογισµών τοπικής ροής. 
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(α) (β) 
Σχήµα 2.12 (α) Εξήγηση της προέλευσης του νόµου συνηµιτόνου. Σε χρόνο ∆t το πλήθος των 
σωµατιδίων που επανεκπέµπονται (ή φτάνουν) υπό γωνία θ µε το κάθετο στην S διάνυσµα είναι 
ανάλογο του όγκου του κυλίνδρου K (Su∆tcosθ). (β) Στοιχείο στερεάς γωνίας dω το οποίο ορίζει 
κατευθύνσεις τροχιών  σωµατιδίων που επανεκπέµπονται από την (ή φτάνουν στην) επιφάνεια S. Το 
κλάσµα της ροής των σωµατιδίων µε τροχιές στο dω καθορίζεται από το νόµο του συνηµιτόνου [Εξ. 
(2.82)].  
 
B) Μηχανισµός οµοιόµορφης επανεκποµπής [uniform reemission, Drotar et al. (2000b)]. 
Σύµφωνα µε αυτό το µηχανισµό, η πιθανότητα επανεκποµπής P της Εξ. (2.71) είναι   

 
1

2 cos
P

π θ
= ,         (2.83) 

 
όπου θ είναι η γωνία που σχηµατίζει το κάθετο στην επιφάνεια που επανεκπέµπει µε την 
ταχύτητα (κατεύθυνση της τροχιάς) των επανεκπεµπόµενων σωµατιδίων. Στη βιβλιογραφία 
συχνά ορίζεται η πιθανότητα για αυτό το µηχανισµό ως P′=1/(2π).  
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Γ) Ανάκλαση [specular reflection, Wulu et al. (1991), Drotar et al. (2000b)]. Σύµφωνα µε το 
µηχανισµό αυτό, αν η ταχύτητα πρόσπτωσης σωµατιδίου σε επιφάνεια είναι v′, η ταχύτητά 
του µετά την επανεκποµπή είναι 

 
2 ( )′= − ⋅v v n n v′         (2.84) 

 
όπου n είναι το κάθετο στην επιφάνεια διάνυσµα. Η γωνία πρόσπτωσης είναι ίση µε τη γωνία 
επανεκποµπής, η τροχιά του σωµατιδίου πριν και µετά τη σύγκρουση ανήκει στο ίδιο επίπεδο 
και το µέτρο της ταχύτητας πριν και µετά τη σύγκρουση είναι ίδιο. 
 Ο υπολογισµός της πιθανότητας επανεκποµπής δεν είναι εύκολος σε αυτή την 
περίπτωση. Έτσι, είναι δύσκολο να ενσωµατωθεί αυτός ο µηχανισµός στην Εξ. (2.71), καθώς 
απαιτούνται πληροφορίες για το σωµατίδιο πριν τη σύγκρουση. Είναι πιθανό η θεώρηση µε 
τις διαδοχικές επανεκποµπές να είναι καλύτερη προσέγγιση για τον υπολογισµό της ροής 
στην περίπτωση όπου ο µηχανισµός επανεκποµπής είναι η ανάκλαση. Όταν ο µηχανισµός 
επανεκποµπής είναι η ανάκλαση, ο υπολογισµός ροής µε συνεχές (§2.3) µοντέλο [Abdollahi-
Alibeik et al. (1999)] χρήζει περαιτέρω διερεύνησης. Σε τέτοιες περιπτώσεις συνήθως 
προτιµάται η χρήση διακριτών µοντέλων Monte Carlo [Mahorowala (1998), Hoekstra et al. 
(1998), Drotar et al. (2000b)].  

 
Αν και ιδεατή περίπτωση, έχει αναφερθεί ο µηχανισµός αξονικής επανεκποµπής 

[radial reflection, Millikan (1923)], σύµφωνα µε τον οποίο τα προσπίπτοντα σε επιφάνεια 
σωµατίδια επανεκπέµπονται χωρίς αλλαγή της ενέργειας τους προς την κατεύθυνση του 
κάθετου στην επιφάνεια διανύσµατος. Επίσης έχουν αναφερθεί συνδυασµοί των παραπάνω 
µηχανισµών [π.χ. συνδυασµός «διάχυτης» επανεκποµπής και ανάκλασης, Drotar et al. 
(2000b)], καθώς µηχανισµοί που προβλέπουν κατανοµές µε µικρό εύρος γύρω από την 
κατεύθυνση ανάκλασης [Abdollahi-Alibeik et al. (1999)].    

Ο µηχανισµός επανεκποµπής, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, εξαρτάται από το 
είδος του συστατικού (ουδέτερο ή φορτισµένο) ή καλύτερα από την ενέργεια των 
σωµατιδίων του συστατικού. Στο περιβάλλον αντιδραστήρα πλάσµατος τα ιόντα φτάνουν 
στην εγχαρασσόµενη δοµή µε πολύ µεγαλύτερη ενέργεια από ότι τα ουδέτερα συστατικά. 
Αυτό οφείλεται στο ηλεκτρικό πεδίο που αναπτύσσεται στην οριακή στοιβάδα. Στη συνέχεια 
αναφέρονται οι θεωρούµενοι µηχανισµοί για κάθε είδος.  

Πειραµατικά δεδοµένα, κυρίως του Knudsen {[Present (1958), σ. 57], [Jeans (1962), 
σ. 53]}, οδήγησαν στο συµπέρασµα ότι ο µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής είναι αυτός 
που ισχύει για σωµατίδια ουδέτερων συστατικών που συγκρούονται µε στερεή επιφάνεια. 
Επίσης, πολλές ερευνητικές οµάδες αναφέρουν ότι ο µηχανισµός επανεκποµπής για αρκετά 
συστήµατα ουδέτερου συστατικού – υποστρώµατος είναι κοντά στο µηχανισµό «διάχυτης» 
επανεκποµπής [Wulu et al. (1991)]. Αν και άλλες πειραµατικές µετρήσεις για τα ουδέτερα 
συστατικά δείχνουν απόκλιση από το µηχανισµό διάχυτης επανεκποµπής [Hwang et al. 
(1996), Feres & Yablonsky (2004)], η παραδοχή αυτού του µηχανισµού είναι συνήθης [Cale 
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(1991), Singh et al. (1992), Drotar et al. (2000b)]. Μάλιστα, τραχείες επιφάνειες ικανοποιούν 
σε µεγαλύτερο βαθµό αυτή την παραδοχή [Present (1958), σ. 56-57].ℜ1 Τέλος, έχει 
χρησιµοποιηθεί και το µοντέλο του Maxwell, σύµφωνα µε το οποίο [Drotar et al. (2000b), 
Feres & Yablonsky (2004)], τα σωµατίδια των ουδέτερων συστατικών επανεκπέµπονται σε 
ένα ποσοστό µε µηχανισµό «διάχυτης» επανεκποµπής και στο υπόλοιπο µε µηχανισµό 
ανάκλασης. Ο µηχανισµός που υιοθετείται στην παρούσα εργασία για τα ουδέτερα συστατικά 
είναι αυτός της «διάχυτης» επανεκποµπής. Σηµειώνεται ότι ο µηχανισµός «διάχυτης» 
επανεκποµπής είναι αναγκαία και όχι ικανή συνθήκη για να ισχύει διάχυση Knudsen 
[Knudsen diffusion, Coburn & Winters (1989), Gottscho et al. (1992)] στο εσωτερικό των 
δοµών. ∆ιάχυση Knudsen συστατικού εντός δοµής συµβαίνει όταν ο µηχανισµός επανεκποµπής 
είναι «διάχυτη» επανεκποµπή και ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης του συστατικού 
είναι µηδενικός στα πλάγια τοιχώµατα της δοµής. 

Γενικά τα ιόντα θεωρείται ότι επανεκπέµπονται µε το µηχανισµό της ανάκλασης.ℜ2 Η 
πιθανότητα ανάκλασης των ιόντων είναι συνάρτηση της ενέργειας τους, της γωνίας 
πρόσπτωσης και της σύστασης της επιφάνειας. Η κυρίαρχη παράµετρος είναι η γωνία 
πρόσπτωσης των ιόντων [Dalton et al. (1993)]: αν τα ιόντα έχουν κατεύθυνση πολύ κοντά 
στην εφαπτοµενική της επιφάνειας, τότε µεταφέρουν ένα µικρό κλάσµα της ενέργειάς τους 
στην επιφάνεια και είναι πιθανότερο να ανακλαστούν από αυτή. Όταν η κατεύθυνση 
πλησιάζει την κάθετη στην επιφάνεια, τότε τα ιόντα µεταφέρουν µεγαλύτερο κλάσµα της 
ενέργειάς τους στην επιφάνεια και προκαλούν δράσεις ή µηχανική εγχάραξη ή απλά 
εισβάλουν σε αυτή. Έτσι, η πιθανότητα ανάκλασης αναµένεται να είναι µονάδα για 
κατευθύνσεις ιόντων κοντά στην εφαπτοµενική της επιφάνειας και να µειώνεται τείνοντας 
στο µηδέν καθώς η γωνία πρόσπτωσης πλησιάζει σε κάποια κρίσιµη γωνία πρόσπτωσης. Το 
όριο αυτό κατά τους Dalton et al. είναι >60ο σε σχέση µε το κάθετο στην επιφάνεια [Dalton 
et al. (1993)]. Οι υπολογισµοί τους αφορούν µία µόνο ανάκλαση θεωρώντας ότι η γωνία 
πρόσπτωσης στη δεύτερη σύγκρουση µε επιφάνεια της δοµής θα είναι σχετικά µικρή σε 
σχέση µε το κάθετο σε αυτή την επιφάνεια. Τις ίδιες παραδοχές για µία ανάκλαση και µόνο 
για τα ιόντα µε κατεύθυνση κοντά στην εφαπτοµενική κάνουν και οι Arnold et al. [Arnold et 
al. (1993)]. Θεωρούν ότι το ιόν µετά τη δεύτερη σύγκρουση δεν έχει αρκετή ενέργεια για να 
βοηθήσει στην εγχάραξη και εποµένως δεν χρειάζεται να ληφθεί υπόψη. Οι Abdollahi- 
Alibeik et al., βασισµένοι σε πειραµατικές µετρήσεις για αρκετά συστήµατα ιόντων-
υποστρωµάτων, θεωρούν ότι τα ιόντα επανεκπέµπονται µε ένα µικρό εύρος γωνιών γύρω 
από την κατεύθυνση ανάκλασης [Abdollahi-Alibeik et al. (1999)]. Και σε αυτή τη 
θεώρησηℜ3 δεν επανεκπέµπονται όλα τα ιόντα παρά µόνο αυτά για τα οποία η γωνία 
πρόσπτωσης είναι κοντά στις 90ο σε σχέση µε το κάθετο στην επιφάνεια. Και στις τρεις 

                                                 
ℜ1 Ο ίδιος ο Knudsen, προσπαθώντας να ερµηνεύσει το µηχανισµό «διάχυτης» επανεκποµπής, αναρωτήθηκε 
µήπως είναι αποτέλεσµα της τραχύτητας της επιφάνειας [Feres & Yablonsky (2004)]. 
ℜ2 Σηµειώνεται ότι τα ιόντα πριν την επανεκποµπή τους από την επιφάνεια αποφορτίζονται. Έτσι, µετά την 
πρώτη επανεκποµπή τα πρώην ιόντα είναι θερµά (υψηλής ενέργειας) ουδέτερα σωµατίδια [Ηoekstra et al. 
(1998), Abdollahi-Alibeik et al. (1999)]. 
ℜ3 Επίσης φαίνεται ότι λαµβάνεται υπόψη µία µόνο επανεκποµπή.  
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παραπάνω εργασίες, ο υπολογισµός της ροής των ιόντων γίνεται µε συνεχές µοντέλο. 
Υπάρχουν και εργασίες [Ηoekstra et al. (1998), Helmer & Graves (1998), Mahorowala & 
Sawin (2002)] στις οποίες οι υπολογισµοί ανάκλασης των ιόντων γίνονται µε διακριτά 
µοντέλα (π.χ. Monte Carlo ή µοριακής δυναµικής). Οι Hoekstra et al. θεωρούν ότι 
ανακλώνται τα ιόντα που προσπίπτουν σε γωνίες > 80ο ως προς το κάθετο στην επιφάνεια 
και ότι τα ανακλώµενα ιόντα διατηρούν το 99% της ενέργειας τους. Οι Helmer και Graves, 
µε προσοµοιώσεις µοριακής δυναµικής, επιβεβαιώνουν τη µεγάλη πιθανότητα ανάκλασης 
(>90%) για τα ιόντα Ar+ και Cl+ σε επιφάνειες Si, όταν η γωνία πρόσπτωσης είναι >75ο, 
καθώς και τη µείωση της πιθανότητας όταν η γωνία αυτή µειώνεται. Σηµειώνουν ότι α) 
γενικά η ανάκλαση είναι ανελαστική, δηλαδή τα ιόντα χάνουν ενέργεια και µάλιστα αυτή η 
απώλεια είναι µεγαλύτερη για τραχείες επιφάνειες και β) η τραχύτητα της επιφάνειας επιδρά 
µειωτικά και στην πιθανότητα επανεκποµπής. 

Στις παραπάνω προσεγγίσεις υπάρχει περιορισµός στην ανάκλαση των ιόντων που 
αφορά τη γωνία πρόσπτωσής τους στην επιφάνεια. Η Abraham θεωρεί ένα ακόµη περιορισµό 
που αφορά στην ενέργεια των ανακλώµενων ιόντων [Abraham (2001)]: ιόντα µε χαµηλή 
ενέργεια δεν ανακλώνται, ακόµη και αν η γωνία πρόσπτωσής τους είναι κοντά στις 90ο σε 
σχέση µε το κάθετο στην επιφάνεια. Μάλιστα, τα ιόντα που προσπίπτουν σε τελείως κάθετα 
πλάγια τοιχώµατα δοµών δεν έχουν απόλυτα κάθετες τροχιές και φέρουν [Shaqfeh & 
Jurgensen (1989), Lii & Jorne (1990)] µειωµένη, σχετικά µε τα κατακόρυφης κατεύθυνσης 
ιόντα, ενέργεια. 

Η ανάκλαση των ιόντων στο πλάγιο τοίχωµα έχει χρησιµοποιηθεί για να εξηγήσει 
[Dalton et al. (1993), Abdollahi-Alibeik et al. (1999), Jin & Sawin (2003)] το φαινόµενο 
πτυχώσεων στη βάση των δοµών (§1.5, Σχήµα 1.9στ), χωρίς αυτή να προβάλλει ως η 
µοναδική αιτία [Gerodolle & Pelletier (1991), Doemling et al. (1996), Abraham (2001)].  

Τέλος, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, η ενσωµάτωση του φαινοµένου της 
ανάκλασης σε ένας συνεχές µοντέλο και µάλιστα σε τρεις διαστάσεις είναι δύσκολη. Ακόµη 
και οι υπολογισµοί µε διακριτά µοντέλα Monte Carlo είναι συνήθως σε δύο διαστάσεις 
[Ηoekstra et al. (1998), Mahorowala & Sawin (2002)]. 

Στην εργασία υιοθετείται η συνήθης παραδοχή [Singh et al. (1992),  Tuda et al. 
(1997), Levinson et al. (1997), Hwang et al. (1999), Volland et al. (2002)]: η πιθανότητα 
επανεκποµπής για τα ιόντα θεωρείται κοντά στο µηδέν, δηλαδή ο φαινόµενος συντελεστής 
προσκόλλησης για τα ιόντα είναι µονάδα: όποιο ιόν προσπίπτει σε επιφάνεια, κολλά σε αυτή. 
Έτσι, η τοπική ροή των ιόντων στο εσωτερικό των δοµών είναι ίση µε την απευθείας ροή των 
ιόντων. 
 
 
2.5.4 Υπολογισµοί ορατότητας 
 

Για τον υπολογισµό του γεωµετρικού όρου της Εξ. (2.71) είναι απαραίτητο να 
υπολογιστεί η συνάρτησης ορατότητας v. Η v απαντά στο αν δύο σηµεία (δύο «πηγές») µιας 
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τοπογραφίας είναι ορατά το ένα στο άλλο και εξαρτάται από τη γενική µορφή της 
τοπογραφίας και όχι µόνο από τη θέση των σηµείων. Αν σηµεία Α, Β είναι ορατά το ένα στο 
άλλο, τότε vis(A,B)=vis(Β,Α)=1, αλλιώς vis(A,B)=vis(Β,Α)=0. 

Οι υπολογισµοί ορατότητας είναι συνήθεις στους υπολογισµούς φωτεινότητας για τα 
γραφικά υπολογιστών (computer graphics). Έστω σηµεία Α, Β δισδιάστατης τοπογραφίας 
(Σχήµα 2.13). Ένας απλός τρόπος για βρεθεί αν το Α είναι ορατό στο Β είναι να βρεθεί αν 
υπάρχει σηµείο τοµής µεταξύ του τµήµατος AB και της δισδιάστατης τοπογραφίας. Ωστόσο, 
ο τρόπος αυτός έχει σηµαντικό υπολογιστικό κόστος σε χρόνο [Sethian (1999b)]. Ένας 
αποδοτικότερος αλγόριθµος προκύπτει από τη χρησιµοποίηση πεπλεγµένης συνάρτησης στο 
πλαίσιο της µεθόδου των ισοϋψών (Κεφ. 5) για την περιγραφή της τοπογραφίας [Sethian 
(1999), σ. 308-309]. Η πεπλεγµένη συνάρτηση που περιγράφει την τοπογραφία καλείται 
συνάρτηση ισοϋψών, φ, (§5.4) και είναι θετική στο εξωτερικό του συνόρου που περιγράφει 
την τοπογραφία, αρνητική στο εσωτερικό και µηδενική ακριβώς πάνω στο σύνορο. Για τον 
υπολογισµό της vis(A,B) πρέπει να υπολογιστεί το πρόσηµο της συνάρτησης φ πάνω στο 
τµήµα ΑΒ. Αν φ>0 στο ΑΒ, τότε vis(A,B)=vis(Β,Α)=1, αλλιώς αν υπάρχει τµήµα του ΑΒ για 
το οποίο φ<0, τότε vis(A,B)=vis(Β,Α)=0. Για το Σχήµα 2.13 είναι vis(A,B)=vis(Β,Α)=1 και 
vis(A,C)=vis(C,Α)=0. 

A
B

C

φ<0
 φ>0

 
Σχήµα 2.13 Ορατότητα µεταξύ σηµείων (A και B, A και C) σε δισδιάστατη τοπογραφία µε τη χρήση 
της πεπλεγµένης συνάρτησης ισοϋψών φ.  
 

Ο υπολογισµός ορατότητας µεταξύ των σηµείων τοπογραφίας είναι σηµαντικός στους 
υπολογισµούς ροής και γίνεται δύσκολος στην περίπτωση πολύπλοκων τοπογραφιών (π.χ. 
Σχήµα 2.5α). Πέρα από τους υπολογισµούς ροής, το πεδίο εφαρµογής των υπολογισµών 
ορατότητας είναι ευρύ (π.χ. φωτοσκίαση αντικειµένων στα γραφικά µε υπολογιστή). Οι 
αλγόριθµοι υπολογισµών ορατότητας που βασίζονται στην άµεση απεικόνιση συνόρου (§5.2) 
χρησιµοποιούνται ευρέως [Tsai et al. (2004)].ℜ Από την άλλη πλευρά, οι αλγόριθµοι που 
βασίζονται στην πεπλεγµένη απεικόνιση της τοπογραφίας κερδίζουν ολοένα και περισσότερη 
προσοχή [Tsai et al. (2002), Osher (2002), Tsai et al. (2004)].  
 

                                                 
ℜ Οι Tsai et al. [Tsai et al. (2004)] αναφέρουν ότι µια λεπτοµερής εργασία επισκόπησης για τις µεθόδους που 
βασίζονται στην άµεση περιγραφή της τοπογραφίας είναι αυτή του Durand [Durand (1999)]. 
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2.5.5 Τοπική ροή ουδέτερου συστατικού στο εσωτερικό αυλακιού  
 
Ο υπολογισµός της συνολικής ροής στο εσωτερικό δοµής µπορεί να απλοποιηθεί 

όταν η δοµή είναι αυλάκι: Το επιφανειακό ολοκλήρωµα της Εξ. (2.71) µπορεί να αναχθεί σε 
επικαµπύλιο. 

 Έστω το τµήµα αυλακιού του Σχήµατος 2.14. Έστω δύο πηγές ροής στις θέσεις x, x′ 
και n, n′ τα µοναδιαία κάθετα διανύσµατα στις στοιχειώδεις επιφάνειες των πηγών. Το 
διάνυσµα x′–x  ενώνει τις  x, x′ και, όπως φαίνεται από το Σχήµα 2.14, είναι  

 
( ) ( )x x′ ′ ′− = + = − + = − +x yz yz x yx x r r w x r e r z .    (2.85) 

 
Εξαιτίας των ειδικών γεωµετρικών χαρακτηριστικών της δοµής του αυλακιού το 

διάνυσµα ryz έχει συνιστώσες µόνο στο επίπεδο yz, 
 

( ) ( ) zy y z z′ ′= − = − + −yz yr w x e e          (2.86) 

 
όπως και τα µοναδιαία διανύσµατα n και n′. 
 

( , , )x y zx

dA
xr

xr

yzr

yzr

( , , )x y zw

( , , )x y zx

dA

( , , )x y zw

0s =

ends s=

 

 
 
 
 

x

y

z  

Σχήµα 2.14 «Πηγές» ροής x(x,y,z) και x′(x′,y′,z′) σε τµήµα δοµής αυλακιού. Σηµειώνεται το διάστηµα 
ολοκλήρωσης [0, send] της Εξ (2.103). 
 

Το εσωτερικό γινόµενο e ′ ′⋅xx n  της Εξ. (2.71) είναι  

  
1 1( ) ( )

| |
e x x x x′

′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡⋅ = ⋅ = − + ⋅ = − ⋅ + ⋅ ⎤⎣ ⎦ ⎣′ ′ ′− − −xx x yz x yz

xxn n e r n e n r
x x x x x x ⎦n . 

(2.87) 
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Όµως 
 

0e ′⋅ =x n ,         (2.88) 

 
 και άρα 
 

e ′

′⋅
′⋅ =

′−
yz

xx

r n
n

x x
.        (2.89) 

 
Όµοια το έτερο εσωτερικό γινόµενο της Εξ. (2.71) είναι 

e ′

⋅
⋅ = −

′−
yz

x x

r n
n

x x
.        (2.90) 

 
Για την απλοποίηση του ολοκληρώµατος της Εξ. (2.71) είναι απαραίτητο να γίνει 

αλλαγή µεταβλητής και να αντικατασταθεί η µεταβλητή ολοκλήρωσης A′ που εκφράζει την 
επιφάνεια του αυλακιού. Γενικά, µια επιφάνεια Α παριστάνεται αλγεβρικά από µια 
ανυσµατική συνάρτηση της µορφής [Παπαϊωάννου (1993), σ. 89] 
 

1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )u v R u v R u v R u v= + +x y zR e e e ,     (2.91) 

     
όπου οι συναρτήσεις R1(u,v), R2(u,v), R3(u,v) είναι βαθµωτές συναρτήσεις των ανεξάρτητων 
µεταβλητών u και v. 

Το άνυσµα στοιχειώδους τµήµατος της επιφάνειας είναι 
 

( )d dA dudvu vA n R R= = × ,       (2.92) 

 
και έχει µέτρο το εµβαδόℜ του στοιχειώδους τµήµατος, dA, και διεύθυνση κάθετη στην 
επιφάνεια. Το µοναδιαίο κάθετο άνυσµα n στην επιφάνεια R(u,v), δίδεται από την εξίσωση 
[ο.π., σ. 91] 

 
×

=
×

u v

u v

R Rn
R R

,         (2.93) 

 
όπου Ru και Rv είναι οι µερικές παράγωγοι της R(u,v) ως προς τις µεταβλητές u και v 
αντίστοιχα. Έτσι, το εµβαδό dA στοιχειώδους τµήµατος της επιφάνειας Α που ορίζεται από 
την Εξ. (2.92) δίνεται από τη σχέση: 

                                                 
ℜ Το µέτρο του εξωτερικού γινοµένου δύο ανυσµάτων στο χώρο είναι αριθµητικά ίσο µε το εµβαδό του 
παραλληλογράµµου µε διαδοχικές πλευρές τα δύο ανύσµατα. 
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dA dudvu vR R= × .        (2.94) 

  
Εξαιτίας των ειδικών γεωµετρικών χαρακτηριστικών του αυλακιού (σταθερή τοµή µε 

το επίπεδο yz άπειρο µήκος κατά τη διεύθυνση x) και προκειµένου αυτά να αξιοποιηθούν, 
επιλέγεται η µία από τις δύο ανεξάρτητες µεταβλητές να είναι η x: u=x=R1. Έτσι, για την 
επιφάνεια αυλακιού οι R2 και R3 είναι συναρτήσεις µόνο της άλλης ανεξάρτητης µεταβλητής, 
v. Η Εξ. (2.91) για την επιφάνεια αυλακιού γίνεται 
 

2 3( , ) ( ) ( )x v x R v R v= + +x y zR e e e       (2.95) 

 
Συνεπώς,  
 

 = ( , )x v
x

∂
∂x

R = xR e         (2.96) 

 
και 
  

 = = 32 ( )( , ) ( ) R vx v R v
v v v

∂∂ ∂
+

∂ ∂ ∂v y
R

zR e e .     (2.97) 

 
Εποµένωςℜ

 

= 3 2( ) ( )R v R v
v v

∂ ∂
× − +

∂ ∂x v y zR R e e       (2.98) 

και 

=
2 2

3 2( ) ( )R v R vdv dv ds
v v

∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤× +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦⎣ ⎦
x vR R =

′

                                                

,    (2.99) 

όπου s είναι το µήκος τόξου της τοµής της δοµής αυλακιού στο επίπεδο yz (Σχήµα 2.14). 
Συνεπώς η στοιχειώδης επιφάνεια dA′ της Εξ. (2.71) είναι  
 

dA dx ds′ ′= .         (2.100) 
 
Αν το εξεταζόµενο συστατικό είναι ουδέτερο, τότε επανεκπέµπεται µε µηχανισµό 

«διάχυτης» επανεκποµπής (§2.5.3) και 
 

 
ℜ Σηµειώνεται ότι από τις Εξ. (2.93) και (2.98) επιβεβαιώνεται ότι η διεύθυνση των κάθετων στην επιφάνεια 
αυλακιού δεν έχει συνιστώσα κατά τον άξονα x. 
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1( , )P
π

′ =x x .         (2.101) 

 
Εξαιτίας των Εξ. (2.89), (2.90), (2.100) και (2.101) και σηµειώνοντας ότι τα όρια 
ολοκλήρωσης για τη µεταβλητή s′ είναι η τοµή της δοµής στο επίπεδο yz (Σχήµα 2.14) και 
για τη µεταβλητή x′  είναι από -∞ έως +∞, η Εξ. (2.71) γίνεται  
 

  
( )( )

4
0

1( ) ( ) ( , ) [1 ( )] ( )
ends

direct Ej j vis S j dx d
π

+∞

−∞

⎡ ⎤′⋅ ⋅
s′ ′ ′ ′= + − −⎢ ⎥

′−⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

yz yzr n r n
x x x x x x

x x
′ .(2.102) 

 
Από τους όρους της προς ολοκλήρωσης συνάρτησης της Εξ. (2.102) µόνο ο παρονοµαστής 
|x− x′|4 εξαρτάται από τo x′. Θεωρείται ότι η ροή j(x′), ο SE(x′) δεν µεταβάλλονται κατά τον 
άξονα x. Αν µεταβάλλονταν, τότε η δοµή δεν θα διατηρούσε τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά 
του αυλακιού. Επίσης είναι vis(x′,x)= vis(s′,s). Συνεπώς, ολοκληρώνοντας από -∞ έως +∞ ως 
προς τη µεταβλητή x′, προκύπτει για τη συνολική ροή ουδέτερου συστατικού που φτάνει σε 
µία στοιχειώδη επιφάνεια αυλακιού στη θέση x[x, y(s), z(s)], x∈ R ή στη θέση όπου το µήκος 
τόξου της τοµής του αυλακιού σε επίπεδο yz είναι s, ότι 

 

0

1( ) ( ) ( , ) ( , )[1 ( )] ( )
ends

direct Ej s j s vis s s g s s S s j s ds
π

′ ′ ′ ′= + −∫ ′ ,   (2.103) 

 
όπου 
 

( )( )
3 , 0

2( , )

0, 0

π
g s s

⎧ ⎫′⋅ ⋅
− ≠⎪ ⎪⎪′ = ⎨
⎪ ⎪

⎪
⎬

=⎪ ⎪⎩ ⎭

yz yz
yz

yz

yz

r n r n
r

r

r

.     (2.104) 

 
 
 
2.5.6 Τοπική ροή ουδέτερου συστατικού στο εσωτερικό οπής µε κυλινδρική συµµετρία  

 
Έστω δύο «πηγές» ροής στις θέσεις x και x′ στο εσωτερικό οπής µε κυλινδρική 

συµµετρία (Σχήµα 2.15). Οι συνιστώσες των διανυσµάτων που δείχνουν στις θέσεις των 
«πηγών» µπορούν να εκφραστούν παραµετρικά ως προς τις µεταβλητές κυλινδρικού 
συστήµατος συντεταγµένων  

 
sin cosr φ r φ z= + +x yx e e ze        (2.105) 
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και  
 

sin cosr φ r φ z′ ′ ′ ′ ′ ′= + +x yx e e ze

ze

′ ze

,      (2.106) 

 
όπου r και r′ είναι οι αποστάσεις των x και x′ από τον άξονα συµµετρίας, φ και φ′ οι 
αζιµουθιακές γωνίες ως προς τον άξονα y των x και x′ και z και z′ οι συνιστώσες στον άξονα 
z (Σχήµα 2.15). 

Τα κάθετα διανύσµατα στις στοιχειώδεις επιφάνειες στις θέσεις x και x′ ορίζονται 
από τις εξισώσεις 

 
sin sin sin cos cosθ φ θ φ θ= + +x yn e e      (2.107)  

 
και 

 
sin sin sin cos cosθ φ θ φ θ′ ′ ′ ′ ′= + +x yn e e ,     (2.108) 

 
όπου θ, θ′ είναι οι γωνίες που σχηµατίζουν τα n, n′ µε τον άξονα z (Σχήµα 2.15). 

Για τον υπολογισµό της συνολικής ροής, λόγω κυλινδρικής συµµετρίας, είναι δυνατό 
να επιλεχθεί οποιαδήποτε τοµή της οπής µε επίπεδο που προκύπτει από την περιστροφή του 
επιπέδου yz γύρω από τον άξονα z (άξονας συµµετρίας) ως προς τον άξονα y. Επιλέγεται η 
τοµή µε επίπεδο yz που έχει περιστραφεί κατά γωνία φ=π. Τότε, τα εσωτερικά γινόµενα της 
Εξ. (2.71) γίνονται  
 

 2 2 2 2

sin cos sin ( ) cos
sin ( 'cos ) ( )

r θ φ r θ z z θ
r φ r φ r z z′

′ ′ ′ ′ ′+ + −′⋅ =
′ ′ ′ ′+ − + −xxe n

′
,    (2.109) 

 

2 2 2 2

sin cos sin ( ) cos
sin ( 'cos ) ( )

r θ φ r θ z z θ
r φ r φ r z z′

′ ′ ′+ + −
⋅ =

′ ′ ′ ′+ − + −x xe n .    (2.110) 

 
Η στοιχειώδης επιφάνεια dA′ οπής µε κυλινδρική συµµετρία είναι, µε αντίστοιχο µε 

την §2.5.5 τρόπο, 
 

dA r dφ ds′ ′ ′= ′ .         (2.111) 
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θ
φ

θ

φ

x( sin , cos , )r r zφ φ

x ( sin , cos , )r rφ φ z

n

n

r

r

s=0

s s= end

 

 
 
 
 
 

      

x

y

z  

Σχήµα 2.15 «Πηγές» ροής στις στοιχειώδεις επιφάνειες στις θέσεις x και x′ στο εσωτερικό οπής µε 
κυλινδρική συµµετρία. Οι συνιστώσες των διανυσµάτων που δείχνουν στις θέσεις των «πηγών» 
µπορούν να εκφραστούν παραµετρικά ως προς τις µεταβλητές κυλινδρικού συστήµατος 
συντεταγµένων. Τα διανύσµατα n, n′ είναι κάθετα στις στοιχειώδεις επιφάνειες στις θέσεις x, x′. Οι 
γωνίες θ και θ′ είναι οι γωνίες που σχηµατίζουν τα n, n′ µε τον άξονα συµµετρίας της οπής. 
Σηµειώνεται το διάστηµα ολοκλήρωσης [0, send] της Εξ. (2.118). 
 

Τα όρια ολοκλήρωσης για τη µεταβλητή s′ προκύπτουν από την τοµή της δοµής µε το 
επίπεδο yz (Σχήµα 2.15) και για τη µεταβλητή φ′ είναι από 0 έως 2π. Αν το εξεταζόµενο 
συστατικό είναι ουδέτερο, τότε ο µηχανισµός επανεκποµπής υπαγορεύεται από την Εξ. 
(2.81). Έτσι, λόγω των Εξ. (2.105), (2.106), (2.109), (2.110) και (2.111), η Εξ. (2.71) γίνεται 

 

( )

2 2
2 1 0

2
0 0 1 0

cos cos1( ) ( ) ( , ) [1 ( )] ( )
cos

ends π

direct E
n φ n φ nj j vis S j r dφ ds

π d φ d
′ ′+ +′ ′ ′ ′ ′= + −

′ +∫ ∫x x x x x x ′

′

′

′

,  

(2.112) 
όπου 

 

2 sin sinn rr θ θ′= ,        (2.113) 
 

( )2 2
1 sin sin ( )( cos sin cos sin )n r r θ θ z z r θ θ r θ θ′ ′ ′ ′ ′= + + − − ,   (2.114) 

 

( ) 2
0 sin sin ( ) cos sin sin cos ( ) cos cosn rr θ θ z z r θ θ r θ θ z z θ θ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + − − − − ,(2.115) 
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1 2d r ′= r

2′

,          (2.116) 
 

2 2
0 ( )d z z r r′= − + + .        (2.117) 

 
Oι µεταβλητές r′, z′, θ′ είναι συναρτήσεις της προς ολοκλήρωση µεταβλητής s′ και οι r, z, θ 
συναρτήσεις της s. Επίσης, λόγω της κυλινδρικής συµµετρίας η συνολική ροή j(x′) και ο 
SE(x′) είναι ανεξάρτητα από την γωνία φ′. Αν υποτεθεί ότι µεταξύ όλων των «πηγών» της 
οπής υπάρχει ορατότητα, δηλαδή vis(x′,x)=1, τότε µόνο το κλάσµα της Εξ. (2.112) εξαρτάται 
από τη µεταβλητή φ′ και αυτό ολοκληρώνεται αναλυτικά. Η εξίσωση που προκύπτει είναι  
 

0

1( ) ( ) ( , )[1 ( )] ( )
ends

direct Ej s j s g s s S s j s ds
π

′ ′= + −∫ ′ ′ ,     (2.118)  

 
όπου 
 

( ) ( )

2 2 3 3
2 20 0 1 2 0 1 0 2 1 12

1 1 02 2 2 2 3/ 2
1 1 0 1

2 2 2 20
1 1 0 1 1 02

0

2 2
1 1 0

22 , 0
( )

( , ) 2 , 0 0

0, 0

d n d n d d d n d nnπr d
d d d d

ng s s πr d d d d
d

d d d

⎧ ⎫⎡ ⎤+ − −′ + ≠⎪ ⎪⎢ ⎥−⎣ ⎦⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪′ ′= = ∧ ≠ ∨ ≠ ∧ =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪= ∧ =
⎪ ⎪⎩ ⎭

d d

d d

∧ ≠

′

. 

(2.119) 
 
 
2.6 Αριθµητική µέθοδος υπολογισµού της συνολικής ροής στο εσωτερικό δοµής  
 
2.6.1 Η ολοκληρωτική εξίσωση 
 

Η τελική εξίσωση υπολογισµού της συνολικής ροής ουδέτερου συστατικού στο 
εσωτερικό δοµής είναι µια ολοκληρωτική εξίσωση σε µια διάσταση, τόσο στην περίπτωση 
αυλακιού [Εξ. (2.103)], όσο και στην περίπτωση οπής µε κυλινδρική συµµετρία [Εξ. 
(2.118)]. Η γενική µορφή της προς επίλυση ολοκληρωτικής εξίσωσης για τον υπολογισµό 
της συνολικής ροής είναι  

 

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

u s h s λ K s s u s ds′ ′= + ∫ ,      (2.120) 

 
όπου  
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u(s) = j(s), h(s) = jdirect(s), a=0, b=send      (2.121) 

 
και 
 

1( , ) ( , ) ( , )[1 ( )]EλK s s vis s s g s s S s
π

′ ′ ′= ′−  για τα αυλάκια,   (2.122)  

 
όπου ο γεωµετρικός όρος g(s′,s) δίδεται από την Εξ. (2.104) και  

 
1( , ) ( , )[1 ( )]EλK s s g s s S s
π

′ ′= − ′  για τις οπές,      (2.123) 

 
όπου ο γεωµετρικός όρος g(s′,s) δίδεται από την Εξ. (2.119). 

Η Εξ. (2.120) ανήκει στη γενική κατηγορία ολοκληρωτικών εξισώσεων Fredholm 2ου 
είδους. Η συνάρτηση Κ καλείται πυρήνας (kernel) της ολοκληρωτικής εξίσωσης. Αν h(s)=0, 
τότε η Εξ. (2.120) είναι οµογενής. Για την περίπτωση οµογενούς εξίσωσης το λ είναι 
ιδιοτιµή, ενώ για την περίπτωση µη οµογενούς εξίσωσης αποτελεί δεδοµένη παράµετρο. Αν 
ο πυρήνας είναι συνάρτηση της µορφής Κ(s′,s) τότε η εξίσωση είναι γραµµική. Αν όµως 
είναι συνάρτηση της µορφής Κ[s′, s, u(s′), u(s)], η εξίσωση είναι µη γραµµική [Press et al. 
(1997), σ. 790]. Όταν το διάστηµα [a,b] είναι πεπερασµένο και ο πυρήνας K φράσσεται και 
είναι συνεχής, η ολοκληρωτική εξίσωση είναι κανονική ή οµαλή (regular). Αν όµως, είτε το 
διάστηµα [a,b] είναι άπειρο, είτε ο πυρήνας K δεν φράσσεται, η ολοκληρωτική εξίσωση είναι 
ιδιόµορφη ή ανώµαλη (singular) [Collatz (1966), σ. 467-468]. 

Οι προς επίλυση ολοκληρωτικές εξισώσεις (για το αυλάκι και την οπή) είναι µη 
οµογενείς. Επίσης, θεωρώντας ότι ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης του συστατικού 
στις στοιχειώδεις επιφάνειες της δοµής είναι µια γνωστή συνάρτηση της µεταβλητής s, 
προκύπτει ότι οι προς επίλυση εξισώσεις είναι γραµµικές. Ο πυρήνας των εξισώσεων µπορεί να 
είναι ασυνεχής ή µη φραγµένος και τότε οι ολοκληρωτικές εξισώσεις είναι ιδιόµορφες. 

Στις επόµενες παραγράφους περιγράφονται και αξιολογούνται δύο µέθοδοι επίλυσης 
της Εξ. (2.120): η µέθοδος ταξιθεσίας (§2.6.2) και η µέθοδος Nystrom (§2.6.3). Σχολιάζεται 
ο τρόπος επίλυσης του γραµµικού συστήµατος που προκύπτει από τη διακριτοποίηση της Εξ. 
(2.120) µε τις προαναφερθείσες µεθόδους (§2.6.4). Τέλος, περιγράφονται τα προβλήµατα 
επίλυσης και τα χαρακτηριστικά της λύσης (§2.6.5).  
 
 

2.6.2 Η µέθοδος ταξιθεσίας 
 
Η µέθοδος ταξιθεσίας ή ταξινόµησης (collocation method) περιλαµβάνει [Atkinson 

(1976),  σ. 54-58]: 
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Α) Την προσέγγιση της άγνωστης συνάρτησης u(s) από µια πεπερασµένη σειρά 
συναρτήσεων: 
 

1

( ) ( )
N

j
j

j

u s u φ s
=

= ∑ ,        (2.124) 

 

όπου N είναι το πλήθος των κόµβων του πλέγµατος διακριτοποίησης, uj οι τιµές της 
άγνωστης συνάρτησης στους κόµβους του πλέγµατος και φj οι συναρτήσεις βάσης. 
 
Β) Την αναζήτηση λύσης που µηδενίζει το υπόλοιπο  
 

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
b

a

R s u s λK s s u s ds h s′ ′ ′= − −∫ ,     (2.125) 

 
ή τα υπόλοιπα 
 

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

bN
j j

i i j i i i
j a

R R s u φ s λK s s φ s ds h s
=

⎡ ⎤
′ ′= = − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∫ i

j ′

, i=1,2,…,N.  (2.126) 

 
όπου si η θέση του κόµβου διαµέρισης i. 

 
Από την Εξ. (2.126) φαίνεται ότι το πρόβληµα ανάγεται στον υπολογισµό των τιµών 

uj της άγνωστης συνάρτησης µέσω της επίλυσης ενός γραµµικού συστήµατος A x = b, όπου  
 

( ) ( , ) ( )
b

j
ij i i i

a

a φ s λK s s φ s ds′= − ∫ , i=1,2,…,N,  j=1,2,…,N   (2.127) 

και  
bi = h(si), i=1,2,…,N.        (2.128) 

 
Για τον υπολογισµό των aij η ολοκλήρωση γίνεται µε τη µέθοδο Gauss (§2.4.6) και 
εφαρµόζεται ισοπαραµετρική απεικόνιση [Μπουντουβής (1992), σ. 26-31]. 
 
 
2.6.3 Η µέθοδος Nystrom 
 

Η εφαρµογή της µεθόδου Nystrom {[Atkinson (1976), σ. 88-90], [Press et al. (1997), 
σ. 791-794]} για την επίλυση της Εξ. (2.120) απαιτεί: 

  
Α) Την επιλογή κανόνα ολοκλήρωσης  
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ja
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=

=∑∫         (2.129) 

 
όπου Ν είναι το πλήθος των κόµβων διαµέρισης του διαστήµατος [a,b] και wj, tj είναι ο 
συντελεστής βάρους και η συντεταγµένη του κόµβου διαµέρισης j.  
 
Β) Την εφαρµογή του επιλεγµένου κανόνα ολοκλήρωσης στην Εξ. (2.120), οπότε και γίνεται 
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N

j j
j
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= +∑ j

j

.      (2.130) 

 
Οι τιµές της u(s) στους κόµβους διαµέρισης είναι 
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j

u u s h s w λK s s u
=

= = +∑ .      (2.131) 

 
Προκύπτει συνεπώς ένα γραµµικό σύστηµα εξισώσεων A x = b, όπου

 
( , ),

1 ( , ),
j j i

ij
j j i

w λK s s i j
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w λK s s i j
− ≠⎧ ⎫

= ⎨ −⎩ ⎭
⎬=

, i=1,2,…,N,  j=1,2,…,N  (2.132)  

  
 bi = h(si), i=1,2,…,N.        (2.133) 
 

Αν ζητούµενη είναι η τιµή της u(s) σε σηµείο διαφορετικό από το σύνολο των 
κόµβων διαµέρισης, δε χρησιµοποιείται οποιαδήποτε παρεµβολή διότι αυτό πιθανά θα 
«αλλοίωνε» την ακρίβεια υπολογισµών της µεθόδου. Η ιδέα του Nystrom ήταν η 
χρησιµοποίηση της εξίσωσης (2.130) ως συνάρτησης παρεµβολής [Press et al. (1997), σ. 
792]. 

Ο κανόνας ολοκλήρωσης που καθορίζει τους κόµβους ολοκλήρωσης και τους 
συντελεστές βάρους, wj, θα πρέπει να δίνει αξιόπιστα αποτελέσµατα µε τη χρήση όσο το 
δυνατόν λιγότερων κόµβων. ∆οκιµάστηκαν αρκετοί κανόνες ολοκλήρωσης τύπου Newton-
Cotes (π.χ. τραπεζίου, Simpson, 3/8, κανόνας Newton-Cotes 5 σηµείων), αλλά τελικά 
επιλέχθηκε ο κανόνας Gauss διότι δίνει καλύτερα αποτελέσµατα. Για οµαλές ολοκληρωτικές 
εξισώσεις κανένας κανόνας δεν είναι καλύτερος από τον κανόνα ολοκλήρωσης Gauss [ο.π., 
σ. 792].  
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2.6.4 Τρόπος επίλυσης του γραµµικού συστήµατος 
 

Για την επίλυση του γραµµικού συστήµατος Ax=b που προκύπτει από τη 
διακριτοποίηση της ολοκληρωτικής εξίσωσης [Εξ. (2.120)], είτε µε τη µέθοδο ταξιθεσίας 
[Εξ. (2.125) και (2.126)], είτε µε τη µέθοδο Nystrom [Εξ. (2.130) και (2.131)], δοκιµάστηκαν 
επαναληπτικές µέθοδοι, όπως η Jacobi [Παπαγεωργίου (1990), σ. 250-253], η Gauss-Seidel 
[ο.π., σ. 253-255] και η µέθοδος της διαδοχικής υπερχαλάρωσης SOR {successive over 
relaxation, [ο.π, σ. 260-262]}, και µία άµεση, η µέθοδος παραγοντοποίησης του πίνακα Α σε 
άνω και κάτω τριγωνικό {παραγοντοποίηση LU, LU-decomposition, [Press et al. (1997), σ. 
43-48]}. 

Απαραίτητη προϋπόθεση για τη χρησιµοποίηση µιας επαναληπτικής µεθόδου είναι η 
σύγκλιση. Για τις επαναληπτικές µεθόδους ικανή και αναγκαία συνθήκη για τη σύγκλιση, 
ανεξάρτητα από την αρχική εκτίµηση του διανύσµατος της λύσης,  είναι η φασµατική ακτίνα 
(µέγιστη ιδιοτιµή του Β), ρ(B), του επαναληπτικού πίνακα Β της µεθόδου να είναι µικρότερη 
της µονάδας [Παπαγεωργίου (1990), σ. 248-249]. Ικανή συνθήκη για τη σύγκλιση της 
επαναληπτικής µεθόδου Jacobi αποτελεί η αυστηρή διαγώνια υπεροχή του πίνακα A 
[Παπαγεωργίου & Τσίτουρας (2000), σ. 155-156]. Η αυστηρή διαγώνια υπεροχή αποτελεί 
ικανή συνθήκη σύγκλισης και για τη µέθοδο Gauss-Seidel [Dahlquist & Bjorck (1974), σ. 
192]. Μικρότερη τιµή της ρ(B) οδηγεί σε αύξηση της ταχύτητας σύγκλισης [Παπαγεωργίου 
(1990), σ. 257]. Η επιλογή κατάλληλης τιµής για την παράµετρο χαλάρωσης της 
επαναληπτικής µεθόδου SOR, ω, η οποία επιδρά στον επαναληπτικό πίνακα της µεθόδου, 
µπορεί να οδηγήσει σε µείωση της φασµατικής ακτίνας και συνεπώς, είτε σε σύγκλιση της 
µεθόδου [καθιστώντας τη ρ(B) µικρότερη του 1], είτε σε επιτάχυνση της σύγκλισης. Έχει 
βρεθεί στην πράξη ότι το πλήθος των επαναλήψεων µε τη µέθοδο SOR χρησιµοποιώντας 
κατάλληλο ω µειώνεται πολύ, σε µερικές περιπτώσεις και εκατό φορές [Scheid (1976), σ. 
341]. Το αδύνατο σηµείο των µεθόδων υπερχαλάρωσης είναι [Press et al. (1997), σ. 867] ότι 
δεν υπάρχει γενικός τρόπος για τον προσδιορισµό της τιµής της παραµέτρου ω που οδηγεί σε 
ταχύτατη σύγκλιση. Η ταχύτητα σύγκλισης είναι υψηλή µόνο σε µια στενή ζώνη τιµών. Το 
πλήθος πράξεων για µία επανάληψη των µεθόδων Jacobi, Gauss-Seidel και SOR είναι 
ανάλογο του N2 [Παπαγεωργίου & Τσίτουρας (2000), σ. 161]. 

Οι άµεσες µέθοδοι µπορούν να δώσουν λύση στο γραµµικό σύστηµα ακόµη κι αν ο 
πίνακας Α δεν εµφανίζει διαγώνια υπεροχή. Πρόβληµα για τις άµεσες µεθόδους είναι τα 
σφάλµατα στρογγυλοποίησης, τα οποία µπορεί να γίνουν σηµαντικά όταν η διάσταση του 
συστήµατος είναι µεγάλη [Press et al. (1997), σ. 32-33]. Στη µέθοδο παραγοντοποίησης που 
χρησιµοποιείται (παραγοντοποίηση του πίνακα Α σε άνω και κάτω τριγωνικό – LU-
decomposition) έχει εφαρµοστεί µερική οδήγηση [Press et al. (1997), σ. 38], διαδικασία που 
µειώνει τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης. Το πλήθος των πράξεων είναι ανάλογο του (1/3)Ν3 
[Press et al. (1997), σ. 48]. 

Ο πίνακας Α του γραµµικού συστήµατος στο οποίο οδηγεί η διακριτοποίηση της 
ολοκληρωτικής εξίσωσης για τα προβλήµατα ενδιαφέροντος (υπολογισµός ροής στο 
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εσωτερικό αυλακιών και οπών µε κυλινδρική συµµετρία) γενικά εµφανίζει διαγώνια 
υπεροχή, οπότε οι επαναληπτικές µέθοδοι που χρησιµοποιούνται συγκλίνουν. Γενικά, το 
πλήθος των επαναλήψεων δεν ξεπερνά το Ν (όπου Ν η διάσταση του γραµµικού 
συστήµατος), είναι πολύ µικρότερο στις περισσότερες περιπτώσεις, εποµένως οι 
επαναληπτικές µέθοδοι είναι ταχύτερες από την άµεση. Στην πράξη η ταχύτερη από τις 
επαναληπτικές µεθόδους στα προβλήµατα ενδιαφέροντος είναι η µέθοδος SOR [Κόκκορης 
(2000)]. Οι Singh et al. χρησιµοποιούν τη µέθοδο Gauss-Jordan µε πλήρη οδήγηση για 
µικρούς πίνακες και Gauss – Seidel για µεγαλύτερους [Singh et al. (1992)].  

Ο πίνακας A του γραµµικού συστήµατος είναι πυκνός. Έτσι, δεν µπορεί να 
αποθηκευτεί συµπαγώς (§7.3.2) µε αποτέλεσµα να είναι µεγάλες οι απαιτήσεις σε µνήµη. Το 
πρόβληµα µε την αποθήκευση του πίνακα Α µπορεί να ξεπεραστεί µε τις επαναληπτικές 
µεθόδους, καθώς σε κάθε βήµα υπολογισµού της νέας εκτίµησης της λύσης αρκεί να είναι 
γνωστή µόνο µία γραµµή του πίνακα Α και όχι ολόκληρος ο πίνακας. Συνεπώς, µπορεί να 
αποθηκεύεται µόνο το απαραίτητο για κάθε βήµα τµήµα του πίνακα Α, δηλαδή µία γραµµή. 
Βέβαια, αυτό επιβαρύνει το υπολογιστικό κόστος σε χρόνο, αφού σε κάθε επανάληψη 
χρειάζεται να υπολογιστούν εξ’ αρχής γραµµή-γραµµή τα στοιχεία του πίνακα Α. Γενικά, το 
υπολογιστικό κόστος σε χρόνο µπορεί να µειωθεί αν µειωθεί το πλήθος των επαναλήψεων 
της µεθόδου. Για το σκοπό αυτό προσδιορίστηκε εµπειρικά η βέλτιστη τιµή της παραµέτρου 
χαλάρωσης ω, δηλαδή η τιµή που δίνει το ελάχιστο πλήθος επαναλήψεων για τη µέθοδο 
SOR. Ειδικότερα, υπολογίστηκε εµπειρικά συνάρτηση που συσχετίζει τη βέλτιστη τιµή του 
ω µε τις παραµέτρους του προβλήµατος που επιδρούν στην ταχύτητα σύγκλισης, τόσο στην 
περίπτωση αυλακιού [Κόκκορης (2000)], όσο και στην περίπτωση οπής κυλινδρικής 
συµµετρίας [Κουλίδης (2001)]. 
 
 
2.6.5 Ζητήµατα κατά την αριθµητική επίλυση 
 

Για την εξέταση της επίδρασης διαφόρων παραµέτρων της ολοκληρωτικής εξίσωσης 
στην αριθµητική επίλυση και λύση και την αξιολόγηση των µεθόδων επίλυσης θεωρούνται 
πρότυπες δοµές: αυλάκια µε κάθετα πλάγια τοιχώµατα και πλήρως επίπεδη βάση και 
κυλινδρικές οπές (οι οπές κυλινδρικής συµµετρίας δεν είναι απαραίτητα κυλινδρικές). 
Επίσης, θεωρείται ότι ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης των σωµατιδίων του 
συστατικού σε κάθε στοιχειώδη επιφάνεια των πρότυπων δοµών είναι σταθερός.  

Στις επόµενες παραγράφους εξετάζεται η επίδραση της απευθείας ροής στη συνέχεια 
της λύσης (§2.6.5.1), αντιµετωπίζεται η ιδιοµορφία του πυρήνα της ολοκληρωτικής εξίσωσης  
(§2.6.5.2) και αξιολογούνται οι µέθοδοι επίλυσης  (§2.6.5.3). Επίσης εξετάζεται η επίδραση 
του τρόπου διαµέρισης (§2.6.5.4), καθώς και του φαινόµενου συντελεστή προσκόλλησης και 
του λόγου ασυµµετρίας της δοµής (ο λόγος του βάθους, d, προς το πλάτος, w, της δοµής, 
ΛΑ=d/w) στην αριθµητική επίλυση µε τη µέθοδο Nystrom  (§2.6.5.5). 
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Αν ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης είναι σταθερός ή γενικότερα δεν 
εξαρτάται από τις απόλυτες διαστάσεις της δοµής, η αδιαστατοποίηση της ολοκληρωτικής 
εξίσωσης µε χαρακτηριστικό µήκος το πλάτος, w, της δοµής, µεταβάλλει µόνο το άνω όριο 
ολοκλήρωσης, το οποίο για τις πρότυπες δοµές είναι 2ΛΑ+1. Τα αποτελέσµατα που 
παρουσιάζονται στη συνέχεια αφορούν και κάθε όµοια µε την περιγραφόµενη δοµή, η αλλιώς 
αφορούν δοµές µε τον ίδιο ΛΑ. Η µεταβλητή s στα σχήµατα που ακολουθούν µπορεί να 
αντικατασταθεί από την s/w. 
 
 
2.6.5.1 Η επίδραση της απευθείας ροής στη συνέχεια της λύσης 
 

Η απευθείας ροή, ή αλλιώς η συνάρτηση h(s) της ολοκληρωτικής εξίσωσης (2.120), 
εµφανίζει ασυνέχεια στις γωνίες των πρότυπων δοµών. Στο Σχήµα 2.16 φαίνεται η απευθείας 
ροή ουδέτερου συστατικού σε διατοµή πρότυπου αυλακιού και πρότυπης οπής µε βάθος d=4 
και πλάτος w=1. Η ασυνέχεια που παρατηρείται οφείλεται στην ασυνέχεια της κλίσης στις 
γωνίες των διατοµών. 

 
 
 

 

s για οπή
01234

s για αυλάκι
0 1 2 3 4

απ
ευ
θε
ία
ς 
ρο
ή 
συ
στ
ατ
ικ
ού

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 

 
 

Σχήµα 2.16 Η απευθείας ροή (ανηγµένη στη ροή σε ελεύθερη επιφάνεια) ουδέτερου συστατικού 
(ισοτροπική κατανοµή) συναρτήσει του µήκους τόξου διατοµής πρότυπου αυλακιού και οπής. Το 
βάθος των δοµών είναι d=4 και το πλάτος w=1 (ΛΑ=4). Το αριστερό τµήµα του Σχήµατος 2.16 αφορά 
το αυλάκι, ενώ το δεξιό την οπή. Η απευθείας ροή εµφανίζει ασυνέχεια στις γωνίες των δοµών (s=4). 
 

Η ασυνέχεια της συνάρτησης h(s) οδηγεί σε ασυνέχεια και τη λύση της 
ολοκληρωτικής εξίσωσης [Atkinson (2000)]. Στη συνέχεια περιγράφεται παράδειγµα 
προβλήµατος αντίστοιχου της Εξ. (2.120) για το οποίο ο πυρήνας είναι  

 
1( , )

( 1)( 1)
λK s s

s s
′ =

′+ +
,       (2.134) 

 
ενώ η συνάρτηση h(s) είναι ασυνεχής  
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Το πρόβληµα επιλύεται αναλυτικά και η λύση είναι ασυνεχής 
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Στο Σχήµα 2.17 φαίνεται η συνάρτηση h(s) και η αριθµητική λύση u(s) του προβλήµατος µε 
τη µέθοδο Nystrom, η οποία συµπίπτει µε τη αναλυτική λύση [Εξ. (2.136)]. 
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Σχήµα 2.17 H αριθµητική λύση u(s) της ολοκληρωτικής εξίσωσης (2.120) µε συνάρτηση h(s) όπως 
δίδεται από την Εξ. (2.135) και πυρήνα όπως δίδεται από την Εξ. (2.134). Η ασυνέχεια στη 
συνάρτηση h(s) οδηγεί σε ασυνέχεια την αναλυτική [Εξ. (2.136)] και αριθµητική λύση.  
 

Τα συµπεράσµατα που προκύπτουν είναι: α) Η ασυνέχεια στην απευθείας ροή θα 
προκαλέσει ασυνέχεια στη συνολική ροή, όπως συνέβη και στο παραπάνω παράδειγµα όπου η 
ασυνέχεια της h(s) προκάλεσε την ασυνέχεια της λύσης της ολοκληρωτικής εξίσωσης. Αυτό 
επιβεβαιώνεται από τα αποτελέσµατα στην §2.7. β) Η µέθοδος Nystrom αντιµετωπίζει χωρίς 
πρόβληµα την ασυνέχεια της λύσης, όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.17. 

Η ασυνέχεια στη συνολική ροή επιβεβαιώνεται µε Monte Carlo προσοµοιώσεις 
[Wulu et al. (1991)]. Μάλιστα, οι Wulu et al. αναφέρουν και πειραµατικά αποτελέσµατα που 
επιβεβαιώνουν αυτήν την ασυνέχεια. Η ύπαρξη ασυνέχειας στα πειραµατικά δεδοµένα 
ενισχύει την παραδοχή ότι η διάχυση στην επιφάνεια δεν είναι σηµαντική. 
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2.6.5.2 Η αντιµετώπιση της ιδιοµορφίας του πυρήνα της ολοκληρωτικής εξίσωσης  
 

Στα Σχήµατα 2.18α και 2.19α φαίνονται οι πυρήνες K(s′,s) των ολοκληρωτικών 
εξισώσεων για αυλάκι και οπή, όπως περιγράφονται από τις Εξ. (2.122) και (2.123), για δύο 
πρότυπες δοµές (αυλάκι µε κάθετα τοιχώµατα και επίπεδη βάση και κυλινδρική οπή) µε 
βάθος d=4 και πλάτος w=1. Στα Σχήµατα 2.18β, 2.18γ, 2.19β, 2.19γ φαίνεται ο πυρήνας σε 
δύο σηµεία s των πρότυπων δοµών: ένα µακριά από γωνία (Σχήµατα 2.18β και 2.19β) και 
ένα κοντά σε γωνία (Σχήµατα 2.18γ και 2.19γ).  
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Σχήµα 2.18 (α) Το γινόµενο λK(s′,s) για τη διατοµή πρότυπου αυλακιού [Εξ. (2.122)] µε βάθος d=4 
και πλάτος w=1. Η τιµή του φαινόµενου συντελεστή προσκόλλησης είναι SE=0.  (β) Το ίδιο µε (α) 
όταν s=2.02, σε ένα σηµείο µακριά από τη γωνία. (γ) Το ίδιο µε (α) όταν s=3.98, σε ένα σηµείο στη 
γειτονιά της γωνίας. Σηµειώνεται ότι τα µέγιστα στα 2.18α και 2.18γ είναι πολύ µεγάλοι αριθµοί. 
 

Ο πυρήνας µπορεί να είναι ασυνεχής λόγω ασυνεχούς µεταβολής της κλίσης του 
διαστήµατος ολοκλήρωσης (π.χ. Σχήµα 2.18β για το πρότυπο αυλάκι) ή/και να εµφανίζει 
ασυνέχειες στην κλίση (π.χ. Σχήµα 2.19β για την πρότυπη οπή). Επίσης, όταν s′→s οι 
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παρονοµαστές των πυρήνων παίρνουν πολύ µικρές τιµές µε πιθανό αποτέλεσµα - αν οι 
αριθµητές δεν είναι µηδενικοί ή αρκετά µικροί - οι πυρήνες να παίρνουν πολύ υψηλές τιµές, 
να µην είναι φραγµένοι. Τότε, οι πυρήνες των ολοκληρωτικών εξισώσεων και κατά συνέπεια 
οι αντίστοιχες ολοκληρωτικές εξισώσεις είναι ιδιόµορφες. Αυτό συµβαίνει όταν το s 
βρίσκεται στη γειτονιά των γωνιών, όπως φαίνεται και στα Σχήµατα 2.18γ και 2.19γ. 
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(β) (γ) 
Σχήµα 2.19 (α) Το γινόµενο λK(s′,s) για τη διατοµή πρότυπης οπής [Εξ. (2.123)] µε βάθος d=4 και 
πλάτος w=1. Η τιµή του φαινόµενου συντελεστή προσκόλλησης είναι SE=0.  (β) Το ίδιο µε (α) όταν 
s=2.02, σε ένα σηµείο µακριά από τη γωνία. (γ) Το ίδιο µε (α) όταν s=3.98, σε ένα σηµείο στη 
γειτονιά της γωνίας. Σηµειώνεται ότι τα µέγιστα στα Σχήµατα 2.19α και 2.19γ είναι πολύ µεγάλοι 
αριθµοί. 

Γενικά, η λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης είναι ασυνεχής (§2.6.5.1, §2.7). Η µόνη 
περίπτωση στην οποία η λύση είναι συνεχής είναι όταν SE=0. Αυτή είναι και η µόνη 
περίπτωση όπου η πραγµατική λύση είναι γνωστή [Singh et al. (1992)] και ίση µε j0 [ροή σε 
ελεύθερη επιφάνεια, Εξ. (2.54)] κατά µήκος της διατοµής και για τις δύο πρότυπες δοµές. 
Στο Σχήµα 2.20α φαίνεται η συνολική ροή σε διατοµή των πρότυπων δοµών όταν SE=0, όπως 
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υπολογίζεται από την ολοκληρωτική εξίσωση (2.103) για το αυλάκι και (2.118) για την οπή 
µε τη µέθοδο Nystrom. Η αριθµητική λύση για την επιλεγµένη διαµέριση (11 σηµεία Gauss 
ανά µονάδα µήκους) είναι γενικά µακριά από την αναλυτική λύση και εµφανίζει στις γωνίες 
διακυµάνσεις. Αυτά είναι πιθανό να οφείλονται στην ιδιοµορφία (έλλειψη φράγµατος ή 
ασυνέχεια) του πυρήνα [Atkinson (1976), σ. 176]. 

Η πύκνωση της διαµέρισης (41 σηµεία Gauss ανά µονάδα µήκους) είχε σαν 
αποτέλεσµα η αριθµητική λύση να πλησιάσει την πραγµατική (Σχήµα 2.20β). Ωστόσο, οι 
διακυµάνσεις στις γωνίες δεν εξαλείφθηκαν. Η λύση στο πρόβληµα προέκυψε µε τη 
εφαρµογή τεχνικής [Press et al. (1997), σ. 798] που χρησιµοποιείται για την αποµάκρυνση 
πιθανής ιδιοµορφίας του πυρήνα όταν s=s′. Η ολοκληρωτική εξίσωση (2.120) µετατρέπεται 
σε 
 

[ ]( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a

u s h s λ K s s u s u s ds λr s u s′ ′ ′= + − +∫ ,    (2.137) 

όπου 

( ) ( , )
b

a

r s K s s ds′= ∫ ′

i

.        (2.138) 

 
Εφαρµόζοντας την παραπάνω τεχνική στη µέθοδο Nystrom, αντί της Εξ. (2.131), προκύπτει 
για τις τιµές της u στους κόµβους του πλέγµατος ότι 
 

( )
1

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
N

i i j j i j i i
j
j i

u s h s w λK s s u u λr s u s
=
≠

= + − +∑ .    (2.139) 

 
Το ολοκλήρωµα r(si) υπολογίζεται ανεξάρτητα από την υπάρχουσα διαµέριση µε τη µέθοδο 
ολοκλήρωσης Gauss χρησιµοποιώντας αρκετά µεγαλύτερο πλήθος σηµείων Gauss από την 
υπάρχουσα διαµέριση. 

Τα στοιχεία των πινάκων Α και b του προκύπτοντος γραµµικού συστήµατος είναι 
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∑ ⎬= , i=1,2,…,N,  j=1,2,…,N (2.140)  

  
 bi = h(si), i=1,2,…,N.        (2.141) 
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(γ) 
Σχήµα 2.20 (α) Συνολική ροή σε διατοµή των πρότυπων δοµών όταν SE=0, όπως υπολογίζεται από 
την ολοκληρωτική εξίσωση (2.103) για αυλάκι και (2.118) για οπή βάθους d=4 και πλάτους w=1. 
Χρησιµοποιείται η µέθοδος Nystrom και 11 σηµεία Gauss ανά µονάδα µήκους. (β) Όµοια µε (α) 
χρησιµοποιώντας 41 σηµεία Gauss ανά µονάδα µήκους. (γ) Όµοια µε (α) χρησιµοποιώντας την Εξ. 
(2.139) για τη διακριτοποίηση.  
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Το αποτέλεσµα εφαρµογής της τεχνικής φαίνεται στο Σχήµα 2.20γ χρησιµοποιώντας 
τη διαµέριση του Σχήµατος 2.20α (11 σηµεία Gauss ανά µονάδα µήκους). Παρατηρείται ότι 
η λύση βελτιώνεται όχι µόνο στη γειτονιά της γωνίας αλλά και στο υπόλοιπο διάστηµα. 
Μάλιστα η αριθµητική λύση είναι πιο κοντά στην πραγµατική από αυτή του Σχήµατος 2.20β, 
µολονότι τα σηµεία Gauss είναι 4 φορές λιγότερα. 

Σηµειώνεται ότι η εφαρµογή της παραπάνω τεχνικής στη µέθοδο ταξιθεσίας δεν  είχε 
αντίστοιχα µε τη µέθοδο Nystrom αποτελέσµατα. 
 
 
2.6.5.3 Αξιολόγηση των µεθόδων επίλυσης της ολοκληρωτικής εξίσωσης 
 

Η µέθοδος Nystrom είναι απλούστερη στην εφαρµογή της, αφού δεν απαιτείται 
ολοκλήρωση για τον υπολογισµό των συντελεστών aij του γραµµικού συστήµατος. Επιπλέον, 
το πρόβληµα µε τις διακυµάνσεις στις γωνίες δεν αντιµετωπίστηκε µε τη µέθοδο ταξιθεσίας. 
Η µέθοδος Nystrom, ακόµη κι όταν δεν εφαρµόζεται η τεχνική αντιµετώπισης της 
ιδιοµορφίας του πυρήνα της §2.6.5.2, φαίνεται ότι είναι υψηλότερης τάξης ακρίβειας. Στην 
περίπτωση υπολογισµού ροής σε πρότυπο αυλάκι, όταν SE=0 (οπότε είναι γνωστή η 
πραγµατική λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης), το σφάλµα µε τη µέθοδο Nystrom είναι 
ανάλογο του N–2 (N το πλήθος των σηµείων διαµέρισης), ενώ µε τη µέθοδο ταξιθεσίας είναι 
ανάλογο του N–1, χρησιµοποιώντας γραµµικές ή διωνυµικές συναρτήσεις βάσης [Κόκκορης 
(2000)]. Η επαλήθευση του κώδικα και για τις δύο µεθόδους περιέχεται στην §A.5.4. 

Πλήθος µεθόδων επίλυσης ολοκληρωτικών εξισώσεων και λεπτοµέρειες για αυτές 
µπορεί κάποιος να αναζητήσει στα βιβλία των Atkinson [Atkinson (1976)], Delves και 
Mohamed [Delves & Mohamed (1985)] και Goldberg [Goldberg (1979)]. Οι Delves και 
Mohamed πρότειναν τη µέθοδο Nystrom και τη χρήση του κανόνα ολοκλήρωσης Gauss για 
τις εξισώσεις Fredholm 2ου είδους.ℜ Ο Atkinson αναφέρει ότι η µέθοδος ταξιθεσίας είναι 
δύσκολο να συναγωνιστεί τη µέθοδο Nystrom και σηµειώνει ότι για τις περισσότερες 
περιπτώσεις πυρήνων ο κανόνας ολοκλήρωσης Gauss για τη µέθοδο Nystrom είναι ο 
προτεινόµενος [Atkinson (1976), σ. 62]. 

Στις δύο επόµενες παραγράφους εξετάζεται η επίδραση του τρόπου διαµέρισης, του 
φαινόµενου συντελεστή προσκόλλησης και του λόγου ασυµµετρίας της δοµής στην αριθµητική 
επίλυση µε τη µέθοδο Nystrom. 
 
 
2.6.5.4 Η επίδραση του τρόπου διαµέρισης 

 
Στη µέθοδο Nystrom το ίδιο πλήθος σηµείων διαµέρισης µπορεί να διασκορπιστεί µε 

διαφορετικούς τρόπους κατά µήκος του προφίλ της δοµής. Για παράδειγµα, 90 σηµεία Gauss 

                                                 
ℜ Αναφέρουν χαρακτηριστικά για τη µέθοδο Nystrom:  “This routine is extremely simple…. Such results are 
enough to make a numerical analyst weep“.  
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µπορούν να διασκορπιστούν σε 3 τµήµατα του προφίλ (30 στο καθένα) ή σε 9 τµήµατα (10 
στο καθένα). Εξετάζεται αν ο τρόπος διαµέρισης για σταθερό πλήθος σηµείων διαµέρισης 
επηρεάζει την ακρίβεια της µεθόδου. Στο Σχήµα 2.21 φαίνεται η απόκλιση της αριθµητικής 
λύσης από την πραγµατική λύση για πρότυπο αυλάκι και οπή χρησιµοποιώντας τρεις 
διαφορετικούς τρόπους διαµέρισης (A, B και Γ) διατηρώντας το συνολικό πλήθος των 
σηµείων διαµέρισης σταθερό. 
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Σχήµα 2.21 Απόκλιση της αριθµητικής λύσης από την πραγµατική (||u – ureal||2/||ureal||2) για 6 πρότυπες 
δοµές (3 αυλάκια, 3 οπές) διαφορετικού λόγου ασυµµετρίας (ΛΑ) χρησιµοποιώντας 3 τρόπους 
διαµέρισης. Είναι SE=0 και έχει χρησιµοποιηθεί η µέθοδος Nystrom. Για κάθε ΛΑ διατηρείται το 
συνολικό πλήθος σηµείων διαµέρισης. Σε κάθε περίπτωση το διάστηµα ολοκλήρωσης διαιρείται σε 
ισοµήκη στοιχεία σε κάθε ένα από τα οποία διασκορπίζονται σηµεία Gauss. Ο Α τρόπος διαµέρισης 
αφορά 10 στοιχεία διαµέρισης ανά µονάδα µήκους του διαστήµατος ολοκλήρωσης, ο Β 5 στοιχεία 
και ο Γ 2 στοιχεία. 
 

Από το Σχήµα 2.21 φαίνεται ότι µε τη µέθοδο Nystrom για τα αυλάκια και για 
σταθερό πλήθος σηµείων διαµέρισης, ο τρόπος διαµέρισης δεν επηρεάζει την απόκλιση από 
την πραγµατική λύση. Για τις οπές δεν µπορεί να βγει συµπέρασµα για το πώς επηρεάζει η 
διαµέριση την απόκλιση από την πραγµατική λύση.  
 
 
2.6.5.5 Η επίδραση του φαινόµενου συντελεστή προσκόλλησης και του λόγου 
ασυµµετρίας 

 
Η ολοκληρωτική εξίσωση  
 

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

u s h s λ K s s u s ds′ ′= + ∫ ′       (2.142) 

 
σε διακριτή µορφή πινάκων γίνεται 
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1 1
λ λ

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

uΚ Ι h .         (2.143) 

 
Από την Εξ. (2.143) φαίνεται ότι αν το κλάσµα 1/λ είναι κοντά σε ιδιοτιµή του πίνακα 

K, τότε ο πίνακας 1
λ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠
Κ Ι  είναι κοντά σε ιδιοµορφία και η επίλυση του γραµµικού 

συστήµατος δυσχεραίνει. 
Τόσο ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης, SE,  όσο και ο λόγος ασυµµετρίας, ΛΑ, 

της δοµής, µπορούν να επηρεάσουν την επίλυση του γραµµικού συστήµατος. Από τη µία 
πλευρά, ο SE επηρεάζει την τιµή της παραµέτρου λ. Από τις Εξ. (2.122) και (2.123) φαίνεται 
µάλιστα ότι λ ~ (1 – SE). Από την άλλη πλευρά, η µεταβολή του ΛΑ µεταβάλλει τις ιδιοτιµές του 
πίνακα K της Εξ. (2.143), αφού 2ΛΑ+1 είναι το άνω όριο ολοκλήρωσης της Εξ. (2.142) 
(§2.6.5). 
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Σχήµα 2.22 Ισοϋψείς του δείκτη κατάστασης (∆Κ) του πίνακα Α του γραµµικού συστήµατος που 
προκύπτει από τη διακριτοποίηση της ολοκληρωτικής εξίσωσης µε τη µέθοδο Nystrom συναρτήσει του 
SE και του ΛΑ. (α) Ο ∆Κ για το πρότυπο αυλάκι. (β) Ο ∆Κ για την πρότυπη οπή. 

 

Ο δείκτης κατάστασης (∆Κ) του πίνακα 1
λ

⎛ −⎜
⎝ ⎠
Κ Ι ⎞⎟

                                                

 του γραµµικού συστήµατος είναι 

δείκτης για την κατάσταση του γραµµικού συστήµατος (§7.2.3.2). Στο Σχήµα 2.22 φαίνεται η 
εξάρτηση του ∆Κ του πίνακα A που προκύπτει από τη διακριτοποίηση µε τη µέθοδο 
Nystromℜ από το ΛΑ και το SE και για τις δύο περιπτώσεις πρότυπων δοµών. Γενικά, 
φαίνεται ότι ο ∆Κ αυξάνεται µε τη µείωση του SE ή µε την αύξηση του ΛΑ. Επίσης, ο ∆Κ 
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είναι υψηλότερος στην περίπτωση της πρότυπης οπής. Οι πιθανές επιδράσεις υψηλού ∆Κ για 
τον πίνακα A είναι ο περιορισµός της ακρίβειας της λύσης. 
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Σχήµα 2.23 Απόκλιση (|| u – uref ||2/|| uref ||2) της αριθµητικής λύσης u από τη λύση αναφοράς uref 

(ακριβέστερη δυνατή λύση) και ο ∆Κ του πίνακα A του γραµµικού συστήµατος που προκύπτει από 
τη διακριτοποίηση για διάφορες τιµές του SE συναρτήσει του πλήθους των σηµείων διαµέρισης. Η 
απόκλιση αφορά στο µέσο της βάσης πρότυπης δοµής µε ΛΑ=4. Η µέθοδος Nystrom έχει 
χρησιµοποιηθεί. (α) Η απόκλιση και (β) ο ∆Κ του πίνακα στην περίπτωση πρότυπου αυλακιού. (γ) Η 
απόκλιση και (δ) ο ∆Κ του πίνακα στην περίπτωση πρότυπης οπής. 
 

Στο Σχήµα 2.23 µελετάται η επίδραση του SE στην ακρίβεια της αριθµητικής λύσης 
µε τη µέθοδο Nystrom. Στο Σχήµα 2.23α φαίνεται η απόκλιση της αριθµητικής λύσης από 
την ακριβέστερη δυνατή λύση για πρότυπο αυλάκι και για διαφορετικές τιµές του SE 
συναρτήσει του πλήθους των σηµείων διαµέρισης. Στο Σχήµα 2.23β φαίνεται ο ∆Κ του 
πίνακα Α του γραµµικού συστήµατος που προκύπτει από τη διακριτοποίηση συναρτήσει του 
πλήθους των σηµείων διαµέρισης. Στα Σχήµατα 2.23γ και 2.23δ φαίνονται τα αντίστοιχα των 
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Σχηµάτων 2.23α και 2.23β για την περίπτωση της πρότυπης οπής. Στα Σχήµατα 2.23α και 
2.23γ σηµειώνεται και η εξάρτηση της απόκλισης από το πλήθος των σηµείων διαµέρισης 
για κάθε τιµή του SE. Για τον υπολογισµό της εξάρτησης λαµβάνονται υπόψη µόνο τα 4 
τελευταία σηµεία κάθε καµπύλης. Η απόκλιση είναι ανάλογη του Ν–2.1 για κάθε τιµή του SE 
στην περίπτωση του πρότυπου αυλακιού. Η εξάρτηση της απόκλισης από το πλήθος των 
σηµείων για την περίπτωση της πρότυπης οπής αλλάζει µε την τιµή του SE. Η απόκλιση είναι 
ανάλογη του Ν–0.44 για SE=10-5 και του Ν–2.29 για SE=0.5. Αυτή η µεταβολή της εξάρτησης 
από το πλήθος των σηµείων διαµέρισης ακολουθεί τη µεταβολή του ∆Κ του πίνακα Α. Ο ∆Κ 
είναι υψηλός για SE=10-5, 10-3 και 10-2, οπότε και η παρατηρούµενη τάξη µείωσης της 
απόκλισης είναι µικρή. Ο ∆Κ µειώνεται για SE>0.01, οπότε και η παρατηρούµενη τάξη 
µείωσης αυξάνεται. Ο ∆Κ για την περίπτωση του πρότυπου αυλακιού είναι µικρότερος σε 
σχέση µε αυτόν της πρότυπης οπής και για αυτό το λόγο δεν παρατηρείται αλλαγή της τάξης 
µείωσης για διαφορετικά SE. 

Σηµειώνεται ότι οι αποκλίσεις στα Σχήµατα 2.23α και 2.23γ αφορούν το µέσο της 
βάσης των πρότυπων δοµών. Οι αποκλίσεις είναι αντίστοιχες και για το µέσο του πλάγιου 
τοιχώµατος των πρότυπων δοµών. Αντίστοιχη είναι η τάξη µείωσης της απόκλισης και σε 
πρότυπες δοµές µε διαφορετικό ΛΑ.  
 
 
2.7 Αποτελέσµατα υπολογισµού της ροής στο εσωτερικό δοµών 

 
Στις παραγράφους που ακολουθούν εξετάζεται η επίδραση του φαινόµενου 

συντελεστή προσκόλλησης, SE, και του λόγου ασυµµετρίας, ΛΑ, στη ροή στο εσωτερικό 
δοµών και αναδεικνύεται η σχετική σηµασία των φαινοµένων σκίασης και επανεκποµπής. 
Για να εξαχθούν γενικά συµπεράσµατα θεωρείταιℜ ότι α) ο συντελεστής προσκόλλησης των 
σωµατιδίων του συστατικού που εξετάζεται είναι σταθερός σε κάθε σηµείο στο εσωτερικό 
της δοµής και β) οι δοµές που εξετάζονται είναι πρότυπες: αυλάκια µε κάθετα πλάγια 
τοιχώµατα και πλήρως επίπεδη βάση και κυλινδρικές οπές. Το τυπικό εύρος τιµών για το 
φαινόµενο συντελεστή προσκόλλησης των συστατικών που µελετώνται στην παρούσα 
εργασία είναι 10-4 ≤ SE ≤ 10-1, ενώ το εύρος τιµών για το λόγο ασυµµετρίας των δοµών είναι 
0.1 ≤ ΛΑ ≤ 50. Αρχικά παρουσιάζονται αποτελέσµατα για τη ροή ουδέτερου συστατικού και 
έπειτα για τη ροή φορτισµένου. 

Στο Σχήµα 2.24 φαίνεται η συνολική, η απευθείας ροή και η ροή από επανεκποµπή  
ουδέτερου συστατικού (ισοτροπική κατανοµή και µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής) 
κατά µήκος διατοµής αυλακιού και οπής βάθους d=4 και πλάτους w=1 (ΛΑ=4). Όλες οι ροές 
είναι κανονικοποιηµένες σε σχέση µε τη ροή του συστατικού σε ελεύθερη επιφάνεια. Ο 

                                                 
ℜ Γενικά ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης σωµατιδίων συστατικού σε µία επιφάνεια εξαρτάται από 
την κατάσταση της επιφάνειας, το είδος και τη ροή κάθε συστατικού που φτάνει σε αυτή. Συνεπώς 
µεταβάλλεται από σηµείο σε σηµείο στο εσωτερικό µιας δοµής. Επίσης, οι δοµές αυλακιού και οπής κατά τη 
διάρκεια της εγχάραξής τους δεν είναι πρότυπες, µπορεί όµως να προσεγγίζουν τις πρότυπες αν η εγχάραξη 
είναι ανισοτροπική. 
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φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης των σωµατιδίων του συστατικού σε κάθε σηµείο 
του αυλακιού ή της οπής είναι SE=0.01. Παρουσιάζονται αποτελέσµατα σε διατοµή των 
δοµών και µάλιστα µόνο στο µισό τµήµα των διατοµών. Στο αριστερό τµήµα του Σχήµατος 
2.24 φαίνονται οι ροές στην διατοµή του αυλακιού και στο δεξιό οι ροές σε διατοµή οπής. 
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Σχήµα 2.24 Η ροή (συνολική, j, απευθείας, jdirect, από επανεκποµπή, jreem) ουδέτερου συστατικού 
(ισοτροπική κατανοµή και µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής) συναρτήσει του µήκους τόξου 
διατοµής πρότυπου αυλακιού και οπής. Όλες οι ροές είναι ανηγµένες στη ροή σε ελεύθερη επιφάνεια. 
Ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης του ουδέτερου συστατικού είναι SE=0.01. Το βάθος των 
δοµών είναι d=4 και το πλάτος w=1 (ΛΑ=4). Το αριστερό τµήµα του Σχήµατος 2.24 αφορά το αυλάκι, 
ενώ το δεξιό την οπή. 
 

Τα συµπεράσµατα από το Σχήµα 2.24 για τη ροή ουδέτερου συστατικού  
συνοψίζονται στα παρακάτω: 

 
Α) Όλες οι ροές (συνολική, απευθείας, από επανεκποµπή) εµφανίζουν µια ασυνέχεια στη 
γωνία των διατοµών, s=d=4. 
 
Β) Στο πλάγιο τοίχωµα των δοµών, η απευθείας ροή µειώνεται όσο πλησιάζουµε στη βάση, 
διότι µικραίνει το παράθυρο ορατότητας (στερεά γωνία) προς το εξωτερικό της δοµής.  
 
Γ) Η ροή στη βάση των δοµών είναι περίπου σταθερή. 
 
∆) Στο πλάγιο τοίχωµα και προσεγγίζοντας τη βάση της δοµής, η αντίστοιχη «πηγή» ροής 
πλησιάζει τις «πηγές» στο βάθος της δοµής, ενώ η διαθέσιµη για επανεκποµπή απευθείας 
ροή σε αυτές τις «πηγές» µειώνεται. Τα δύο αυτά φαινόµενα είναι ανταγωνιστικά µε το 
πρώτο να επιδρά προσθετικά στη ροή από επανεκποµπή και το δεύτερο µειωτικά. Το πρώτο 
κυριαρχεί σε µικρή απόσταση από το στόµιο των δοµών, µε αποτέλεσµα η ροή από 
επανεκποµπή στο πλάγιο τοίχωµα των δοµών να αυξάνεται. Στο υπόλοιπο του πλάγιου 
τοιχώµατος τα δύο φαινόµενα ισοσταθµούν.  
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Ε) Η απευθείας ροή είναι µικρότερη στην οπή από ότι στο αυλάκι. Αυτό οφείλεται στο 
µικρότερο παράθυρο ορατότητας κάθε στοιχειώδους επιφάνειας της οπής. Η επίδραση της 
σκίασης στη ροή είναι εντονότερη στην οπή. 
 
ΣΤ) Η συνολική ροή στο αυλάκι είναι µεγαλύτερη από ότι στην οπή. Αυτό οφείλεται στο ότι 
οι «πηγές» ροής είναι περισσότερες στο αυλάκι (απείρου µήκους) και η διαθέσιµη προς 
επανεκποµπή απευθείας ροή µεγαλύτερη.  

 
Στο Σχήµα 2.25 φαίνεται η επίδραση του φαινόµενου συντελεστή προσκόλλησης, SE, 

στη συνολική ροή και στη ροή από επανεκποµπή ουδέτερου συστατικού για πρότυπο αυλάκι 
και οπή µε βάθος d=4 και πλάτος w=1 (ΛΑ=4). Από το Σχήµα 2.25α, όπου φαίνεται η 
συνολική ροή για διάφορες τιµές του SE, προκύπτει ότι η µείωση του SE συνεπάγεται αύξηση 
της συνολικής ροής. Αυτό οφείλεται στο ότι µε τη µείωση του SE αυξάνεται η ροή από 
επανεκποµπή (Σχήµα 2.25β). Όταν SE=0, για ισοτροπική κατανοµή και µηχανισµό 
«διάχυτης» επανεκποµπής, η συνολική ροή σε κάθε σηµείο στο εσωτερικό τυχαίας δοµής 
µπορεί αναλυτικά να αποδειχθεί [Singh et al. (1992)] ότι είναι ίση µε τη ροή σε ελεύθερη 
επιφάνεια (j/j0=1). 

Η ροή από επανεκποµπή για σταθερά SE και ΛΑ εξαρτάται από το πλήθος των 
«πηγών» (συνολική επιφάνεια της δοµής), την απόσταση µεταξύ των «πηγών» 
[παρανοµαστής της προς ολοκλήρωση συνάρτησης, Εξ. (2.72)] και την απευθείας ροή (ροή 
διαθέσιµη για επανεκποµπή). Στο αυλάκι οι «πηγές» ροής είναι περισσότερες (αυλάκι 
απείρου µήκους) και η απευθείας ροή µεγαλύτερη. Από την άλλη πλευρά, οι «πηγές» ροής 
στην οπή είναι πιο κοντά µεταξύ τους. Τα SE και ΛΑ καθορίζουν αν θα επικρατήσουν το 
πλήθος των «πηγών» και η απευθείας ροή ή η απόσταση µεταξύ των «πηγών». Όπως 
φαίνεται στο Σχήµα 2.25β, για ΛΑ=4 η ροή από επανεκποµπή είναι γενικά µεγαλύτερη στο 
αυλάκι. Η διαφορά των ροών από επανεκποµπή στις δύο δοµές µειώνεται καθώς µειώνεται ο 
SE. Μάλιστα, για τιµές του SE →0, η ροή από επανεκποµπή στην οπή ελαφρά ξεπερνά αυτή 
στο αυλάκι. Ακόµη και στις περιπτώσεις όπου η ροή από επανεκποµπή είναι µεγαλύτερη 
στην οπή από ότι στο αυλάκι, η συνολική ροή είναι µικρότερη, αφού η απευθείας ροή στο 
αυλάκι είναι µεγαλύτερη. 

Στo Σχήµα 2.25γ φαίνεται το κλάσµα της ροής από επανεκποµπή στη συνολική ροή 
για αυλάκι και οπή. Για τιµές του SE<0.05, το κλάσµα της ροής από επανεκποµπή είναι 
µεγαλύτερο του 0.8 της συνολικής ροής για κάθε στοιχειώδη επιφάνεια των πρότυπων 
δοµών, εξαιρουµένου ενός µικρού τµήµατος του πλάγιου τοιχώµατος. Το κλάσµα της ροής 
από επανεκποµπή είναι λίγο µεγαλύτερο στην οπή. Όπως το φαινόµενο σκίασης, έτσι και 
αυτό της επανεκποµπής είναι σηµαντικότερο στην οπή σε σχέση µε το αυλάκι. Το φαινόµενο 
της σκίασης επιδρά περισσότερο µειωτικά και το φαινόµενο της επανεκποµπής περισσότερο 
αυξητικά στη ροή στην περίπτωση της οπής. 
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(γ) 
Σχήµα 2.25 Η συνολική ροή, j, και η ροή από επανεκποµπή, jreem, ουδέτερου συστατικού (ισοτροπική 
κατανοµή και µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής) συναρτήσει του µήκους τόξου διατοµής 
πρότυπου αυλακιού και οπής για διάφορες τιµές του SE (0, 0.005, 0.01, 0.05, 0.1 και 0.5). Το βάθος 
των δοµών είναι d=4 και το πλάτος w=1 (ΛΑ=4). Το αριστερό τµήµα του Σχήµατος 2.25 αφορά το 
αυλάκι, ενώ το δεξιό την οπή. (α) Ο λόγος της συνολικής ροής προς τη ροή σε ελεύθερη επιφάνεια, 
j/j0. (β) Ο λόγος της ροής από επανεκποµπή προς τη ροή σε ελεύθερη επιφάνεια, jreem/j0. (γ) Ο λόγος 
της ροής από επανεκποµπή προς τη συνολική ροή, jreem/j. 
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 Ο ΛΑ είναι η δεύτερη σηµαντική παράµετρος για τον υπολογισµό της ροής στο 
εσωτερικό δοµών. Στο Σχήµα 2.26 φαίνεται η συνολική, η απευθείας και η ροή από 
επανεκποµπή ουδέτερου συστατικού συναρτήσει του ΛΑ πρότυπης δοµής για διάφορες τιµές 
του φαινόµενου συντελεστή προσκόλλησης. Όλες οι ροές είναι ανηγµένες στη ροή σε 
ελεύθερη επιφάνεια και αφορούν είτε το µέσο της βάσης (Σχήµατα 2.26α και 2.26β), είτε το 
µέσο του πλάγιου τοιχώµατος της πρότυπης δοµής (Σχήµατα 2.26γ και 2.26δ).  

Η απευθείας ροή σε πρότυπες δοµές µπορεί να υπολογιστεί αναλυτικά. Μάλιστα η 
απευθείας ροή για το µέσο της βάσης των δοµών, συναρτήσει του ΛΑ και της ροής σε 
ελεύθερη επιφάνεια j0, είναι  

 

0
, 21 4

b anal
jj
ΛΑ

=
+

        (2.144) 

 
για το πρότυπο αυλάκι [Abraham & Wang (1996)] και  
 

2
0

, 2

1 41
2 1 4b anal
j ΛΑj

ΛΑ
⎛ ⎞−

= +⎜ +⎝ ⎠
⎟        (2.145) 

 
για την πρότυπη οπή [Abraham & Chen (1996)]. Οι τιµές που προκύπτουν από τις παραπάνω 
σχέσεις για το µέσο της βάσης των πρότυπων δοµών δεν διαφέρουν από την αριθµητική 
λύση στα Σχήµατα 2.26α και 2.26β. 

Τα συµπεράσµατα από το Σχήµα 2.26 για τη ροή ουδέτερου συστατικού συναρτήσει 
του ΛΑ των πρότυπων δοµών συνοψίζονται στα παρακάτω: 
 
A) Στο µέσο του πλάγιου τοιχώµατος των πρότυπων δοµών η ροή από επανεκποµπή είναι 
µεγαλύτερη από την απευθείας για κάθε τιµή των ΛΑ, SE. Εξαίρεση αποτελεί ένα πολύ 
περιορισµένο εύρος τιµών του λόγου ασυµµετρίας, 0.1 < ΛΑ < 0.15, για το πρότυπο αυλάκι. 
Στο µέσο της βάσης των πρότυπων δοµών η ροή από επανεκποµπή είναι µεγαλύτερη από την 
απευθείας για ΛΑ >1 για τα αυλάκι και ΛΑ >0.6 για την οπή. 
 
B) Η ροή από επανεκποµπή εµφανίζει µέγιστο για κάποιο ΛΑ. Το µέγιστο αυξάνεται και 
µετατοπίζεται προς µεγαλύτερα ΛΑ, καθώς µειώνεται ο SE. Τα µέγιστα για την οπή είναι 
υψηλότερα και εµφανίζονται σε µικρότερα ΛΑ. 
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(γ) (δ) 
Σχήµα 2.26 Συνολική, j, απευθείας, jdirect [j(SE=1)], και ροή από επανεκποµπή, jre, (για λόγους 
ευκρίνειας των σχηµάτων χρησιµοποιείται το σύµβολο jre αντί του jreem) ουδέτερου συστατικού 
(ισοτροπική κατανοµή και µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής) συναρτήσει του ΛΑ πρότυπης 
δοµής για διάφορους SE (10-1, 10-2, 10-3). Όλες οι ροές είναι ανηγµένες στη ροή σε ελεύθερη 
επιφάνεια. (α) Οι ροές στο µέσο της βάσης πρότυπου αυλακιού. (β) Οι ροές στο µέσο της βάσης 
πρότυπης οπής. (γ) Οι ροές στο µέσο του πλάγιου τοιχώµατος πρότυπου αυλακιού. (δ) Οι ροές στο 
µέσο του πλάγιου τοιχώµατος πρότυπης οπής. 
 

Στο Σχήµα 2.27 σηµειώνεται η σηµασία της ροής από επανεκποµπή: Φαίνεται ο 
λόγος της συνολικής ροής (απευθείας + ροή από επανεκποµπή) προς την απευθείας ροή 
συναρτήσει του ΛΑ, για διάφορα SE. 
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(γ) (δ) 
Σχήµα 2.27 Ο λόγος της συνολικής προς την απευθείας ροή,  j/jdirect, ουδέτερου συστατικού 
(ισοτροπική κατανοµή και µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής) συναρτήσει του ΛΑ πρότυπης 
δοµής για διάφορους SE (10-1, 10-2, 10-3). (α) Ο λόγος  j/jdirect  στο µέσο της βάσης πρότυπου 
αυλακιού. (β) Ο λόγος  j/jdirect  στο µέσο της βάσης πρότυπης οπής. (γ) Ο λόγος  j/jdirect  στο µέσο του 
πλάγιου τοιχώµατος πρότυπου αυλακιού. (δ) Ο λόγος  j/jdirect  στο µέσο του πλάγιου τοιχώµατος 
πρότυπης οπής. 
 

Από το Σχήµα 2.27 προκύπτει ότι η ροή από επανεκποµπή (για ισοτροπική κατανοµή 
και µηχανισµό «διάχυτης» επανεκποµπής) δεν µπορεί να αγνοηθεί κατά την ανάπτυξη ενός 
µοντέλου υπολογισµού της ροής στο εσωτερικό δοµών. Αναφέρεται χαρακτηριστικά ότι αν 
δεν ληφθεί υπόψη η ροή από επανεκποµπή για µια δοµή µε ΛΑ=4, η ροή είναι περίπου 8 
φορές µικρότερη για SE=10-2 στο µέσο της βάσης ενός αυλακιού. Οι διαφορές είναι 
µεγαλύτερες για το µέσο του πλάγιου τοιχώµατος και για την περίπτωση οπής. Η σηµασία 
της ροής από επανεκποµπή εντείνεται όταν µειώνεται ο SE ή/και αυξάνεται ο ΛΑ (µέχρι κάποια 
τιµή ΛΑ από την οποία και µετά η συνεισφορά της ροής από επανεκποµπή φθίνει αν και 
παραµένει η κυρίαρχη). 
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Αν και στην συντριπτική πλειοψηφία της σχετικής βιβλιογραφίας λαµβάνεται υπόψη 
η ροή από επανεκποµπή, τόσο µε συνεχή (§2.3) µοντέλα [Singh et al. (1992), Arnold et al. 
(1993), Levinson et al. (1997), Tuda et al. (1997), Drotar et al. (2000b)], όσο και µε 
στοχαστικά Monte Carlo [Drotar et al. (2000b)], υπάρχουν και εργασίες [Bailey et al. (1995)] 
που την αγνοούν και δεν την επικαλούνται για την εξήγηση των πειραµατικών δεδοµένων. 
Στο µοντέλο υπολογισµού τοπικής ταχύτητας εγχάραξης στο εσωτερικό δοµών των Bailey et 
al. λαµβάνεται υπόψη µόνο η απευθείας ροή. Μολαταύτα, το µοντέλο προσεγγίζει 
ικανοποιητικά πειραµατικά δεδοµένα ταχύτητας εγχάραξης αυλακιών Si και GaAs σε 
πλάσµα Cl2/Ar. Θα πρέπει ωστόσο να σηµειωθεί ότι τα πειραµατικά δεδοµένα είναι σε 
χαµηλούς ΛΑ (<1.5 για το Si και <2.5 για το GaAs). Από τα Σχήµατα 2.26 και 2.27 φαίνεται 
ότι η απευθείας ροή αποτελεί σηµαντικό κλάσµα της συνολικής για χαµηλούς ΛΑ ή/και 
µεγάλα SE. Βασισµένοι στα πειραµατικά δεδοµένα της εργασίας των Bailey et al., οι 
Abraham, Chen και Wang  θεωρούν ικανοποιητική την παραδοχή µη επανεκποµπής των 
ουδέτερων συστατικών για µικρούς ΛΑ (ΛΑ<3), τόσο για δοµή αυλακιού [Abraham & Wang 
(1996)], όσο και για δοµή οπής [Abraham & Chen (1996)]. Για µεγαλύτερους ΛΑ, 
προτείνουν την τροποποίηση του µοντέλου και την προσθήκη σε αυτό όρου για την 
επανεκποµπή.  

Στη συνέχεια εξετάζεται η σχέση της ροής µετά από επανεκποµπή k-τάξης (§2.5.2) µε 
τη συνολική ροή. H ροή στο εσωτερικό δοµής µετά από k επανεκποµπές δίδεται από την Εξ. 
(2.78).ℜ Στο Σχήµα 2.28α φαίνεται η συνολική ροή ουδέτερου συστατικού µετά από 
επανεκποµπή k-τάξης (συνολική ροή µετά από k επανεκποµπές όταν SE=0, §2.5.2), 
k=1,2,3,5,10 και 20, για πρότυπη δοµή αυλακιού και οπής βάθους d=4 και πλάτους w=1 
(ΛΑ=4). Οι καµπύλες της ροής µετά από επανεκποµπή k-τάξης (Σχήµα 2.28α) είναι 
αντίστοιχες αυτές της συνολικής ροής για διαφορετικές τιµές του SE (Σχήµα 2.25).  

Στα Σχήµατα 2.28β έως και 2.28ε φαίνεται η απόκλιση της ροής µετά από 
επανεκποµπή k-τάξης από τη συνολική ροή για πρότυπες δοµές αυλακιού και οπής µε ΛΑ=1, 
4 και 10 και SE=10-1 και 10-3. Τα αποτελέσµατα αφορούν το µέσο της βάσης και το µέσο του 
πλάγιου τοιχώµατος της πρότυπης δοµής. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 2.28β φαίνεται ότι η 
απόκλιση της ροής µετά από επανεκποµπή 3ης τάξης στο µέσο της βάσης πρότυπου αυλακιού 
από τη συνολική ροή για ΛΑ=4 και SE=10-3 είναι 250%. Αυτό σηµαίνει ότι για να 
υπολογιστεί η συνολική ροή θα πρέπει η ροή µετά από επανεκποµπή 3ης τάξης να αυξηθεί 
κατά 250%. Σε κάθε ζεύγος (SE, ΛΑ) αντιστοιχεί και µια τάξη επανεκποµπής η οποία 
µηδενίζει την απόκλιση από τη συνολική ροή. Η αύξηση του ΛΑ και η µείωση του SE αυξάνει 

                                                 

k

ℜ Η πρακτική εξίσωση υπολογισµού της ροής στη στοιχειώδη επιφάνεια στη θέση xi µετά από k επανεκποµπές 
είναι  
 

( ) ( 1) ( 1)

1

( 1)
N

k k
i i ij j ii i

j
j i

u b a u a u− −

=
≠

= − − −∑ , 

 
όπου τα bi, aij υπολογίζονται από τις Εξ. (2.140) και (2.141).  
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την τάξη της επανεκποµπής που µηδενίζει την απόκλιση. Οι Drotar et al. χρησιµοποιούν 
επανεκποµπή 1ης τάξης προκειµένου να εξάγουν τον καθολικό εκθέτη (universality class)  για 
την εξέλιξη της τραχύτητας εγχαρασσόµενης επιφάνειας [Drotar et al. (2000b)] συναρτήσει 
του χρόνου. Τα Σχήµατα 2.28β - 2.28ε δείχνουν ότι θεωρώντας 1ης τάξης επανεκποµπή, το 
σφάλµα στον υπολογισµό της ροής είναι σηµαντικό. Ακόµη κι αν στην εργασία των Drotar et 
al. ο στόχος δεν είναι ο ακριβής υπολογισµός της ροής, ενδεχοµένως αυτή η απόκλιση να 
επηρεάσει τα συµπεράσµατα της εργασίας για την εξαγωγή του καθολικού εκθέτη. 
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Σχήµα 2.28 (α) Η συνολική ροή ουδέτερου συστατικού (ανηγµένη στη ροή σε ελεύθερη επιφάνεια j0) 
µετά από επανεκποµπή k-τάξης, j(k-τάξης), στο εσωτερικό πρότυπου αυλακιού και οπής βάθους d=4 και 
πλάτους w=1 (ΛΑ=4). Στα Σχήµατα 2.28β - 2.28γ φαίνεται η % απόκλιση της ροής µετά από 
επανεκποµπή k-τάξης από τη συνολική ροή για ΛΑ=1,4 και 10 και SE=10-1 και 10-3. (β) Αποτελέσµατα 
για το µέσο της βάσης πρότυπου αυλακιού. (γ) Αποτελέσµατα για το µέσο της βάσης πρότυπης οπής. 
Το Σχήµα 2.28 συνεχίζεται. 
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(δ) (ε) 

Σχήµα 2.28 (συνέχεια) Στα Σχήµατα 2.28δ - 2.28ε φαίνεται η % απόκλιση της ροής µετά από 
επανεκποµπή k-τάξης από τη συνολική ροή για ΛΑ=1,4 και 10 και SE=10-1 και 10-3. (δ) Αποτελέσµατα 
για το µέσο του πλάγιου τοιχώµατος πρότυπου αυλακιού. (ε) Αποτελέσµατα για το µέσο του πλάγιου 
τοιχώµατος πρότυπης οπής. 
 

Για τον υπολογισµό τη ροής φορτισµένων σωµατιδίων (ιόντων) λαµβάνεται υπόψη 
µόνο το φαινόµενο της σκίασης στη ροή, δηλαδή η συνολική ροή είναι ίση µε την απευθείας 
ροή (§2.5.3). Επίσης, θεωρείται ότι η κατανοµή κατευθύνσεων των ιόντων στο εξωτερικό της 
δοµής είναι κανονική (§2.4.4.2). Στο Σχήµα 2.29α φαίνεται η ροή ιόντων σε πρότυπη δοµή 
αυλακιού και οπής µε βάθος d=4 και πλάτος w=1 (ΛΑ=4) για διαφορετικές τυπικές 
αποκλίσεις της κανονικής κατανοµής (σ=1o, 2o, 5o και 10o). 

Από το Σχήµα 2.29α φαίνεται ότι η ροή ιόντων είναι υψηλή στη βάση των δοµών και 
πολύ µικρότερη στο πλάγιο τοίχωµα. Στα Σχήµατα 2.29β – 2.29ε φαίνεται ότι η ροή είναι 
σταθερή µέχρι κάποιο ΛΑ, ο οποίος είναι ελαφρά µεγαλύτερος για το πρότυπο αυλάκι σε 
σχέση µε την οπή. Επίσης, η µείωση της ροής είναι περισσότερο απότοµη στην πρότυπη οπή. 
Το φαινόµενο της σκίασης της ροής είναι ελαφρά εντονότερο στην οπή. 

Στην πράξη η τυπική απόκλιση της κατανοµής κατευθύνσεων εξαρτάται από το πάχος 
της οριακής στοιβάδας και το µήκος ελεύθερης διαδροµής των ιόντων (§2.4.4.2). Η πιθανή 
επίδραση του φαινοµένου φόρτισης στις τροχιές των ιόντων προσεγγίζεται µε αυξηµένη 
τυπική απόκλιση της γωνιακής κατανοµής των ιόντων που εισέρχονται στη δοµή [Kokkoris 
et al. (2002)]. 
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Σχήµα 2.29 (α) Η ροή ιόντος (συστατικού µε κανονική κατανοµή κατευθύνσεων που δεν 
επανεκπέµπεται, SE=1) σε πρότυπο αυλάκι και οπή βάθους d=4 και w=1 (ΛΑ=4) για διαφορετικές 
τυπικές αποκλίσεις της κανονικής κατανοµής (σ=1o, 2o, 5o και 10o). Στα Σχήµατα 2.29β έως και 2.29ε 
φαίνεται ροή ιόντος συναρτήσει του ΛΑ για διαφορετικές τυπικές αποκλίσεις της κανονικής 
κατανοµής (σ=1o, 2o, 5o και 10o). Όλες οι ροές είναι ανηγµένες στη ροή σε ελεύθερη επιφάνεια, j0. (β) 
Αποτελέσµατα για το µέσο της βάσης πρότυπου αυλακιού. (γ) Αποτελέσµατα για το µέσο της βάσης 
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πρότυπης οπής. (δ) Αποτελέσµατα για το µέσο του πλάγιου τοιχώµατος πρότυπου αυλακιού. (ε) 
Αποτελέσµατα για το µέσο του πλάγιου τοιχώµατος πρότυπης οπής. 
 

Οι Arnold et al. υπολογίζουν τη ροή ιόντων στο εσωτερικό δοµής πρότυπου αυλακιού 
[Arnold et al. (1993)] λαµβάνοντας υπόψη ανάκλαση των ιόντων (§2.5.3). Υπολογίζουν 
σφάλµα στη ροή των ιόντων στο µέσο της βάσης του αυλακιού, όταν αγνοείται η ανάκλασή 
τους, 25% µέχρι 70% για δοµές µε ΛΑ<20 και για τυπική απόκλιση κατανοµής 
κατευθύνσεων σ < 12ο. ∆είχνουν επίσης ότι η διαφορά της απευθείας από τη συνολική ροή των 
ιόντων (απευθείας + ροή από ανάκλαση) δεν είναι το ίδιο σηµαντική όσο στην περίπτωση των 
ουδέτερων συστατικών (Σχήµατα 2.27 και 2.28). Υπολογίζουν ότι για ΛΑ<20 και σ < 12ο, η 
συνολική ροή προσεγγίζεται θεωρώντας ανάκλαση (επανεκποµπή) 4ης τάξης. Στην 
περίπτωση ουδέτερων συστατικών µε SE=10-3 για πρότυπο αυλάκι ΛΑ=10, η συνολική ροή 
προσεγγίζεται θεωρώντας επανεκποµπή τάξης > 100 (Σχήµα 2.28β). Οι Arnold et al., αν και 
εκτελούν υπολογισµούς πολλαπλών ανακλάσεων, τελικά λαµβάνουν υπόψη στο µοντέλο 
υπολογισµού της ροής των ιόντων µόνο 1 ανάκλαση, θεωρώντας ότι τα ιόντα µετά την 1η 
επανεκποµπή δεν έχουν αρκετή ενέργεια ώστε να προκαλέσουν εγχάραξη. 
 
 
2.8 Αξιολόγηση 
 

Η αξιολόγηση που ακολουθεί αφορά στην ανασκόπηση του µοντέλου υπολογισµού 
της ροής και των δυνατοτήτων του, στις διαφορές της παρούσας εργασίας από αντίστοιχες 
που χρησιµοποιούν την ίδια προσέγγιση υπολογισµού και στις ενδεχόµενες βελτιώσεις και 
επεκτάσεις του µοντέλου. 

Στις προηγούµενες παραγράφους περιγράφεται ένα γενικό, συνεχέςℜ µοντέλο για τον 
υπολογισµό της τοπικής ροής στο εσωτερικό δοµών σε συνθήκες µοριακή ροής, που 
λαµβάνει υπόψη τα φαινόµενα σκίασης και επανεκποµπής της ροής και έµµεσα το φαινόµενο 
φόρτισης.  Τα απαιτούµενα για τον υπολογισµό της τοπικής ροής συστατικού στο εσωτερικό 
δοµής είναι η τοπογραφία της δοµής, η κατανοµή ροής των σωµατιδίων του συστατικού από 
τον κύριο όγκο, ο τρόπος αλληλεπίδρασης των σωµατιδίων του συστατικού µε τις 
στοιχειώδεις επιφάνειες της δοµής (µηχανισµός επανεκποµπής και φαινόµενος συντελεστής 
προσκόλλησης). 

Το µοντέλο προσαρµόστηκε σε δοµές µε ειδικά γεωµετρικά χαρακτηριστικά: α) σε 
αυλάκι το οποίο έχει σταθερή διατοµή και εκτείνεται στο άπειρο κατά µία διεύθυνση και β) 
σε οπή µε κυλινδρική συµµετρία. Για τέτοιου είδους δοµές, οι υπολογισµοί γίνονται σε δύο 
διαστάσεις, αν και λαµβάνονται υπόψη τα φαινόµενα σκίασης και επανεκποµπής σε τρεις 

                                                 
ℜ Ο όρος «συνεχές» δεν αφορά στα κλασσικά µοντέλα που βασίζονται στο συντελεστή διάχυσης, αλλά σε 
ολοκληρωτικές εξισώσεις. Οι εξισώσεις αυτές προκύπτουν από ολοκλήρωση κατανοµών ταχυτήτων των 
σωµατιδίων του συστατικού, λαµβάνοντας υπόψη ότι, στις συνθήκες υψηλού αριθµού Knudsen που ισχύουν για 
τη ροή στο εσωτερικό των εγχαρασσόµενων δοµών, δεν συµβαίνουν συγκρούσεις µεταξύ των σωµατιδίων. 
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διαστάσεις. Το µοντέλο είναι γενικό και µπορεί να προσαρµοστεί και σε περιπτώσεις δοµών 
που εµφανίζουν άλλου είδους συµµετρία (π.χ. τετραγωνικές οπές), αλλά και σε δοµές που 
δεν εµφανίζουν κάποιου είδους συµµετρία ή ειδικό γεωµετρικό χαρακτηριστικό. 

Για τον υπολογισµό της ροής ουδετέρων και ιόντων θεωρήθηκε ότι η κατανοµή ροής 
είναι ισοτροπική και κανονική αντίστοιχα. Αυτό δεν είναι περιοριστικό καθώς υπάρχει η 
δυνατότητα να χρησιµοποιηθούν και άλλου είδους κατανοµές είτε θεωρητικές, είτε 
πειραµατικές, αντικαθιστώντας τη συνάρτηση κατανοµής στις αντίστοιχες εξισώσεις. Επίσης 
θεωρήθηκε ότι ο µηχανισµός επανεκποµπής για τα ουδέτερα συστατικά είναι µηχανισµός 
«διάχυτης» επανεκποµπής, και ότι τα ιόντα δεν επανεκπέµπονται. Το µοντέλο υπολογισµού 
µπορεί να προσαρµοστεί και σε περιπτώσεις όπου τα σωµατίδια του συστατικού εµφανίζουν 
άλλο είδος αλληλεπίδρασης µε την επιφάνεια στην οποία προσπίπτουν. 

∆ύο µέθοδοι χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση της µη οµογενούς γραµµικής 
ολοκληρωτικής εξίσωσης (Fredholm 2ου είδους) υπολογισµού της ροής, µε τη µέθοδο 
Nystrom να υπερτερεί της µεθόδου ταξιθεσίας. Αντιµετωπίστηκε το αριθµητικό πρόβληµα 
της ιδιοµορφίας του πυρήνα της ολοκληρωτικής εξίσωσης. 

Ολοκληρώνοντας την ανασκόπηση, µέσω υπολογισµών σε πρότυπες δοµές αυλακιού 
και οπής, σηµειώθηκε η σηµασία της ροής από επανεκποµπή στους υπολογισµούς τοπικής 
ροής και η σχετική σηµασία των φαινοµένων σκίασης και επανεκποµπής στις δοµές 
αυλακιού και οπής. 

H παρούσα εργασία για τον υπολογισµό της ροής στο εσωτερικό δοµών εκπορεύτηκε 
και τροφοδοτήθηκε από αυτές των Cale και Raupp [Cale & Raupp (1990)] των Singh et al. 
[Singh et al. (1992)] και των Abraham, Wang και Chen [Abraham & Wang (1996), Abraham 
& Chen (1996)]. Οι διαφορές αυτών των εργασιών µε την παρούσα αφορούν τις εξισώσεις 
του µοντέλου, τα αποτελέσµατα και την αριθµητική επίλυση. 

Όσον αφορά στον υπολογισµό της απευθείας ροής, οι σχέσεις υπολογισµού της 
στερεάς γωνίας που περιγράφονται και αποδεικνύονται στην εργασία (§2.4.2 και §2.4.3), 
γενικά είναι διαθέσιµες στη βιβλιογραφία σε διάφορες εργασίες [Singh et al. (1992), 
Abraham & Wang (1996), Abraham & Chen (1996)], εκτός από τις εξισώσεις υπολογισµού 
της στερεάς γωνίας σε οπή µε κυλινδρική συµµετρία όταν τα όρια σκίασης δεν ανήκουν στο 
ίδιο επίπεδο [Εξ. (2.42) – (2.53)]. Όσον αφορά τη ροή από επανεκποµπή, εξισώσεις 
υπολογισµού της συνολικής ροής ουδέτερου συστατικού (απευθείας ροή και ροή από 
επανεκποµπή) για αυλάκια και οπές κυλινδρικής συµµετρίας επίσης υπάρχουν στη 
βιβλιογραφία [Singh et al. (1992)], χωρίς όµως να υπάρχει και η απόδειξή τους. Η 
ολοκληρωτική εξίσωση υπολογισµού της ροής σε οπή µε κυλινδρική συµµετρία [Εξ. (2.113) 
– (2.119)] είναι διαφορετική από αυτή που προτείνουν οι Singh et al. [Singh et al. (1992)]. 
Πέρα από τις διαφορές στις εξισώσεις υπολογισµού, σηµαντική στο Κεφ. 2 είναι η 
συγκέντρωση των απαραίτητων, για τον υπολογισµό της ροής µε συνεχές µοντέλο σε αυλάκι 
και οπή µε κυλινδρική συµµετρία, εξισώσεων µαζί µε τις αποδείξεις τους. 

Τα αποτελέσµατα στα σχήµατα που δείχνουν τη συνολική ροή ουδέτερου συστατικού 
κατά µήκος διατοµής πρότυπου αυλακιού, όπως προκύπτουν από συνεχές µοντέλο 
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υπολογισµού της ροής, έχουν παρουσιαστεί σε λιγοστές εργασίες [Tuda et al. (1997), 
Levinson et al. (1997)] σε σχέση µε αυτές που χρησιµοποιούν την ολοκληρωτική εξίσωση 
για τον υπολογισµό της ροής. Αντίστοιχα αποτελέσµατα για πρότυπη οπή δεν έχουν 
παρουσιαστεί στη βιβλιογραφία και ως εκ τούτου ούτε συγκριτικά αποτελέσµατα για τους 
δύο τύπους δοµών. Τέλος, δεν υπάρχει αναφορά σε κάποια από τις σχετικές εργασίες 
υπολογισµού της ροής στο εσωτερικό δοµών για τη µέθοδο διακριτοποίησης της 
ολοκληρωτικής εξίσωσης ούτε για την ιδιοµορφία του πυρήνα της ολοκληρωτικής εξίσωσης 
και τον τρόπο αντιµετώπισης αυτής της ιδιοµορφίας (§2.6.5.2). 

Το µοντέλο υπολογισµού της ροής είναι δυνατό να βελτιωθεί στο επίπεδο της 
µεθόδου επίλυσης και να επεκταθεί στο επίπεδο των εφαρµογών. Η µέθοδος Nystrom είναι 
µια εύστοχη επιλογή για την επίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης, στην οποία βασίζεται ο 
υπολογισµός της ροής. Ωστόσο, ο πίνακας που προκύπτει από τη διακριτοποίηση είναι 
πυκνός και αυτό µπορεί να οδηγήσει σε υψηλό υπολογιστικό κόστος σε µνήµη ή/και χρόνο. 

Η τεχνογνωσία στα, συγγενή µε τον υπολογισµό ροής στο εσωτερικό δοµών, πεδία της 
φωτοσκίασης αντικειµένων στα γραφικά υπολογιστών ή µεταφοράς θερµότητας µε 
ακτινοβολία µπορεί να αποδειχθεί χρήσιµη. Μια ενδιαφέρουσα µελλοντική εργασία θα ήταν 
η στην πράξη σύγκριση των αποτελεσµάτων και της ταχύτητας επίλυσης του προτεινόµενου 
συνεχούς µοντέλου µε στοχαστικό µοντέλο Monte Carlo [Mahorowala (1998), Hoekstra et al. 
(1998)]. Επίσης, εξαιρετικά ενδιαφέρουσα και χρήσιµη θα ήταν η λεπτοµερής µελέτη του 
προβλήµατος υπολογισµού της ροής σε περιπτώσεις όπου η συνάρτηση ορατότητας vis 
(§2.5.4) δεν είναι ίση µε το 1. Σε αυτές τις περιπτώσεις, ο πυρήνας της ολοκληρωτικής 
εξίσωσης αναµένεται να είναι ακόµη «δυσκολότερος», αφού θα εµφανίζει πρόσθετες 
ασυνέχειες. Οι προτεραιότητες, όσον αφορά τις επεκτάσεις του µοντέλου, αφορούν στην 
προσαρµογή του µοντέλου στον υπολογισµό τοπικής ροής σε τυχαίες δοµές (δοµές χωρίς 
ειδικό γεωµετρικό χαρακτηριστικό που επιτρέπει την απλοποίηση των υπολογισµών σε δύο 
διαστάσεις) και την ενσωµάτωση του µηχανισµού ανάκλασης για τον ακριβέστερο 
υπολογισµό της ροής των ιόντων.  

Ολοκληρώνοντας, στην αριθµητική επίλυση του προβλήµατος υπολογισµού της 
τοπικής ροής στο εσωτερικό δοµών καθώς και στα αποτελέσµατα που παρουσιάστηκαν στην 
§2.6, ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης συστατικού θεωρήθηκε σταθερός και ίδιος 
σε όλες τις στοιχειώδεις επιφάνειες στο εσωτερικό της δοµής. Στην πράξη εξαρτάται από την 
κατάσταση της επιφάνειας, όπως αυτή διαµορφώνεται από το είδος και τη ροή κάθε 
συστατικού που φτάνει σε αυτή. Συνεπώς, ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης 
µεταβάλλεται από σηµείο σε σηµείο στο εσωτερικό µιας δοµής. Στο Κεφ. 3 περιέχεται 
µοντέλο υπολογισµού των φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης των συστατικών 
(ατόµων F, ριζών CFx σε επιφάνειες SiO2 και Si). Η εξάρτηση του φαινόµενου συντελεστή 
προσκόλλησης από τις ροές των συστατικών που φτάνουν στην επιφάνεια καθιστά την 
ολοκληρωτική εξίσωση υπολογισµού της τοπικής ροής στο εσωτερικό δοµών µη γραµµική. 
Ο αλγόριθµος επίλυσης και αποτελέσµατα υπολογισµών σε αυτή την περίπτωση 
περιλαµβάνονται στο Κεφ. 4. 
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Κεφάλαιο 3 

 

 

 

 
 

Μοντέλο εγχάραξης επιφανειών SiO2 και Si  

σε πλάσμα φθοριωμένων υδρογονανθράκων 

 

 

 

 

 
Περιγράφεται φαινοµενολογικό µοντέλο εγχάραξης επιφανειών SiO2 και Si σε πλάσµα 
φθοριωµένων υδρογονανθράκων. Το µοντέλο βασίζεται σε ισοζύγια θέσεων ρόφησης στην 
επιφάνεια και υπολογίζει το ρυθµό εγχάραξης και τους φαινόµενους συντελεστές προσκόλλησης 
των συστατικών στην επιφάνεια.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3.1 Εισαγωγή 
 
Το Si και το SiO2 αποτελούν βασικά δοµικά υλικά για την κατασκευή διατάξεων 

µικροηλεκτρονικής και µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων (§1.1). Η ξηρή εγχάραξη Si 
γενικά γίνεται µε χηµεία F, Cl ή Br, και η εγχάραξη SiO2 µε χηµεία φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων και F [Lieberman & Lichtenberg (1994), σ. 5]. Το Si εγχαράσσεται και µε 
χηµεία φθοριωµένων υδρογονανθράκων σε περιπτώσεις που απαιτείται ανισοτροπική 
εγχάραξη [Manos & Flamm (1989), σ. 149-152].ℜ Επίσης, η χηµεία φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων χρησιµοποιείται για την επιλεκτική εγχάραξη SiO2 ως προς Si [Oehrlein 
et al. (1994b), Rueger et al. (1999)], που είναι σηµαντική σε διεργασίες, όπως η εγχάραξη 
οπών επαφής (contact hole etching) µεταξύ διαφορετικών στρωµάτων κατά την κατασκευή 
ολοκληρωµένου κυκλώµατος. 

Η εγχάραξη SiO2 και Si σε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων εξελίσσεται 
διαµέσου ενός λεπτού φιλµ πολυµερούς [Oehrlein et al. (1994), Rueger et al. (1997), 
Standaert et al. (1998), Rolland et al. (2000)]. Η εγχάραξη και η απόθεση πολυµερούς 
διεξάγονται ταυτόχρονα. Στο παρόν κεφάλαιο περιγράφεται ένα φαινοµενολογικό µοντέλο 
επιφανειακών διεργασιών κατά την εγχάραξη SiO2 και Si σε πλάσµα φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων που λαµβάνει υπόψη τα ανταγωνιστικά φαινόµενα εγχάραξης και 
απόθεσης. Το µοντέλο αποτελεί το (Β) συστατικό του πλαισίου προσοµοίωσης εξέλιξης 
τοπογραφίας δοµών (§1.6). Χρησιµοποιείται στον υπολογισµό της τοπικής ταχύτητας 
εγχάραξης µέσω του υπολογισµού του ρυθµού εγχάραξης και των φαινόµενων συντελεστών 
προσκόλλησης των ουδέτερων συστατικών (Κεφ. 4).  

Στη συνέχεια, αφού αναφερθούν οι βασικοί µηχανισµοί εγχάραξης – απόθεσης (§3.2), 
περιγράφεται το µοντέλο εγχάραξης SiO2 και Si (§3.3) και σχολιάζονται ζητήµατα που το 
αφορούν (§3.4). Έπειτα παρουσιάζονται αποτελέσµατα του µοντέλου και συγκρίνονται µε 
πειραµατικά (§3.5). Ακολουθεί ανάλυση ευαισθησίας του µοντέλου στην πιθανότητα 
σφάλµατος κατά την εκτίµηση των συντελεστών του (§3.6). Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε 
την αξιολόγηση του µοντέλου (§3.7). 
 
 
3.2 Οι βασικές διεργασίες στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια 
 

Οι βασικές επιφανειακές διεργασίες και το µοντέλο που περιγράφονται στη συνέχεια 
αφορούν την εγχάραξη υποστρωµάτων SiO2 και Si σε πλάσµα φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων (fluorocarbon plasmas). Τα αέρια που συνήθως χρησιµοποιούνται είναι τα 
CF4, CHF3, C2F6, C2F4, C3F6, C3F8, c-C4F8. Στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα πλάσµατος 
παράγεται πληθώρα ουδετέρων συστατικών και ιόντων. Οι ουδέτερες ρίζες CFx (x=1,2,3), τα 

                                                 
ℜ Σε αυτή την περίπτωση, ο C των συστατικών στον κύριο όγκο του πλάσµατος συµβάλλει στη δηµιουργία 
πολυµερούς στο πλάγιο τοίχωµα των εγχαρασσόµενων δοµών προστατεύοντάς το από την εγχάραξη. 
Πολυµερές σχηµατίζεται σε όλη την επιφάνεια εγχάραξης, ωστόσο στη βάση της δοµής λόγω του 
βοµβαρδισµού από ιόντα το πολυµερές καταστρέφεται. 
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άτοµα F και τα ιόντα CFx
+ (x=1,2,3) είναι τα συστατικά που υπάρχουν σε κάθε πλάσµα 

φθοριωµένων υδρογονανθράκων και στις περισσότερες περιπτώσεις αποτελούν και την 
πλειοψηφία µεταξύ των ουδετέρων και φορτισµένων συστατικών. Αυτά τα συστατικά 
χρησιµοποιούνται για την περιγραφή των µηχανισµών και την ανάπτυξη του µοντέλου, αφού 
θεωρείται ότι µπορούν να περιγράψουν ικανοποιητικά το περιβάλλον πλάσµατος 
φθοριωµένων υδρογονανθράκων. 

Τα ιόντα (CFx
+) και τα ουδέτερα συστατικά (CFx, F) καταλήγουνℜ στην προς 

εγχάραξη επιφάνεια προκαλώντας σε αυτή αυτόνοµα ή συνεργιστικά φυσικές και χηµικές 
διεργασίες. Οι βασικές επιφανειακές διεργασίες είναι [Vauvert (1996), Gogolides et al. 
(2000)]: 
 
Α) Προσρόφηση ουδετέρων συστατικών (ριζών CFx, ατόµων F). 
 
Β) Θερµική ή χηµική εγχάραξη (thermal ή chemical etching) επιφάνειας SiO2 ή Si από άτοµα 
F. Η σταθερά δράσης θερµικής εγχάραξης είναι τύπου Arrhenius και ο ρυθµός εγχάραξης 
είναι ανάλογος της ροής ατόµων F στην επιφάνεια [Manos & Flamm (1989), σ. 118].   
 
Γ) Ιονοβολή [Γογγολίδης (1992)] ή µηχανική εγχάραξη επιφάνειας Si, SiO2 από τα 
προσπίπτοντα ιόντα (physical sputtering). Ο ρυθµός ιονοβολής είναι συνάρτηση της 
ενέργειας και της ροής των ιόντων και συµβαίνει όταν τα ιόντα φέρουν ενέργεια υψηλότερη 
από ένα κατώφλι ενέργειας [Steinbruchel (1989)]. 
 
∆) Άµεση απόθεση ιόντων χαµηλής ενέργειας [direct ion deposition, Oehrlein et al. (1994)]. 
Τα ιόντα είναι δυνατό, όταν φέρουν χαµηλή ενέργεια (κάτω από το κατώφλι για τη µηχανική 
εγχάραξη), να αποτεθούν στην επιφάνεια αντί να προκαλέσουν µηχανική εγχάραξή της  
 
Ε) Μηχανική αποµάκρυνση προσροφηµένων στην επιφάνεια ριζών CFx από προσπίπτοντα 
ιόντα [carbon removal, Gogolides et al. (2000)]. H απόδοση µηχανικής αποµάκρυνσης ριζών 
CFx είναι συνάρτηση της ενέργειας των ιόντων και συµβαίνει όταν τα ιόντα φέρουν ενέργεια 
υψηλότερη από ένα κατώφλι ενέργειας. 
 
ΣΤ) Απόθεση υποβοηθούµενη από ιόντα [ion-enhanced deposition, “stiching”, Mantzaris et 
al. (1996)]. Ρίζες CFx είναι δυνατό υπό τον βοµβαρδισµό ιόντων χαµηλής ενέργειας (κάτω 
από το κατώφλι µηχανικής αποµάκρυνσης των ριζών CFx από ιόντα) να οδηγήσουν στο 
σχηµατισµό πολυµερικού προϊόντος στην επιφάνεια. 
 
Ζ) Εγχάραξη υποβοηθούµενη από ιόντα [ion enhanced etching, Manos & Flamm (1989), σ. 
118]. Τα ιόντα καθώς προσπίπτουν στην επιφάνεια προκαλούν ανάµιξη των προσροφηµένων 

                                                 
ℜ Λόγω του ηλεκτρικού πεδίου που αναπτύσσεται στην οριακή στοιβάδα, τα ιόντα φτάνουν στην 
εγχαρασσόµενη επιφάνεια µε υψηλή ενέργεια που µπορεί να είναι από µερικές δεκάδες µέχρι µερικές 
εκατοντάδες eV. Τα ουδέτερα συστατικά φτάνουν µε ενέργεια ανάλογη της θερµοκρασίας τους (~0.03 eV). 
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συστατικών και διάρρηξη δεσµών. Με αυτό τον τρόπο τα ιόντα µπορούν να επιταχύνουν 
χηµικές δράσεις στην επιφάνεια αλλά και να προκαλέσουν την εκρόφηση µη κορεσµένων 
προϊόντων. Ο ρυθµός υποβοηθούµενης από ιόντα εγχάραξης είναι συνάρτηση της ενέργειας 
και της ροής ιόντων και συµβαίνει όταν τα ιόντα φέρουν ενέργεια υψηλότερη από ένα 
κατώφλι ενέργειας. 
 
Η) Επανασύνδεση προσροφηµένων ριζών CFx µε άτοµα F [Gogolides et al. (2000)]. 
 
 
3.3 Μοντέλο εγχάραξης Si, SiO2 σε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων 
 

Η προσέγγιση που χρησιµοποιείται στην ανάπτυξη του µοντέλου είναι συνήθης στη 
βιβλιογραφία [Zawaideh & Kim (1988), Gray et al. (1993), Ding & Hershkowitz (1996), 
Lukichev & Yunkin (1998), Economou (2000)]  και βασίζεται στο κλάσµα κάλυψης της 
επιφάνειας: κάθε  συστατικό i προσροφάται στην επιφάνεια και αποµακρύνεται από αυτή µε 
φυσικούς και χηµικούς µηχανισµούς µε αποτέλεσµα να καλύπτει ένα κλάσµα της. Το 
µοντέλο περιλαµβάνει ισοζύγια θέσεων ρόφησης (site balances) στην εγχαρασσόµενη 
επιφάνεια που καταλαµβάνονται από τα άτοµα F, τις ουδέτερες ρίζες CFx, καθώς και από το 
πολυµερικό προϊόν που σχηµατίζεται πάνω στην επιφάνεια. Σε κάθε ένα από τα συστατικά 
(F, CFx, P) αποδίδεται κλάσµα κάλυψης επιφάνειας, θ. Στην επιφάνεια του πολυµερικού 
προϊόντος θεωρείται ότι υπάρχουν θέσεις ρόφησης τόσο για άτοµα F όσο και για ουδέτερες 
ρίζες CFx. Στο Σχήµα 3.1 και στον συνοδευτικό του Πίνακα 3.I περιγράφεται σχηµατικά η 
κατάσταση στοιχειώδους επιφάνειας, η οποία βοµβαρδίζεται από άτοµα F, ουδέτερες ρίζες 
CFx και ιόντα CFx

+. 
Στο µοντέλο θεωρείται µονοστρωµατική ρόφηση τύπου Langmuir  [Atkins (1999), σ. 

858]. Η κινητική του µοντέλου είναι τύπου Eley – Rideal [Atkins (1999), σ. 867, McCash 
(2001), σ. 139-140]. Σε µια επιφάνεια όπως η εγχαρασσόµενη, η οποία είναι άµορφη λόγω 
του βοµβαρδισµού της από ιόντα [Barone & Graves (1995)], οι θέσεις ρόφησης και τα 
κλάσµατα κάλυψης δεν έχουν την ίδια σηµασία µε αυτή σε µια επίπεδη επιφάνεια. Επίσης, 
από µετρήσεις του πάχους του πολυµερικού προϊόντος στην επιφάνεια [<1.5 nm για το SiO2 
και ~7 nm για το Si, Schaepkens et al. (1999)], δεν υπάρχει ένα µόνο στρώµα προσρόφησης. 
Η σκοπιµότητα της θεώρησης των κλασµάτων κάλυψης και των ισοζυγίων θέσεων ρόφησης 
είναι η απλή φαινοµενολογική προσέγγιση της πολύπλοκης διεργασίας της εγχάραξης. Το 
κλάσµα κάλυψης συστατικού µπορεί να θεωρηθεί σαν το κλάσµα του συστατικού σε αυτό το 
άµορφο στρώµα πάνω στην επιφάνεια. 

Παρά το φαινοµενολογικό χαρακτήρα του µοντέλου υπάρχουν θέµατα που κρίνεται 
σκόπιµο να διευκρινιστούν. Καταρχήν, οι θέσεις ρόφησης σε καθαρή επιφάνεια µπορεί να 
αφορούν είτε το Si είτε το O (όταν υπόστρωµα είναι το SiO2). ∆εν υπάρχει διαχωρισµός στις 
θέσεις ρόφησης. Επίσης, η διαφορά των προσροφηµένων ριζών CFx από το πολυµερικό 
προϊόν P είναι ότι οι ρίζες CFx έχουν δεσµό µε την επιφάνεια SiO2 (ή Si), ενώ στο 
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πολυµερικό προϊόν θεωρούνται ότι έχουν δεσµό µόνο µε άλλες ρίζες CFx. Η διαφορά είναι 
αντίστοιχη µε αυτή στην εργασία του Economou µεταξύ του µονοµερούς – όπως το ονοµάζει 
– CF και του πολυµερικού προϊόντος [Economou (2000)]. Επίσης, οι θέσεις ρόφησης στην 
επιφάνεια του πολυµερικού προϊόντος είναι αιωρούµενοι δεσµοί πάνω στο δίκτυο του 
πολυµερικού προϊόντος αποτέλεσµα της πρόσπτωσης ιόντων πάνω σε αυτό [ο.π]. 

 

 
Σχήµα 3.1 Κατάσταση στοιχειώδους εγχαρασσόµενης επιφάνειας σύµφωνα µε τη θεώρηση του 
µοντέλου. Η λευκή περιοχή αντιστοιχεί σε κλάσµα καθαρής επιφάνειας SiO2 (ή Si), η µαύρη στο 
κλάσµα που καλύπτεται από πολυµερές, η έντονα γκρι σε κλάσµα που καλύπτεται από CFx και η γκρι 
σε κλάσµα που καλύπτεται από F. Οι διεργασίες που συµβαίνουν σε κάθε κλάσµα επιφάνειας 
περιγράφονται στον Πίνακα 3.I. 
 

Πίνακας 3.I Οι συµβολισµοί των χρωµατισµών του Σχήµατος 3.1 (όπου περιγράφεται η κατάσταση 
στοιχειώδους επιφάνειας) και οι αντίστοιχες διεργασίες. 
σύµβολο 

 
επιφάνεια 

(κλάσµα κάλυψης) 
διεργασίες 

 

καθαρή επιφάνεια SiO2 ή Si  
(1 – θF – θCFx – θP) 

προσρόφηση F, CFx, άµεση απόθεση CFx
+ 

µηχανική εγχάραξη, θερµική εγχάραξη 

 

πολυµερές (θP) προσρόφηση F, CFx, άµεση απόθεση CFx
+

 

ουδέτερες ρίζες CFx  σε επιφάνεια 
SiO2 ή Si (θCFx) 

άµεση απόθεση CFx
+, µηχανική αποµάκρυνση 

προσροφηµένων ριζών CFx, ΥΑΙ* απόθεση, ΥΑΙ* 
εγχάραξη (µόνο στο SiO2), επανασύνδεση µε 
άτοµα F από την αέρια φάση 

 

άτοµα F σε επιφάνεια SiO2 ή Si 
(θF) 

άµεση απόθεση CFx
+, ΥΑΙ* εγχάραξη, θερµική 

εγχάραξη 

 

ουδέτερες ρίζες CFx  σε επιφάνεια 
πολυµερούς (θCFx/P) 

άµεση απόθεση CFx
+, µηχανική αποµάκρυνση 

προσροφηµένων ριζών CFx, YAI* απόθεση  

 

άτοµα F σε επιφάνεια 
πολυµερούς (θF/P) 

άµεση απόθεση CFx
+, ΥΑΙ* εγχάραξη του 

πολυµερούς 
*Υποβοηθούµενη Από Ιόντα 
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Οι εξισώσεις του µοντέλου στην περίπτωση εγχάραξης επιφανειών SiO2 και Si είναι 
αντίστοιχες. Η µόνη διαφορά προκύπτει από το ότι οι ουδέτερες ρίζες CFx δεν προκαλούν 
εγχάραξη στο Si. Οι εξισώσεις που ακολουθούν [Εξ. (3.1) – (3.5)] εκφράζουν ισοζύγια 
θέσεων ρόφησης για τα άτοµα F στην επιφάνεια SiO2 ή Si (δείκτης F), για τις ουδέτερες 
ρίζες CFx στην επιφάνεια SiO2 ή Si (δείκτης CFx), για το πολυµερές στην επιφάνεια SiO2 ή Si 
(δείκτης P), για τα άτοµα F πάνω στο πολυµερές (δείκτης F/P) και για τις ουδέτερες ρίζες 
CFx στο πολυµερές (δείκτης CFx/P): 
 

0 (1 ) 2 2
aE

F kT
F TOT F F F ION F F

dθσ s θ j β θ j k e θ j
dt

−

= − − − 0 ,    (3.1) 

 

           0 (1 )CFx
CFx TOT CFx CFx CFx ION C CFx ION S CFx ION REC CFx F

x

dθσ s θ j β θ j y θ j β θ j K θ j
dt

= − − − − −∑ ,

           (3.2) 
 

0 , / /
P

i D i ION S CFx ION S P CFx P ION F P F P ION
i

dθσ x y j β θ j β θ θ j β θ j
dt

= + + −∑ / , (3.3) 

 

/
/ / / /(1 ) 2F P

P F P TOT P F F P F P ION
dθσ s θ j β θ j

dt
= − − ,    (3.4) 

 

/
/ / / / /(1 )CFx P

P CFx P TOT P CFx C CFx P ION S CFx P ION REC CFx P F
x

dθσ s θ j y θ j β θ j K θ j
dt

= − − − −∑ ,

           (3.5) 
 
όπου θTOT = θF + θCFx + θP , θTOT/P = θF/P + θCFx/P, j είναι η ροή, x=1 ή 2 ή 3, xi είναι το 
κλάσµα του ιόντος i, και i = CF+ ή CF2

+ ή CF3
+. σ0 και σP είναι η επιφανειακή πυκνότητα των 

θέσεων ρόφησης σε ένα στρώµα ρόφησης στο SiO2 ή Si και στο πολυµερές αντίστοιχα.ℜ  
Το δίκτυο των αντιδράσεων που οδηγούν στο παραπάνω σύστηµα εξισώσεων, ο κάθε 

όρος του µοντέλου, καθώς και ο τρόπος υπολογισµού των συντελεστών του µοντέλου 
περιγράφονται αναλυτικά από τον Vauvert [Vauvert (1996)], και τους Gogolides et al. 
[Gogolides et al. (2000)]. Οι συντελεστές του µοντέλου χωριστά για κάθε έναν από τους 
µηχανισµούς εγχάραξης προκύπτουν µε προσαρµογές σε διαθέσιµα πειραµατικά δεδοµένα 
εγχάραξης υποστρωµάτων µε καλά χαρακτηρισµένες δέσµες συστατικών [beam experiments, 
Tu et al. (1981), Tachi et al. (1982), Gray et al. (1991), Shibano et al. (1993)]. Οι τιµές των 
συντελεστών και µια σύντοµη περιγραφή υπάρχουν στους Πίνακες 3.II και 3.III. Οι 

                                                 
ℜ Θεωρείται ότι κάθε συστατικό (F, CFx, P) ανταγωνίζεται για την ίδιες θέσεις ρόφησης στην επιφάνεια SiO2. 
Το ίδιο ισχύει και στην επιφάνεια του πολυµερούς. 
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συντελεστές του µοντέλου που δεν εξαρτώνται από την ενέργεια των ιόντων φαίνονται στον 
Πίνακα 3.II. Οι συντελεστές που εξαρτώνται από την ενέργεια έχουν την ακόλουθη µορφή 

 

( )
( )2

1

,

  ,

,

TH TH

d TH MD

d M

A E E E E

y ή β A E E E E E

A E E E

⎧ ⎫− ≥
⎪ ⎪
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ ⎪

− ≤⎪ ⎪
⎩ ⎭

TH

D

⎪
⎬ ,    (3.6) 

 
όπου Ε είναι η ενέργεια των ιόντων, ETH  είναι το κατώφλι που πρέπει να ξεπεράσει η 
ενέργεια των ιόντων για να προκαλέσει την αντίστοιχη δράση, EMD είναι η ενέργεια που 
αντιστοιχεί στη ελάχιστη αρνητική τιµή του συντελεστή y ή β, η οποία θεωρείται ίση µε  
ETH/2 [Gogolides et al. (2000)]. Οι παράµετροι για τους συντελεστές που εξαρτώνται από την 
ενέργεια των ιόντων φαίνονται στον Πίνακα 3.IIΙ.ℜ

Εγχάραξη και απόθεση συµβαίνουν ταυτόχρονα στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια. Το 
κλάσµα κάλυψης της επιφάνειας από πολυµερές, θP, εκφράζει τον ανταγωνισµό εγχάραξης – 
απόθεσης στην επιφάνεια και δείχνει ποιο φαινόµενο κυριαρχεί: όταν θP<1 συµβαίνει 
εγχάραξη, όταν θP≥1 συµβαίνει απόθεση. Όταν θP<1, η εγχάραξη στην επιφάνεια SiO2 ή Si 
είναι το άθροισµα α) της ιονοβολής, β) της υποβοηθούµενης από ιόντα εγχάραξης σε κλάσµα 
της επιφάνειας που καλύπτεται από άτοµα F και ουδέτερες ρίζες CFx (µόνο για το SiO2) και 
γ) καθαρά χηµική ή θερµική εγχάραξη. Η απόδοση εγχάραξης (άτοµα Si που 
αποµακρύνονται / προσπίπτον ιόν) είναι  

 

, 0(1 )  .
aE

F kT
i PS i TOT CFx CFx F F F

i ION

jEY x y θ β θ β θ k e θ
j

−⎛ ⎞
= − + + + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑   (3.7) 

 
Όταν θP≥1, η απόθεση πολυµερούς στην επιφάνεια SiO2 ή Si είναι το καθαρό αποτέλεσµα α) 
άµεσης απόθεσης ιόντων χαµηλής ενέργειας, β) απόθεσης υποβοηθούµενης από ιόντα και γ) 
υποβοηθούµενης από ιόντα εγχάραξης του πολυµερούς. Η απόδοση απόθεσης (µόρια που 
αποτίθενται / προσπίπτον ιόν) είναι 

 

                                                 
ℜ Για τον προσδιορισµό των συντελεστών των µοντέλων εγχάραξης επιφάνειας (π.χ. αποδόσεις, συντελεστές 
προσκόλλησης), γενικά χρησιµοποιούνται τρεις τρόποι [Graves & Kushner (2003)], οι δύο από τους οποίους 
απαιτούν την ενσωµάτωση του µοντέλου εγχάραξης σε πλαίσιο προσοµοίωσης εξέλιξης τοπογραφίας. Ο 
πρώτος τρόπος αφορά στην προσαρµογή των συντελεστών στο σχήµα εγχαρασσόµενων πρότυπων δοµών (test 
structures), δηλαδή δοµών που χρησιµοποιούνται ακριβώς για να αναδείξουν κάποιο φαινόµενο ή µηχανισµό 
εγχάραξης. Ο δεύτερος τρόπος είναι αντίστοιχος µε τον πρώτο, µε τη διαφορά ότι η προσαρµογή των 
συντελεστών γίνεται σε συµβατικές δοµές (conventional structures). Με τον τρίτο τρόπο, ο οποίος 
χρησιµοποιείται στην εργασία και δεν απαιτεί την ενσωµάτωση του µοντέλου εγχάραξης σε πλαίσιο 
προσοµοίωσης εξέλιξης τοπογραφίας, οι συντελεστές προκύπτουν µε προσαρµογές σε διαθέσιµα πειραµατικά 
δεδοµένα εγχάραξης υποστρωµάτων µε καλά χαρακτηρισµένες δέσµες συστατικών (beam experiments).  
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, / /i D i S CFx P F P F P
i

DY x y /β θ β θ= + −∑ .ℜ1     (3.8) 

 
Ο ρυθµός εγχάραξης προκύπτει αν πολλαπλασιαστεί η απόδοση εγχάραξης (άτοµα 

Si/προσπίπτον ιόν) µε τη ροή των ιόντων 
 

IONER EYj= .         (3.9) 

 
Η ταχύτητα εγχάραξης προκύπτει αν ο ρυθµός εγχάραξης διαιρεθεί µε την πυκνότητα 

του SiO2 ή Si.  
Εκτός από την απόδοση, το ρυθµό και την ταχύτητα εγχάραξης, το µοντέλο 

υπολογίζει και τους φαινόµενους συντελεστές προσκόλλησης των ουδέτερων συστατικών. Ο 
φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης συστατικού σε επιφάνεια, SE, εκφράζει το κλάσµα 
της ροής του συστατικού που καθαρά καταναλώνεται (SE>0) ή παράγεται (SE<0) στην 
επιφάνεια, υπό τις δεδοµένες συνθήκες βοµβαρδισµού της από ιόντα και ουδέτερα 
συστατικά. Υπολογίζεται µε βάση το ισοζύγιο µάζας του συστατικού σε ένα λεπτό στρώµα 
πάνω από την επιφάνεια. Οι φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης για τα άτοµα F και τις 
ουδέτερες ρίζες CFx υπολογίζονται από τις εξισώσεις [Kokkoris et al. (2004)] 
 

, / / /(1 ) (1 ) + 2
aE

kT
E F F F TOT F F P TOT P P F REC CFx F REC CFx P P F F FS j s θ j s θ θ j K θ j K θ θ j k e θ j

−

= − + − + + 0

/

                                                

           (3.10) 
και 

, / /(1 ) (1 ) (2/3) (2/3)  E CFx CFx CFx TOT CFx CFx P TOT P P CFx REC CFx F REC CFx P P FS j s θ j s θ θ j K θ j K θ θ j= − + − − −
           (3.11) 
αντίστοιχα.ℜ2 Οι φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης των συστατικών είναι σηµαντικοί 
στον υπολογισµό των τοπικών ροών τους στο εσωτερικό δοµών (Κεφ. 2). Εξαρτώνται, όπως 
φαίνεται από τις Εξ. (3.10) και (3.11), από τις ροές όλων των συστατικών στην επιφάνεια και 
αυτή η εξάρτηση καθιστά το πρόβληµα υπολογισµού των τοπικών ροών µη γραµµικό (Κεφ. 
4). 

 
ℜ1 Η απόδοση απόθεσης όπως δίδεται από την Εξ. (3.8) δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για ποσοτικές 
εκτιµήσεις, παρά µόνο για ποιοτικές. Αυτό γιατί δεν είναι γνωστή η µορφή του πολυµερούς που σχηµατίζεται 
στην επιφάνεια. Στην εργασία στην οποία βασίστηκε ο υπολογισµός των συντελεστών άµεσης απόθεσης 
ιόντων, yD,i, στο Si, θεωρείται ότι το πολυµερές αποτελείται µόνο από άτοµα C [Tachi et al. (1982)]. Στην 
εργασία που περιέχεται πειραµατική ένδειξη άµεσης απόθεσης ιόντων στο SiO2, θεωρείται ότι το πολυµερές 
έχει την ίδια πυκνότητα µε το SiO2 και σηµειώνεται ότι η απόδοση απόθεσης δίνει µόνο ποιοτικές εκτιµήσεις 
[Shibano et al. (1993)]. 
ℜ2 Στο ισοζύγιο για τα άτοµα F [Εξ. (3.10)], ο πρώτος και ο δεύτερος όρος στο δεξιό µέλος εκφράζει τη ροή 
ατόµων F που προσροφάται στην επιφάνεια. Ο τρίτος όρος αφορά στη ροή ατόµων F που καταναλώνονται κατά 
τη θερµική εγχάραξη της επιφάνειας. Ο τέταρτος και πέµπτος αναφέρεται στη ροή ατόµων F που 
καταναλώνεται στην αντίδραση επανασύνδεσης του ατόµων F µε τις προσροφηµένες ρίζες CFx. Στο ισοζύγιο 
για τις ρίζες CFx [Εξ. (3.11)], ο πρώτος και ο δεύτερος όρος στο δεξιό µέλος εκφράζει τη ροή ριζών CFx που 
προσροφάται στην επιφάνεια. Ο τρίτος και ο τέταρτος όρος αφορά την παραγωγή ριζών CFy (y=x+1) από την 
αντίδραση επανασύνδεσης του F µε τις προσροφηµένες ρίζες CFx. 
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3.4 Παρατηρήσεις 
 

Σχολιάζεται το σύνολο των ανεξάρτητων µεταβλητών του µοντέλου, η σταθερότητα 
του πλήθους των θέσεων ρόφησης, η επίλυση των ισοζυγίων θέσεων ρόφησης στη µόνιµη 
κατάσταση και ο περιορισµός που επιβάλλει η θεώρηση του µοντέλου εγχάραξης επιφάνειας 
στα όρια ισχύος του πλαισίου προσοµοίωσης. 
 
 
3.4.1 Οι ανεξάρτητες µεταβλητές του µοντέλου 

 
Το πλήθος των εξισώσεων του µοντέλου είναι 10 [Εξ. (3.1) – (3.5) και (3.7) – (3.11)]. 

Το πλήθος των µεταβλητών του µοντέλου είναι 17 (jF, jCFx, jION, xCF3+, xCF2+, E, T, θF, θCFx, 
θP, θF/P, θCFx/P, ΕΥ, DY, ER, SE,F, SE,CFx). Συνεπώς το πλήθος των ανεξάρτητων µεταβλητών 
που πρέπει να καθοριστούν είναι 7. Οι ανάγκες κατάστρωσης του µοντέλου (υπολογισµός 
απόδοσης και ρυθµού εγχάραξης, φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης) υπαγορεύουν 
ότι οι ανεξάρτητες µεταβλητές του µοντέλου είναι οι  jF, jCFx, jION, xCF3+, xCF2+, E, T. Τότε οι 
εξαρτηµένες µεταβλητές ή µεταβλητές επίλυσης του µοντέλου είναι οι θF, θCFx, θP, θF/P, 
θCFx/P, ΕΥ, DY, SE,F, SE,CFx. Οι ανεξάρτητες µεταβλητές του µοντέλου δεν είναι στην πράξη 
ανεξάρτητες. Καµιά από αυτές δεν είναι λειτουργική παράµετρος του αντιδραστήρα ώστε να 
µπορεί να οριστεί ανεξάρτητα. Είναι όλες το αποτέλεσµα ηλεκτρικής εκκένωσης η οποία 
εξαρτάται από τις λειτουργικές παραµέτρους του αντιδραστήρα όπως η πίεση, η ισχύς της 
πηγής του πλάσµατος, η τάση που εφαρµόζεται στο δισκίο, το αέριο που τροφοδοτείται στον 
αντιδραστήρα (π.χ. CF4, C2F4, C3F8) και η ροή του. Η σύνδεση των λειτουργικών 
παραµέτρων µε τις ανεξάρτητες µεταβλητές του µοντέλου είναι πολύπλοκη [Arnold et al. 
(1993)]. Η µεταβολή κάθε λειτουργικής παραµέτρου επηρεάζει, αν όχι όλες, περισσότερες 
από µία ανεξάρτητες µεταβλητές του µοντέλου.  
 
 
3.4.2 Σταθερό πλήθος θέσεων ρόφησης και τραχύτητα 
 

Στην κατάστρωση των εξισώσεων του µοντέλου γίνεται παραδοχή σταθερού πλήθους 
θέσεων ρόφησης. Στην πράξη η εγχάραξη γίνεται διαµέσου ενός κατεστραµµένου 
στρώµατος, ή αλλιώς η εγχαρασσόµενη επιφάνεια εµφανίζει τραχύτητα [Gogolides et al. 
(2004)], όπως επιβεβαιώνεται από υπολογισµούς µοριακής δυναµικής [Graves & Humbird 
(2002)], η οποία µπορεί να αυξήσει την ενεργό επιφάνεια και άρα το πλήθος των θέσεων 
ρόφησης. Η ενσωµάτωση αυτής της αύξησης στο µοντέλο εγχάραξης εµφανίζει εξαιρετικό 
ενδιαφέρον και χρήζει περαιτέρω διερεύνησης. Αν ληφθεί υπόψη η τραχύτητα της 
επιφάνειας, οι υπολογισµοί δυσκολεύουν καθώς η επιφάνεια δεν θεωρείται πλέον επίπεδη. 
Λόγω της τραχείας τοπογραφίας της επιφάνειας, κάποιες θέσεις της ευνοούνται στη 
διαδικασία ρόφησης [Zhang & Kushner (2000)]. 
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3.4.3 Η σταθερά χρόνου και η επίλυση στη µόνιµη κατάσταση 
 
Για τον υπολογισµό των κλασµάτων κάλυψης από τις Εξ. (3.1) – (3.5) υιοθετείται η 

καθολική παραδοχή σε αντίστοιχα µοντέλα [Gerodolle & Pelletier (1991), Gray et al. (1993), 
Bailey et al. (1995), Lukichev & Υunkin (1998)]. Οι εξισώσεις επιλύονται στη µόνιµη 
κατάσταση. Αυτή η παραδοχή είναι ορθή αν ο χρόνος που χρειάζεται για να φτάσει το 
σύστηµα σε µόνιµη κατάσταση είναι πολύ µικρότερος από το συνολικό χρόνο εγχάραξης υπό 
σταθερές συνθήκες. Σε µια προσπάθεια για την εκτίµηση της κλίµακας του χρόνου που 
χρειάζεται το σύστηµα να φτάσει στη µόνιµη κατάσταση (χρόνος µετάβασης), υπολογίζεται η 
σταθερά χρόνου σε ένα απλούστερο σύστηµα που αφορά την εγχάραξη Si µε Ar+ και άτοµα F. 
Τότε η εξίσωση που περιγράφει το ισοζύγιο θέσεων ρόφησης είναι 

 

0 (1 ) 2 2
aE

F kT
F F F F F ION F F

dθσ s θ j β θ j k e θ j
dt

−

= − − − 0 .    (3.12) 

 
Η σταθερά χρόνου για το παραπάνω σύστηµα 1ης τάξης είναι   

 

0
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στ
β j s k e

−
=

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

j
.      (3.13) 

 
Για το δεύτερο ζεύγος υπάρχουν διαθέσιµοι συντελεστές της Eξ. (3.12). Είναι 

(0.6932 4Fβ E= )−  [Gray et al. (1993)], ενώ τα sF, k0, Ea φαίνονται στον Πίνακα 3.I για 

το Si. Για τυπικές τιµές ροής (jF = 5×1017 cm-2s-1, jION =2×1016 cm-2s-1) και ενέργειας ιόντων 
(Ε=100eV), και θεωρώντας ότι σ0 = 6.86×1014 cm-2 [επιφανειακή πυκνότητα των θέσεων 
ρόφησης για επιφάνεια Si (100), Lukichev (1998)], προκύπτει ότι τ = 2.1 ms. Εποµένως, για 
να φτάσει το σύστηµα στη µόνιµη κατάσταση χρειάζεται περίπου 5τ = 10.5 ms. 
 
 
3.4.4 Περιορισµός στα όρια ισχύος του πλαισίου προσοµοίωσης 
 

Τα συστατικά του πλαισίου προσοµοίωσης που περιγράφεται στην εργασία (µοντέλο 
υπολογισµού τοπικής ροής στο εσωτερικό δοµών, µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας και 
αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας) είναι συνεχή. Το ερώτηµα που τίθεται είναι µέχρι ποιων 
διαστάσεων δοµές µπορεί να χειριστεί αξιόπιστα το πλαίσιο προσοµοίωσης, και ειδικότερα 
αν επιβάλλει κάποιο περιορισµό στην ελάχιστη διάσταση η θεώρηση του µοντέλου 
εγχάραξης επιφάνειας. 

Τα συνεχή µοντέλα απεικόνισης της τοπογραφίας µιας δοµής δεν έχουν δοµική 
µονάδα διάστασης, όπως τα διακριτά µοντέλα έχουν τη διάσταση σωµατιδίου ή οµάδας 

 123



σωµατιδίων. Έτσι, τα συνεχή µοντέλα µπορούν να εφαρµοστούν σε µικρο- και νανο-κλίµακα 
µε τον ίδιο τρόπο. Ωστόσο, η αξιοπιστία του συνεχούς µοντέλου στη νανο-κλίµακα είναι 
ερώτηµα και εξαρτάται από το αν στο συνεχές µοντέλο λαµβάνονται υπόψη τα βασικά 
φαινόµενα που συµβαίνουν στη νανο-κλίµακα. 

Φαινόµενο που µπορεί να παίζει σηµαντικό ρόλο στη νανο-κλίµακα και δε 
λαµβάνεται υπόψη στο µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας είναι η επιφανειακή διάχυση, η οποία 
δεν είναι σηµαντική σε µικρο-δοµές, ωστόσο όσο µικραίνουν οι διαστάσεις των δοµών είναι 
πιθανό να γίνει (§2.3). Πειραµατικά δεδοµένα αναγκαία για την απάντηση στο αν η 
επιφανειακή διάχυση σε συστήµατα αερίου σε ηλεκτρική εκκένωση και στερεού είναι 
σηµαντική δεν υπάρχουν. Αν ο συντελεστής διάχυσης ατόµων F σε επιφάνεια Si 
προσεγγιστεί µε το συντελεστή διάχυσης ατόµων H σε επιφάνεια Si [Lukichev & Yunkin 
(1999)], το µήκος διάχυσης (§2.2.4), χρησιµοποιώντας δεδοµένα των Reider et al. [Reider et 
al. (1991)], είναι πολύ µικρό ώστε η επιφανειακή διάχυση να µπορεί να αγνοηθεί ακόµη και 
στη νανο-κλίµακα (§2.3).  

Ένα ακόµη χαρακτηριστικό που δε λαµβάνεται υπόψη στο µοντέλο εγχάραξης 
επιφάνειας και είναι πιθανά σηµαντικό στη νανο-κλίµακα είναι η τυχαιότητα, καθώς δεν 
υπάρχει κάποιος στοχαστικός όρος στις εξισώσεις του µοντέλου. Εποµένως, η λεπτοµέρεια 
των δοµών που χειρίζεται αξιόπιστα θα πρέπει να είναι τέτοιες ώστε να έχει νόηµα ο 
στατιστικός µέσος όρος. Η επιφάνεια στην οποία ορίζεται το κλάσµα κάλυψης του µοντέλου 
θα πρέπει να είναι τέτοια ώστε να περιέχει στατιστικώς επαρκές πλήθος θέσεων ρόφησης. 
Έστω ότι το στατιστικά επαρκές πλήθος θέσεων ρόφησης είναι 100. Αυτό σηµαίνει ότι 100 
θέσεις ρόφησης αρκούν για τον υπολογισµό ενός µέσου όρου για το κλάσµα κάλυψης του 
µοντέλο επιφάνειας. Αν η επιφανειακή πυκνότητα των θέσεων ρόφησης είναι σ0 = 6.86×1014 
cm-2 [για επιφάνεια Si (100), Lukichev (1998)], 100 θέσεις ρόφησης περιέχονται σε 
επιφάνεια 14.58~15 nm2. Εποµένως, υιοθετώντας το παραπάνω στατιστικώς επαρκές πλήθος 
θέσεων ρόφησης (100), το κλάσµα κάλυψης εκφράζει το µέσο όρο κάλυψης επιφάνειας 
περίπου 15 nm2. Για τετραγωνική επιφάνεια 15 nm2, η διάσταση της πλευράς της επιφάνειας 
είναι περίπου 4 nm. Έτσι αν, χρησιµοποιώντας το µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας της 
εργασίας, η προσοµοίωση εξέλιξης τοπογραφίας δώσει αποτελέσµατα για δοµές µε 
διαστάσεις (πλάτος και βάθος και µήκος) της τάξης των 4 nm, τα αποτελέσµατα δεν µπορούν 
να θεωρηθούν αξιόπιστα. Όσο µεγαλύτερες από 4 nm είναι οι διαστάσεις των δοµών, τόσο 
πιο αξιόπιστα είναι τα αποτελέσµατα. Θεωρείται ότι το πλαίσιο προσοµοίωσης µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για δοµές διαστάσεων µιας τάξης µεγέθους µεγαλύτερες (µερικών δεκάδων 
nm). Η απάντηση για τα ακριβή όρια ισχύος του πλαισίου προσοµοίωσης µπορεί να δοθεί 
µέσα από τη σύγκριση των αποτελεσµάτων του µε πειραµατικά αποτελέσµατα στη νανο-
κλίµακα. Με αυτό τον τρόπο µπορεί να εξακριβωθεί αν λαµβάνονται υπόψη τα βασικά 
φαινόµενα που συµβαίνουν στη νανο-κλίµακα. 

Γενικά, τα συνεχή µοντέλα χρησιµοποιούνται για την προσοµοίωση εξέλιξης 
τοπογραφίας σε ακόµη µικρότερες διαστάσεις (1-10 nm), όπως η εξέλιξη τραχύτητας 
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εγχαρασσόµενης επιφάνειας ή επιφάνειας στην οποία γίνεται απόθεση [Barabasi & Stanley 
(1995), Drotar et al. (2000b), Gogolides et al. (2004)]. 
 
 
3.5 Αποτελέσµατα 
 

Στα σχήµατα που ακολουθούν φαίνεται η επίδραση ανεξάρτητων µεταβλητών του 
µοντέλου εγχάραξης στην απόδοση εγχάραξης και τους φαινόµενους συντελεστές 
προσκόλλησης. Επίσης συγκρίνονται τα αποτελέσµατα του µοντέλου µε πειραµατικά 
δεδοµένα. 
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(β) 

Σχήµα 3.2 (α) Απόδοση εγχάραξης, EY, και κλάσµατα κάλυψης από πολυµερές, θP, άτοµα F, θF, και 
ουδέτερες ρίζες CFx, θCFx, επιφάνειας SiΟ2 συναρτήσει του λόγου της ροής ατόµων F προς τη ροή 
ιόντων, RF. Ο λόγος ροής των ουδετέρων ριζών CFx προς αυτή των ιόντων, RCFx, είναι 20, η ενέργεια 
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των ιόντων είναι 100eV και η σύσταση των ιόντων είναι 10%CF3
+, 85%CF2

+, 5%CF+.ℜ (β) Τα ίδια µε 
(α) για επιφάνεια Si. 
 

Στο Σχήµα 3.2 φαίνεται η απόδοση εγχάραξης SiΟ2 και Si (άτοµα Si ανά προσπίπτον 
ιόν) και τα κλάσµατα κάλυψης της επιφάνειας, θ, σαν συνάρτηση του λόγου της ροής των 
ατόµων F προς τη ροή των ιόντων, RF, µε το λόγο της ροής των ουδετέρων ριζών CFx προς 
αυτή των ιόντων, RCFx, να παραµένει σταθερός. Η ενέργεια των ιόντων έχει την τυπική τιµή 
των 100 eV και η σύσταση των ιόντων είναι 10% CF3

+, 85% CF2
+, 5% CF+. 

Στα Σχήµατα 3.2α και 3.2β για µικρές τιµές του λόγου RF, η απόθεση πολυµερούς 
υπερκερά την εγχάραξή του και η επιφάνεια καλύπτεται από πολυµερές (θP=1). Τότε η 
απόδοση εγχάραξης είναι αρνητική. Καθώς ο λόγος RF αυξάνεται, το θP γίνεται µικρότερο 
της µονάδας, ξεκινά η εγχάραξη και ταυτόχρονα η απόδοση εγχάραξης περνά από το µηδέν. 
Η µετάβαση από απόθεση σε εγχάραξη είναι απότοµη και για τα δύο υποστρώµατα και 
συµβαίνει σε µικρότερο λόγο RF για το SiO2. Η καµπύλη απόδοσης εγχάραξης επιφάνειας 
SiO2 ακολουθεί (Σχήµα 3.2α) την καµπύλη του κλάσµατος κάλυψης από ουδέτερες ρίζες, 
θCFx, µέχρι ο λόγος RF να πλησιάσει το λόγο RCFx (20). Για RF>RCFx  η καµπύλη απόδοσης 
ακολουθεί την καµπύλη του κλάσµατος κάλυψης από άτοµα F. Για την επιφάνεια Si η 
καµπύλη απόδοσης εγχάραξης ακολουθεί (Σχήµα 3.2β) την καµπύλη του κλάσµατος 
κάλυψης από άτοµα F, θF.  

Στο Σχήµα 3.3 φαίνεται η απόδοση εγχάραξης, το κλάσµα της υποβοηθούµενης από 
ιόντα (ΥΑΙ) απόδοσης εγχάραξης στη συνολική απόδοση σαν συνάρτηση των λόγων RF και 
RCFx. Στο Σχήµα 3.3 (όπως και στο Σχήµα 3.2) τα όρια των αξόνων καλύπτουν µεγάλο εύρος 
τιµών των λόγων RF, RCFx και αφορούν και υψηλής (µικροί λόγοι) και χαµηλής  (υψηλοί 
λόγοι) πυκνότητας πλάσµα. Η περιοχή τιµών RF, RCFx στην οποία συµβαίνει απόθεση 
πολυµερούς είναι µεγαλύτερη για το Si από αυτή για το SiO2 (λευκές επιφάνειες στα 
Σχήµατα 3.3α και 3.3γ). Αυτό οφείλεται στο ότι οι ουδέτερες ρίζες CFx προκαλούν µόνο 
απόθεση στο Si. Αντίθετα στο SiO2, µπορούν να προκαλέσουν και εγχάραξη. Στα Σχήµατα 
3.3β και 3.3δ φαίνεται το κλάσµα της ΥΑΙ απόδοσης εγχάραξης στη συνολική απόδοση 
εγχάραξης συναρτήσει των λόγων  RF, RCFx. για επιφάνειες SiO2 και Si αντίστοιχα. Και στις 
δύο επιφάνειες φαίνεται ότι η ΥΑΙ εγχάραξη είναι ο κυρίαρχος µηχανισµός εγχάραξης. 
Υπενθυµίζεται ότι για την επιφάνεια SiO2 η ΥΑΙ εγχάραξη γίνεται στο κλάσµα της 
επιφάνειας που καλύπτεται από άτοµα F και ρίζες CFx, ενώ για την επιφάνεια Si η ΥΑΙ 
εγχάραξη γίνεται µόνο στο κλάσµα της επιφάνειας που καλύπτεται από άτοµα F. 

 
  

 

                                                 
ℜ Η επιλογή αυτής της σύστασης ιόντων έγινε µε βάση τη σύσταση ενός πλάσµατος CHF3 [Rolland et al. 
(2000)]. Σε πλάσµα CHF3, εκτός από CF3

+, CF2
+, CF+ υπάρχει και CΗF2

+, ένα ιόν για το οποίο δεν είναι 
διαθέσιµα πειραµατικά δεδοµένα. Έτσι, έχει γίνει η παραδοχή ισοδυναµίας στη συµπεριφορά των ιόντων CF2

+ 
και CHF2

+. 
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Σχήµα 3.3 (α) Απόδοση εγχάραξης SiO2, (β) κλάσµα υποβοηθούµενης από ιόντα απόδοσης 
εγχάραξης στην συνολική απόδοση εγχάραξης SiO2, (γ) απόδοση εγχάραξης Si και (δ) κλάσµα 
υποβοηθούµενης από ιόντα απόδοσης εγχάραξης στην συνολική απόδοση εγχάραξης Si συναρτήσει 
των λόγων RF και RCFx. Η ενέργεια των ιόντων είναι 100eV και η σύσταση των ιόντων 10% CF3

+, 
85% CF2

+, 5% CF+. 
 

Στο Σχήµα 3.4 φαίνονται οι φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης των ατόµων F 
(SE,F) και των ουδετέρων ριζών CFx (SE,CFx) σε εγχαρασσόµενες επιφάνειες SiO2 και στο Si 
συναρτήσει των λόγων RF, RCFx, όπως υπολογίζονται από τις Εξ. (3.10) –  (3.11). Οι SE,i 
(i=F,CFx), οι οποίοι παίζουν σηµαντικό ρόλο στον υπολογισµό των τοπικών ροών στο 
εσωτερικό δοµών (Κεφ. 2 και 4), κυµαίνονται από 5×10-5 µέχρι 1. Γενικά φαίνεται ότι τα 
όρια διακύµανσης του SE,CFx είναι ευρύτερα από αυτά του SE,F. 
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Σχήµα 3.4 Ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης (α) ατόµων F σε εγχαρασσόµενη επιφάνεια 
SiO2, (β) ουδετέρων ριζών CFx σε εγχαρασσόµενη επιφάνεια SiO2, (γ) ατόµων F σε εγχαρασσόµενη 
επιφάνεια Si και (δ) ουδετέρων ριζών CFx σε εγχαρασσόµενη επιφάνεια Si συναρτήσει των λόγων RF, 
RCFx. 
 

Όπως αναφέρθηκε, η εγχάραξη SiO2 και Si σε πλάσµα φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων εξελίσσεται διαµέσου ενός λεπτού φιλµ πολυµερούς [Oehrlein et al. 
(1994), Rueger et al. (1997), Standaert et al. (1998), Rolland et al. (2000)]. Τα πειραµατικά 
αποτελέσµατα δείχνουν µείωση των ρυθµών εγχάραξης σαν συνάρτηση του πάχους αυτού 
του στρώµατος πολυµερούς. Στο µοντέλο επιφάνειας που αναπτύχθηκε, η απόδοση (άρα και 
ο ρυθµός) εγχάραξης πέφτουν στο µηδέν, όταν το κλάσµα κάλυψης της επιφάνειας από 
πολυµερές γίνει ίσο µε τη µονάδα. Αφού η εγχαρασσόµενη επιφάνεια είναι άµορφη λόγω του 
βοµβαρδισµού της από ιόντα, το κλάσµα κάλυψης από πολυµερές µπορεί να θεωρηθεί σε ένα 
γενικότερο πλαίσιο από αυτό του στρώµατος ρόφησης κατά Langmuir. Μπορεί να θεωρηθεί ως 
κάτι αντίστοιχο του πάχους του στρώµατος πολυµερούς που παρατηρείται στην επιφάνεια και 
ειδικότερα ως το ανηγµένο - στη µέγιστη τιµή για την οποία συντηρείται η εγχάραξη του 

 128



υποστρώµατος - πάχος του στρώµατος πολυµερούς. Τα αποτελέσµατα του µοντέλου στα 
Σχήµατα 3.5 και 3.6 επιβεβαιώνουν αυτή τη θεώρηση. 

Στο Σχήµα 3.5 φαίνονται περισσότερα από 30000 αποτελέσµατα προσοµοίωσης που 
δίνουν την απόδοση εγχάραξης σαν συνάρτηση του κλάσµατος κάλυψης της επιφάνειας από 
πολυµερές. Τα αποτελέσµατα αφορούν διαφορετικούς λόγους RF, RCFx {RF,RCFx ∈ [0.1,100]} 
και διαφορετικές ενέργειες (70, 100, 130, 150, 190 και 200 eV) και συστάσεις (10% CF3

+, 
85% CF2

+, 5% CF+ και 35% CF3
+, 45% CF2

+, 20% CF+) ιόντων. Στο Σχήµα 3.5 έχουν 
σηµειωθεί και τα πειραµατικά δεδοµένα των Schaepkens et al., στα οποία το πάχος του 
πολυµερικού στρώµατος για το οποίο ο ρυθµός εγχάραξης πλησιάζει το µηδέν είναι 30Α 
[Schaepkens et al. (1999)]. Σε αυτό το πάχος έχουν αναχθεί τα πειραµατικά δεδοµένα. Τα 
αποτελέσµατα του µοντέλου ακολουθούν τα πειραµατικά: η απόδοση εγχάραξης µειώνεται µε 
την αύξηση του πάχους του πολυµερικού στρώµατος. 
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Σχήµα 3.5 Απόδοση εγχάραξης Si σαν συνάρτηση του κλάσµατος κάλυψης της επιφάνειας από 
πολυµερές. Φαίνονται περισσότερα από 3000 αποτελέσµατα προσοµοίωσης {RF, RCFx ∈ [0.1, 100]} 
σε ενέργεια ιόντων 100eV και σύσταση 10% CF3

+, 85% CF2
+, 5% CF+, 12000 αποτελέσµατα σε 

διαφορετική ενέργεια ιόντων (70, 130, 150 και 200eV) και 15000 αποτελέσµατα για διαφορετική 
σύσταση ιόντων (35% CF3

+, 45% CF2
+, 20% CF+) και ενέργειες 70, 100, 150, 190, 200 eV. Φαίνονται 

επίσης και πειραµατικά δεδοµένα [Schaepkens et al. (1999)]. Το πάχος του στρώµατος πολυµερούς 
έχει αναχθεί στα 30Α, στην τιµή για την οποία ο ρυθµός εγχάραξης Si για τα συγκεκριµένα 
πειραµατικά δεδοµένα πλησιάζει το µηδέν. 

 
Στο Σχήµα 3.6 φαίνεται η απόδοση εγχάραξης SiO2 σαν συνάρτηση του κλάσµατος 

κάλυψης της επιφάνειας από πολυµερές, καθώς και τα πειραµατικά δεδοµένα [Rueger et al. 
(1997)] για τα οποία το πάχος του πολυµερικού στρώµατος έχει αναχθεί στα 12 Α (τιµή στην 
οποία ο ρυθµός εγχάραξης για τα συγκεκριµένα πειραµατικά δεδοµένα πλησιάζει το µηδέν). 
Η απόδοση εγχάραξης έχει αναχθεί στην τετραγωνική ρίζα της ενέργειας των ιόντων (µείον 
την τετραγωνική ρίζα κατωφλίου ενέργειας για την ΥΑΙ εγχάραξη). Τα αποτελέσµατα 
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αφορούν δύο διαφορετικές συστάσεις και τρεις διαφορετικές ενέργειες ιόντων (70, 100, 
130eV). Όλες οι καµπύλες πέφτουν πάνω σε µία, όπως ακριβώς τα πειραµατικά δεδοµένα. Η 
απόλυτη τιµή της απόδοσης εγχάραξης υπερεκτιµάται από το µοντέλο. Αυτό συµβαίνει διότι, 
λόγω έλλειψης πειραµατικών αποτελεσµάτων, έχει εξοµοιωθεί η συνεισφορά των ιόντων CF2

+, 
CF+ στην ΥΑΙ εγχάραξη, µε αυτή των ιόντων CF3

+ κάτι το οποίο δεν συµβαίνει αφού τα ιόντα 
CF3

+ είναι αποτελεσµατικότερα. 
 

θP ή ανηγµένο πάχος του πολυµερικού στρώµατος
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

απ
όδ
οσ
η 
εγ
χά
ρα
ξη
ς 

Si
O

2 /
 (E

0.
5  - 

E TH
0.

5 )

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

 
Σχήµα 3.6 Απόδοση εγχάραξης SiO2 (ανηγµένη στο E0.5 – ETH

0.5, ETH=4eV) σαν συνάρτηση του 
κλάσµατος κάλυψης της επιφάνειας από πολυµερές. Φαίνονται περισσότερα από 9000 αποτελέσµατα 
προσοµοίωσης {RF, RCFx ∈ [0.1, 100]} σε ενέργεια ιόντων 70, 100, 130 eV σύστασης 10% CF3

+, 85% 
CF2

+, 5% CF+. Φαίνονται και πειραµατικά δεδοµένα [Rueger et al. (1997)] σε διαφορετικές συστάσεις 
και ενέργειες ιόντων. Το πάχος του στρώµατος πολυµερούς έχει κανονικοποιηθεί µε τα 12Α, την τιµή 
για την οποία ο ρυθµός εγχάραξης του SiΟ2 για τα συγκεκριµένα πειραµατικά δεδοµένα πλησιάζει το 
µηδέν. 
 

Το πολυµερικό στρώµα στην επιφάνεια που εγχαράσσεται είναι γενικά παχύτερο στο 
Si  [Oehrlein et al. (1994b), Rueger et al. (1999), Schaepkens et al. (1999)]. Αυτή διαφορά 
πάχους µπορεί να καταστήσει επιλεκτική την εγχάραξη του SiO2 ως προς Si. Στο Σχήµα 3.7 
φαίνεται η επιλεκτικότητα εγχάραξης (§1.3.1) του SiO2 ως προς το Si σαν συνάρτηση του 
κλάσµατος κάλυψης της επιφάνειας Si από πολυµερές, όπως προκύπτει από το µοντέλο 
εγχάραξης. Φαίνεται ότι η επιλεκτικότητα εξαρτάται (υπό δεδοµένη σύσταση και ενέργεια 
ιόντων) από το σχηµατιζόµενο πολυµερές επί της επιφάνειας Si µόνο, και µπορεί να φτάσει σε 
υψηλές τιµές όταν το κλάσµα κάλυψης είναι υψηλό. Η ίδια τάση εµφανίζεται και στα 
πειραµατικά αποτελέσµατα των Rueger et al. που επίσης φαίνονται στο Σχήµα 3.7 [Rueger et 
al. (1999)]. 
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Σχήµα 3.7 Επιλεκτικότητα εγχάραξης (SiO2/Si) σαν συνάρτηση του κλάσµατος κάλυψης της 
επιφάνειας Si από πολυµερές. Φαίνονται αποτελέσµατα προσοµοίωσης {RF, RCFx ∈ [0.1, 100]} σε 
ενέργειες ιόντων 100, 150 και 200eV και σε σύσταση ιόντων 10% CF3

+, 85% CF2
+, 5% CF+. Επίσης 

φαίνονται πειραµατικά αποτελέσµατα [Rueger et al. (1999)] σε ενέργεια ιόντων 115 eV και σε 3 
πιέσεις (6, 10, 20 mTorr). Το πάχος του πολυµερικού στρώµατος των πειραµατικών δεδοµένων έχει 
αναχθεί στην τιµή στην ο ρυθµός εγχάραξης Si πλησιάζει το µηδέν (90 Α για τα 6 mTorr, 72 Α για τα 
10 mTorr και 60 Α για τα 20 mTorr). 
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Σχήµα 3.8 Απόδοση εγχάραξης SiO2 σαν συνάρτηση της ενέργειας ιόντων για διαφορετικές τιµές των 
λόγων RF, RCFx. Η σύσταση των ιόντων είναι 10% CF3

+, 85% CF2
+, 5% CF+. Τα πειραµατικά 

δεδοµένα είναι των Oehrlein et al. [Oehrlein et al. (1994)]. ∆ιακρίνονται οι 3 «περιοχές» εγχάραξης 
SiO2 συναρτήσει της ενέργειας ιόντων: απόθεση πολυµερούς σε χαµηλή ενέργεια ιόντων, εγχάραξη  
πολυµερούς σε υψηλότερη ενέργεια (polymer suppression regime), εγχάραξη SiO2 υποβοηθούµενη 
από ιόντα σε ακόµη υψηλότερη ενέργεια ιόντων. 
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Στο Σχήµα 3.8 φαίνεται η απόδοση εγχάραξης SiO2 συναρτήσει της ενέργειας των 
ιόντων και συγκρίνεται µε πειραµατικά δεδοµένα [Oehrlein et al. (1994)]. Μολονότι οι ροές 
ατόµων F και ουδετέρων ριζών CFx δεν είναι γνωστές ώστε η σύγκριση να είναι ακριβής, η 
µορφή της πειραµατικής καµπύλης είναι ίδια µε αυτή του µοντέλου. ∆ιακρίνονται οι 3 
«περιοχές» εγχάραξης SiO2 συναρτήσει της ενέργειας ιόντων [Oehrlein et al. (1994b), 
Economou (2000)]: απόθεση πολυµερούς σε χαµηλή ενέργεια ιόντων (polymer deposition 
regime), εγχάραξη του πολυµερούς σε υψηλότερη ενέργεια (polymer suppression regime), 
εγχάραξη SiO2 υποβοηθούµενη από ιόντα σε ακόµη υψηλότερη ενέργεια ιόντων (ion assisted 
oxide etching regime). Από τις καµπύλες προσοµοίωσης προκύπτει ότι η ενέργεια στην οποία 
γίνεται η µετάβαση εξαρτάται από τους λόγους RF, RCFx. 
 
 
3.6 Ανάλυση ευαισθησίας 

 
Η αβεβαιότητα ή κάποιο σφάλµα στην εκτίµηση των συντελεστών του µοντέλου 

µπορούν να επηρεάσουν τον υπολογισµό, τόσο της απόδοσης εγχάραξης, όσο και των 
φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης. Στη συνέχεια παρουσιάζεται ανάλυση ευαισθησίας 
της απόδοσης εγχάραξης και των φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης στις τιµές των 
συντελεστών του µοντέλου. Η ανάλυση γίνεται σε εύρος συνθηκών. Σε κάθε περίπτωση 
µεταβάλλεται ένας συγκεκριµένος συντελεστής του µοντέλου, ενώ οι υπόλοιποι 
διατηρούνται σταθεροί, και εξετάζεται η επίδραση της µεταβολής του συντελεστή στην 
απόδοση εγχάραξης και στους φαινόµενους συντελεστές προσκόλλησης. 

Στους Πίνακες 3.IV και 3.V φαίνεται η µέση % µεταβολή των τιµών της απόδοσης 
εγχάραξης και των φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης σε επιφάνειες SiO2 και Si κατά 
το διπλασιασµό και τη διαίρεση διά δύο της πλειοψηφίας των συντελεστών του µοντέλου. Η 
σύγκριση γίνεται για πλήθος συνθηκών οι οποίες οδηγούν σε εγχάραξη του υποστρώµατος.ℜ  

Στους Πίνακες 3.IV και 3.V φαίνονται σε κάθε περίπτωση οι σηµαντικότεροι 
συντελεστές για το εύρος συνθηκών που εξετάστηκαν. Από τις παραπάνω επιδράσεις των 
συντελεστών του µοντέλου στην απόδοση εγχάραξης και στους φαινόµενους συντελεστές 
προσκόλλησης µπορούν να χαρακτηριστούν κρίσιµοι εκείνοι οι συντελεστές που 
µεταβάλλουν περισσότερο από 30% τις αντίστοιχες τιµές. Κι αυτό γιατί η µεταβολή των 
συντελεστών είναι υψηλή (/2, ×2). 

Η µεταβολή των συντελεστών µπορεί να µετατοπίσει τη γραµµή που χωρίζει την 
απόθεση από την εγχάραξη (γραµµή µεταξύ λευκής και χρωµατισµένης περιοχής, Σχήµα 
3.3). Ωστόσο, οι περισσότεροι συντελεστές προκαλούν ελαφρά µόνο µετατόπιση. Σηµαντική 
µετατόπιση είναι δυνατό να προκαλέσουν πιθανά σφάλµατα στα κατώφλια ενέργειας ETH, τα 
οποία έχουν εξαιρεθεί από την ανάλυση ευαισθησίας. 
 

                                                 
ℜ Ο λόγος για τον οποίο επιλέγονται µόνο οι συνθήκες που οδηγούν σε εγχάραξη είναι ότι η Εξ. (3.8) που δίνει 
την απόδοση απόθεσης χρησιµοποιείται µόνο για ποιοτικές εκτιµήσεις. 
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Πίνακας 3.IV Η % σχετική µεταβολή της απόδοσης εγχάραξης, EY, και των φαινόµενων συντελεστών 
προσκόλλησης, SE,F και SE,CFx σε επιφάνεια SiO2 όταν οι συντελεστές του µοντέλου (ένας κάθε φορά) 
διαιρούνται διά δύο (/2) ή διπλασιάζονται (×2). Οι τιµές αφορούν τη µέση τιµή για ένα πλήθος 
συνθηκών οι οποίες οδηγούν σε εγχάραξη της επιφάνειας SiO2 {το υποσύνολο των συνθηκών RF, 
RCFx ∈ [0.1, 1000], Ε=70, 100, 150 eV, σύσταση ιόντων 5% CF3

+, 85% CF2
+, 10% CF+ που οδηγούν 

σε εγχάραξη}. 
 

SiO2 %∆EY/ΕΥ %∆SE,F/SE,F %∆SE,CFx/SE,CFx

συντελεστής /2 ×2 /2 ×2 /2 ×2 
sF 5.69 6.38 8.26 10.96 16.27 12.59 

sCFx 3.61  4.46  19.62  
sF/P 5.06 27.62 5.61 7.78 3.66 6.96 

sCFx/P 20.52 3.80 3.43 2.91 5.49 4.59 
KREC 9.00 25.27 33.27 49.88 22.34 23.69 
K0 13.04 13.13 4.42 4.53 13.20 13.15 
Ea 16.24 13.08 8.20 4.49 14.71 13.24 

A του yPS,CF3+ 13.46 15.90 4.37 4.37 13.16 13.16 
A του yPS,CF2+ 21.18 11.64 4.81 3.84 12.91 14.30 
Ad2 του yD,CF+ 15.53 11.99 4.61 4.45 13.24 13.89 
Α του βF 28.28 35.17 16.46 19.96 25.42 27.16 
Α του βF/P 12.66 13.73 4.93 4.55 13.83 13.21 
Αd2 του βS 19.08 15.56 6.08 6.90 18.79 22.74 
Α του βCFx 30.20 74.18 4.94 5.10 27.93 33.33 

 
 
Πίνακας 3.V Η % σχετική µεταβολή της απόδοσης εγχάραξης, EY, και των φαινόµενων συντελεστών 
προσκόλλησης, SE,F και SE,CFx σε επιφάνεια Si όταν οι συντελεστές του µοντέλου (ένας κάθε φορά) 
διαιρούνται διά δύο (/2) ή διπλασιάζονται (×2). Οι τιµές αφορούν τη µέση τιµή για ένα πλήθος 
συνθηκών οι οποίες οδηγούν σε εγχάραξη της επιφάνειας Si {το υποσύνολο των συνθηκών RF, RCFx ∈ 
[0.1, 1000], Ε=70, 100, 150 eV, σύσταση ιόντων 5% CF3

+, 85% CF2
+, 10% CF+ που οδηγούν σε 

εγχάραξη}. 
 

Si %∆EY/ΕΥ %∆SE,F/SE,F %∆SE,CFx/SE,CFx

συντελεστής /2 ×2 /2 ×2 /2 ×2 
sF 31.29 43.30 11.31 14.63 17.96 13.60 

sCFx 17.41 15.61 3.71 3.76 18.83 32.08 
sF/P 10.86 42.46 14.03 20.78 1.78 1.23 

sCFx/P 25.70 7.13 8.37 7.30 8.58 11.60 
KREC 16.23 49.37 23.90 41.30 9.60 13.62 

k0 0.92 1.84 0.83 1.65 0.35 0.69 
Ea 12.93 1.81 11.44 1.64 4.71 0.69 

A του yPS,CF3+ 0.29 0.58 0.01 0.02 0.00 0.01 
Ad2 του yD,CF2+ 35.31 16.34 3.40 4.82 1.27 2.35 
Ad2 του yD,CF+ 9.68 6.14 0.69 1.24 0.26 0.51 
Α του βF 27.17 35.32 13.08 17.13 13.18 17.43 
Α του βF/P 11.71 7.96 5.60 2.89 5.25 2.70 
Αd2 του βS 4.13 9.16 4.31 6.11 20.72 35.44 
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Η ακρίβεια στην εκτίµηση των συντελεστών του µοντέλου επηρεάζει σηµαντικά την 
προσοµοίωση εξέλιξης τοπογραφίας των εγχαρασσόµενων δοµών αφού επιδρά στον 
υπολογισµό της τοπικής ταχύτητας εγχάραξης: Σφάλµα στις τιµές των συντελεστών 
επηρεάζει α) την εξάρτηση του ρυθµού εγχάραξης από τις ανεξάρτητες µεταβλητές του 
µοντέλου και β) τον υπολογισµό των τοπικών ροών, αφού µεταβάλλει τις τιµές των SE,F και 
SE,CFx (Κεφ. 2 και 4). 
 
 
3.7 Αξιολόγηση 
 

Αναπτύχθηκε φαινοµενολογικό µοντέλο για την περιγραφή των διεργασιών που 
συµβαίνουν σε εγχαρασσόµενη επιφάνεια SiO2 και Si σε πλάσµα φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων. Οι ανεξάρτητες µεταβλητές είναι οι ροές των ουδετέρων συστατικών 
(ατόµων F και ουδετέρων ριζών CFx) και η ροή, η ενέργεια και η σύσταση των ιόντων που 
φτάνουν στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια. Οι εξαρτηµένες µεταβλητές είναι η απόδοση και ο 
ρυθµός εγχάραξης και οι φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης του ουδέτερων 
συστατικών. 

Η αντιστοίχηση του κλάσµατος κάλυψης της επιφάνειας από πολυµερές µε το 
ανηγµένο πάχος του πολυµερικού στρώµατος επί της επιφάνειας που πειραµατικά 
παρατηρείται κατά την εγχάραξη Si, SiO2, καθιστά δυνατή τη σύγκριση των αποτελεσµάτων 
του µοντέλου µε πειραµατικά. Τα αποτελέσµατα της σύγκρισης επιβεβαιώνουν την 
αντιστοίχηση. Τα µοντέλο, χωρίς προσαρµόσιµες παραµέτρους, συγκρίνεται ικανοποιητικά 
µε τα πειραµατικά δεδοµένα. Μάλιστα, το µοντέλο για το SiO2 χρησιµοποιείται για την 
εξήγηση των φαινοµένων υστέρησης εγχάραξης και αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης 
(§1.5) σε αυλάκια και οπές SiO2 (§10.2 και §10.4). 

Το µοντέλο εγχάραξης χρησιµοποιείται στο συνολικό πλαίσιο προσοµοίωσης κατά 
τον υπολογισµό της τοπικής ταχύτητας εγχάραξης (Κεφ. 4). Τέτοιου είδους µοντέλα έχουν 
χρησιµοποιηθεί και σε διαφορετικά πλαίσια προσοµοίωσης [Zhang & Kushner (2001), 
Mahorowala & Sawin (2002)], όπου η τοπική ροή στο εσωτερικό δοµών υπολογίζεται µε 
µέθοδο Monte Carlo και η εξέλιξη τοπογραφίας µε µέθοδο κελιών. 

Πιθανή επέκταση του µοντέλου σε επίπεδο θεώρησης είναι η προσθήκη όρου 
διάχυσης στην επιφάνεια [Gerodolle & Pelletier (1991), Singh et al. (1992)], ώστε να 
µελετηθεί η σηµασία της διάχυσης σε δοµές πολύ µικρών διαστάσεων (§2.3). Τέλος, για την 
εφαρµογή του συνολικού πλαισίου προσοµοίωσης σε διαφορετική διεργασία χαµηλής πίεσης 
(είτε διεργασία εγχάραξης µε διαφορετικό υπόστρωµα και πλάσµα, είτε διεργασία 
απόθεσης), αρκεί η ανάπτυξη αντίστοιχου µοντέλο υπολογισµού των ρυθµών εγχάραξης 
(απόθεσης) και των φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης. Ενδιαφέρον παρουσιάζει η 
µελέτη και ανάπτυξη αντίστοιχων µοντέλων για την περιγραφή της σύνθετης διεργασίας 
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πολυβηµατικής εγχάραξης δοµών Si µε εναλλαγή αερίων πλάσµατος (ΠΕΜΕΑΠ)ℜ που 
χρησιµοποιείται ευρύτατα στην κατασκευή δοµών µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων 
(§1.1). Μια πρώτη προσέγγιση της διεργασίας µε απλά µοντέλα (που δεν χρησιµοποιούν τη 
θεώρηση του κλάσµατος κάλυψης) περιλαµβάνεται στην §10.4.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
ℜ Στη διάρκεια ενός κύκλου της διεργασίας ΠΕΜΕΑΠ δύο διαφορετικά αέρια πλάσµατος χρησιµοποιούνται 
διαδοχικά. Το πρώτο βήµα του κύκλου είναι συνήθως εγχάραξη του Si µε πλάσµα SF6, ενώ στο δεύτερο βήµα 
συµβαίνει απόθεση ενός πολυµερούς στρώµατος µε πλάσµα C4F8 (ή άλλου αερίου CxFy). Εκτός από τον πρώτο 
κύκλο, στο βήµα εγχάραξης εκτός του Si εγχαράσσεται και το πολυµερές που αποτίθεται στο βήµα απόθεσης. 
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Κεφάλαιο 4 

 

 

 

 

 

Αλγόριθμος υπολογισμού τοπικής 

ταχύτητας εγχάραξης 

 

 

 

 

 
Το µοντέλο υπολογισµού της τοπικής ταχύτητας εγχάραξης στο εσωτερικό δοµών προκύπτει 
από τη σύζευξη των µοντέλων υπολογισµού τοπικών ροών (Κεφ.2) και εγχάραξης επιφάνειας 
(Κεφ. 3). Συνδέει τις ροές των συστατικών στον κύριο όγκο αντιδραστήρα πλάσµατος µε την 
τοπική ταχύτητα εγχάραξης στο εσωτερικό των δοµών. Ο αλγόριθµος σύζευξης αφορά τον 
ταυτόχρονο υπολογισµό των τοπικών ροών και των τοπικών φαινόµενων συντελεστών 
προσκόλλησης των συστατικών µέσω επαναληπτικής διαδικασίας. Το αριθµητικό πρόβληµα 
που αντιµετωπίζεται είναι η επίλυση συστήµατος µη οµογενών µη γραµµικών ολοκληρωτικών 
εξισώσεων Fredholm 2ου είδους. 
 
 
 
 
 
 



4.1 Εισαγωγή 
 

Στο Κεφ. 2 περιγράφηκε µοντέλο υπολογισµού της τοπικής ροής συστατικού στο 
εσωτερικό των δοµών. Η αριθµητική µέθοδος επίλυσης και τα αποτελέσµατα που 
παρουσιάστηκαν βασίστηκαν στην παραδοχή ότι ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης 
του συστατικού είναι σταθερός σε κάθε στοιχειώδη επιφάνεια της δοµής. Στην πράξη, ο 
φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης συστατικού σε επιφάνεια εξαρτάται από την 
κατάσταση της επιφάνειας και συνεπώς από τις ροές των συστατικών που φτάνουν σε αυτή. 
Για το σύστηµα πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων – υπόστρωµα SiO2 ή Si, 
περιγράφηκε στο Κεφ. 3 µοντέλο υπολογισµού των φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης 
για τα ουδέτερα συστατικά (άτοµα F, ρίζες CFx), όπου και φάνηκε αυτή η εξάρτηση των 
φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης από τις ροές των συστατικών [Εξ. (3.10) και 
(3.11)]. Οι ροές των συστατικών εξαρτώνται από τους φαινόµενους συντελεστές προσκόλλησης 
και οι φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης από τις ροές των συστατικών. Ο υπολογισµός 
των τοπικών ροών και φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης στο εσωτερικό των δοµών 
είναι ένα µη γραµµικό πρόβληµα. 
 Για την επίλυση αυτού του µη γραµµικού προβλήµατος χρειάζεται να γίνει σύζευξη 
των συστατικών µοντέλων (Α) και (Β) του πλαισίου προσοµοίωσης (§1.6). Στη συνέχεια του 
κεφαλαίου περιγράφονται ο αλγόριθµος σύζευξης των δύο µοντέλων για τον υπολογισµό της 
τοπικής ταχύτητας εγχάραξης (§4.2), αποτελέσµατα της σύζευξης (§4.3) και αξιολόγηση του 
αλγορίθµου (§4.4). 
 
 
4.2 Αλγόριθµος σύζευξης του µοντέλου υπολογισµού των τοπικών ροών στο εσωτερικό 
δοµών µε το µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας 
 

Η τοπική ροή συστατικού i σε µια στοιχειώδη επιφάνεια δοµής στη θέση x, ji(x), είναι 
το άθροισµα (Κεφ. 2) α) της απευθείας ροής του i, jdirect,i(x), δηλαδή της ροής του i που 
φτάνει στη στοιχειώδη επιφάνεια στη θέση x απευθείας από τον κύριο όγκο του 
αντιδραστήρα πλάσµατος και β) της ροής του i από επανεκποµπή από όλες τις υπόλοιπες 
στοιχειώδεις επιφάνειες της δοµής. Το γενικό πρόβληµα υπολογισµού των τοπικών ροών Ν το 
πλήθος συστατικών (π.χ. ουδέτερες ρίζες ή ιόντα) περιγράφεται από σύστηµα Ν µη οµογενών 
µη γραµµικών ολοκληρωτικών εξισώσεων Fredholm 2ου είδους: 

 

[ ]{ }, ,
 

( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )i direct i E i 1 2 N i
επιφανεια
δοµης

j j S j , j ,..., j Q j dA′ ′ ′ ′ ′= + −∫∫x x x x x x x x ′  

i=1,2, …, N,   (4.1) 
 
όπου Q(x, x′) είναι η συνάρτηση που εκφράζει την επίδραση της γεωµετρίας της δοµής και 
του µηχανισµού επανεκποµπής (Κεφ. 2). SE,i[j1(x′), j2(x′), … , jN(x′)] είναι ο τοπικός 
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φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης του συστατικού i στη στοιχειώδη επιφάνεια στη 
θέση x′. O φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης του i εκφράζει το κλάσµα της ροής του 
είδους i που προσκολλάται στην επιφάνεια και µπορεί να υπολογιστεί από το µοντέλο 
εγχάραξης επιφάνειας [Εξ. (3.10) και (3.11)]. Η εξάρτηση του φαινόµενου συντελεστή 
προσκόλλησης από τις τοπικές ροές προσδίδει στην Εξ. (4.1) το µη γραµµικό χαρακτήρα: Οι 
τοπικές ροές των συστατικών εξαρτώνται από τους τοπικούς φαινόµενους συντελεστές 
προσκόλλησης και οι τοπικοί φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης εξαρτώνται από τις 
τοπικές ροές. Ο ταυτόχρονος υπολογισµός των τοπικών ροών των συστατικών και των 
τοπικών φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης στο εσωτερικό των δοµών αποτελεί το 
κεντρικό σηµείο της σύζευξης των µοντέλων υπολογισµού των τοπικών ροών και του µοντέλου 
εγχάραξης επιφανειών. 

Ο υπολογισµός των τοπικών ροών και φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης 
γίνεται επαναληπτικά και παριστάνεται σχηµατικά στο Σχήµα 4.1 [Kokkoris et al. (2004)]. 
Τα δεδοµένα για τον υπολογισµό της τοπικής ταχύτητας εγχάραξης είναι το σύνορο της 
εγχαρασσόµενης δοµής, οι ροές των συστατικών στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα 
πλάσµατος, οι γωνιακές κατανοµές των συστατικών στην είσοδο της δοµής (απαραίτητες για 
τον υπολογισµό της απευθείας ροής) και οι µηχανισµοί επανεκποµπής των συστατικών από 
την εγχαρασσόµενη επιφάνεια. Η επαναληπτική διαδικασία ξεκινά µε µια αρχική εκτίµηση 
για τις τοπικές ροές των συστατικών η οποία τροφοδοτείται στο µοντέλο εγχάραξης 
επιφάνειας. Από το µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας προκύπτουν οι τοπικοί φαινόµενοι 
συντελεστές προσκόλλησης, οι οποίοι τροφοδοτούνται στο µοντέλο υπολογισµού των 
τοπικών ροών, δηλαδή στο σύστηµα των ολοκληρωτικών εξισώσεων της Εξ. (4.1). Από το 
σύστηµα των ολοκληρωτικών εξισώσεων προκύπτουν νέες τιµές για τις τοπικές ροές των 
συστατικών, οι οποίες στη συνέχεια συγκρίνονται µε τις αρχικές. Αν δεν υπάρχει σύγκλιση, 
οι νέες τιµές παίρνουν τη θέση των αρχικών και η διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρι οι 
αρχικές και νέες τιµές των τοπικών ροών να συγκλίνουν. Όταν επιτευχθεί σύγκλιση, οι 
τοπικές ροές των συστατικών τροφοδοτούνται στο µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας, από το 
οποίο προκύπτει η τοπική ταχύτητα εγχάραξης. 

Αν και το πρόβληµα υπολογισµού των τοπικών ροών συστατικών στο εσωτερικό δοµής 
αντιστοιχεί σε ένα σύστηµα µη γραµµικών ολοκληρωτικών εξισώσεων [Εξ. (4.1)], σε κάθε 
επανάληψη του αλγόριθµου σύζευξης λύνονται Ν (πλήθος συστατικών) γραµµικές 
ολοκληρωτικές εξισώσεις, αφού οι συναρτήσεις SE,i θεωρούνται γνωστές. Για την επίλυση κάθε 
µίας από αυτές χρησιµοποιούνται οι αριθµητικές µέθοδοι που περιγράφηκαν στο Κεφ. 2 (§2.6). 
 

 
 
 
 

 139



 σύνορο 
εγχαρασσόµενης 

δοµής

ροές συστατικών στον 
κύριο  όγκο του 

αντιδραστήρα πλάσµατος

OXI

µοντέλο 
εγχάραξης 
επιφάνειας

 υπολογισµός τοπικών ροών των 
συστατικών στο εσωτερικό της δοµής 
[επίλυση συστήµατος ολοκληρωτικών 

εξισώσεων (4.1)]

  

, 

τοπικοί φαινόµενοι 
συντελεστές 

προσκόλλησης SE,i

 τοπικές ροές 
συστατικών, ji

 
 ?

σύγκλιση 
ροών

  (έστω τοπικές ροές των συστατικών έναρξη του βρόχου)

τοπική ταχύτητα 
εγχάραξης στο εσωτερικό 

της δοµής, EV

∆εδοµένα

 γωνιακές κατανοµές 
συστατικών στην είσοδο 

της δοµής

µηχανισµοί επανεκποµπής 
συστατικών από την 

εγχαρασσόµενη επιφάνεια

Κεφ. 3

 Κεφ.2

µοντέλο 
 εγχάραξης 
επιφάνειας

NAI

Κεφ. 3

 
Σχήµα 4.1 Σχηµατική παράσταση του αλγόριθµου σύζευξης των µοντέλων υπολογισµού τοπικών 
ροών στο εσωτερικό δοµών και εγχάραξης επιφάνειας. Με τη σύζευξη συνδέονται οι ροές των 
συστατικών στον κύριο όγκο του πλάσµατος µε την τοπική ταχύτητα εγχάραξης στο εσωτερικό των 
δοµών. 
 
 

4.3 Αποτελέσµατα 
 

Παρουσιάζονται αποτελέσµατα της σύζευξης των δύο µοντέλων σε πρότυπες δοµέςℜ 
SiO2 και Si που εγχαράσσονται σε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων. Επιλύεται 
σύστηµα τριών µη οµογενών µη γραµµικών ολοκληρωτικών εξισώσεων Fredholm 2ου είδους 
µε τον τρόπο που περιγράφεται στην §4.2. Η πρώτη εξίσωση αφορά την τοπική ροή των 
                                                 
ℜ Αυλάκια µε κάθετα πλάγια τοιχώµατα και πλήρως επίπεδη βάση και κυλινδρικές οπές. 
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ατόµων F, η δεύτερη στην τοπική ροή ριζών CFx και η τρίτη την τοπική ροή των ιόντων. Οι 
φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης για τα άτοµα F και τις ρίζες CFx υπολογίζονται από 
τις Εξ. (3.10) και (3.11) του µοντέλου επιφάνειας. Ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης 
για τα ιόντα είναι µονάδα, δηλαδή θεωρείται ότι δεν επανεκπέµπονται. Τα αποτελέσµατα που 
παρουσιάζονται στη συνέχεια αφορούν και κάθε όµοια µε την περιγραφόµενη δοµή, η αλλιώς 
αφορούν δοµές µε τον ίδιο ΛΑ. Η µεταβλητή s στα σχήµατα που ακολουθούν µπορεί να 
αντικατασταθεί από την s/w, όπου w το πλάτος της δοµής. 
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(β) 
Σχήµα 4.2 (α) Η τοπική ροή των ατόµων F, jF, των ριζών CFx, jCFx, και των ιόντων, jION, κατά µήκος 
διατοµής πρότυπου αυλακιού και οπής SiO2. Στο ίδιο σχήµα φαίνεται η τοπική απευθείας ροή, jdirect, 
και η τοπική ταχύτητα εγχάραξης, EV. Όλες οι ροές είναι ανηγµένες στις αντίστοιχες ροές που 
φτάνουν σε ελεύθερη επιφάνεια από τον κύριο όγκο του πλάσµατος, ενώ η ταχύτητα εγχάραξης είναι 
ανηγµένη σε αυτή ελεύθερης επιφάνειας. (β) Οι τοπικοί φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης των 
ατόµων F, SE,F, και των ριζών CFx, SE,CFx, κατά µήκος διατοµής πρότυπου αυλακιού και οπής SiO2. Το 
βάθος των δοµών είναι d=4 και το πλάτος w=1 (ΛΑ=4). Το αριστερό τµήµα του Σχήµατος 4.2 αφορά 
το αυλάκι, ενώ το δεξιό την οπή. Συνθήκες: Οι λόγοι των ροών των ουδέτερων συστατικών (F, CFx) 
προς αυτή των ιόντων σε ελεύθερη επιφάνεια είναι RF,0=RCFx,0=10, η ενέργεια των ιόντων είναι 
E=100 eV και η σύσταση τους είναι 10% CF3

+ , 85% CF2
+ και 5% CF+. Ισοτροπική κατανοµή και 
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µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής για τα ουδέτερα συστατικά και κανονική κατανοµή µε τυπική 
απόκλιση σ=2ο για τα ιόντα. 
 

Στο Σχήµα 4.2α φαίνεται η τοπική ροή ατόµων F, ριζών CFx και ιόντων [ανηγµένες 
στις αντίστοιχες ροές που φτάνουν σε ελεύθερη επιφάνεια (§1.4) από τον κύριο όγκο του 
πλάσµατος] κατά µήκος διατοµής πρότυπου αυλακιού (αριστερή πλευρά του Σχήµατος 4.2α) 
και οπής (δεξιά πλευρά του Σχήµατος 4.2α) SiO2. Στο ίδιο σχήµα φαίνεται και η τοπική 
ταχύτητα εγχάραξης (ανηγµένη στην ταχύτητα εγχάραξης ελεύθερης επιφάνειας). Στο Σχήµα 
4.2β φαίνονται οι υπολογιζόµενοι τοπικοί φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης των 
ατόµων F και των ριζών CFx. Ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης στο πλάγιο τοίχωµα 
για τα άτοµα F είναι µεγαλύτερος από αυτόν για τις ρίζες CFx και για αυτό η µείωση της 
τοπικής ροής των ατόµων F είναι σηµαντικότερη. Αν και οι φαινόµενοι συντελεστές των 
συστατικών δεν αλλάζουν σηµαντικά από το αυλάκι στην οπή (Σχήµα 4.2β), οι τοπικές ροές 
στην οπή είναι µικρότερες. Αυτό οφείλεται στο ότι η απευθείας ροή (διαθέσιµη για 
επανεκποµπή ροή) στην οπή είναι µικρότερη σε σχέση µε το αυλάκι (jdirect, Σχήµα 4.2α). 
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(β) 
Σχήµα 4.3 (α) Η τοπική ροή των ατόµων F, jF, των ριζών CFx, jCFx, και των ιόντων, jION, κατά µήκος 
διατοµής πρότυπου αυλακιού και οπής Si. Στο ίδιο σχήµα φαίνεται η τοπική ταχύτητα εγχάραξης, EV. 
Όλες οι ροές είναι ανηγµένες στις αντίστοιχες ροές φτάνουν σε ελεύθερη επιφάνεια από τον κύριο 
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όγκο του πλάσµατος, ενώ η ταχύτητα εγχάραξης είναι ανηγµένη σε αυτή ελεύθερης επιφάνειας. Το 
βάθος των δοµών είναι d=4 και το πλάτος w=1 (ΛΑ=4). Το αριστερό τµήµα του Σχήµατος 4.3α αφορά 
το αυλάκι, ενώ το δεξιό την οπή. Συνθήκες: Οι λόγοι των ροών των ουδέτερων συστατικών (F, CFx) 
προς αυτή των ιόντων σε ελεύθερη επιφάνεια είναι RF,0=40 και RCFx,0=10, η ενέργεια των ιόντων είναι 
E=100 eV και η σύσταση τους είναι 10% CF3

+ , 85% CF2
+ και 5% CF+. Ισοτροπική κατανοµή και 

µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής για τα ουδέτερα συστατικά και κανονική κατανοµή µε τυπική 
απόκλιση σ=2ο για τα ιόντα. (β) Τα ίδια µε (α) σε διαφορετικές συνθήκες: RF,0=20, RCFx,0=10. 
 

Στο Σχήµα 4.3α φαίνεται η τοπική ροή ατόµων F, ριζών CFx και ιόντων (ανηγµένες 
στις αντίστοιχες ροές που φτάνουν σε ελεύθερη επιφάνεια από τον κύριο όγκο του 
πλάσµατος) κατά µήκος διατοµής πρότυπου αυλακιού και οπής Si. Στο ίδιο σχήµα φαίνεται 
και η τοπική ταχύτητα εγχάραξης (ανηγµένη στην ταχύτητα εγχάραξης ελεύθερης 
επιφάνειας). Στο Σχήµα 4.3β φαίνονται τα ίδια σε διαφορετικές συνθήκες. Η αλλαγή στις 
συνθήκες µεταβάλλει την καµπύλη µεταβολής της τοπικής ταχύτητας εγχάραξης. Η τοπική 
ταχύτητα στις συνθήκες του Σχήµατος 4.3β εµφανίζει µέγιστο στα άκρα της βάσης των δοµών, 
το οποίο µπορεί να εξηγήσει ένα από τα προβλήµατα εγχάραξης, αυτό των πτυχώσεων στη 
βάση των δοµών (microtrenching, §1.5, Σχήµα 1.9στ). 

Στα παραδείγµατα που παρουσιάστηκαν το πλήθος των επαναλήψεων της 
διαδικασίας που περιγράφεται στην §4.2 είναι µικρότερο από 10. 
 
 
4.4 Αξιολόγηση 
 

Ο υπολογισµός της τοπικής ταχύτητας εγχάραξης µέσα σε δοµές απαιτεί τον 
υπολογισµό των τοπικών ροών των συστατικών. Για τον υπολογισµό των τοπικών ροών των 
συστατικών χρειάζεται η επίλυση ενός συστήµατος Ν (πλήθος συστατικών) µη οµογενών µη 
γραµµικών ολοκληρωτικών εξισώσεων Fredholm 2ου είδους [Εξ. (4.1)]. Οι ολοκληρωτικές 
εξισώσεις είναι µη γραµµικές διότι οι τοπικοί φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης των 
συστατικών εξαρτώνται από τις τοπικές ροές των συστατικών. Προτείνεται επαναληπτική 
διαδικασία ταυτόχρονου υπολογισµού των τοπικών ροών και φαινόµενων συντελεστών 
προσκόλλησης των συστατικών (Σχήµα 4.1), που απαιτεί σε κάθε επανάληψη την επίλυση Ν 
µη οµογενών γραµµικών ολοκληρωτικών εξισώσεων Fredholm 2ου είδους µε τη µέθοδο 
Nystrom (µε κανόνα ολοκλήρωσης Gauss και µέθοδο SOR για την επίλυση του γραµµικού 
συστήµατος), δηλαδή µε τη βέλτιστη των δύο αριθµητικών µεθόδων επίλυσης που 
περιγράφηκαν στην §2.6. 

Το µοντέλο υπολογισµού της τοπικής ροής διαφέρει από άλλα της βιβλιογραφίας 
[Cale & Raupp (1990), Drotar et al. (2000b)] στο ότι λαµβάνει υπόψη αυτή την εξάρτηση 
των τοπικών φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης από τις τοπικές ροές. Ωστόσο 
υπάρχουν και εργασίες στις οποίες λαµβάνεται υπόψη αυτή η εξάρτηση [Arnold et al. (1993), 
Levinson et al. (1997), Tuda et al. (1997), Levinson et al. (2000)]. Η διαφορά του 
προτεινόµενου αλγόριθµου σύζευξης από την εργασία των Arnold et al. είναι στον κανόνα 
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ολοκλήρωσης, ο οποίος στην εργασία τους είναι ο κανόνας ορθογωνίου. Επίσης, 
χρησιµοποιούν απευθείας την ολοκληρωτική εξίσωση [Εξ. (4.1)] για τον υπολογισµό της 
τοπικής ροής από επανάληψη σε επανάληψη. Το σύστηµα µη γραµµικών ολοκληρωτικών 
εξισώσεων αντιµετωπίζεται µε διαφορετικό τρόπο από τους Levinson et al., οι οποίοι το 
επιλύουν µε τη µέθοδο Newton-Raphson και σε κάθε επανάληψη χρησιµοποιούν τη µέθοδο 
παραγοντοποίησης LU για την επίλυση του γραµµικού συστήµατος. Στον αλγόριθµο που 
προτείνεται δεν χρειάζεται η κατασκευή Ιακωβιανού πίνακα και η µέθοδος SOR είναι γενικά 
ταχύτερη από τη µέθοδο παραγοντοποίησης LU. Ο κανόνας ολοκλήρωσης δεν είναι γνωστός 
στις εργασίες των Levinson et al., ενώ δεν δίδονται στοιχεία για τη µέθοδο επίλυσης στην 
εργασία των Tuda et al. 

Οι Zhang και Kushner [Zhang & Kushner (2001)] και οι Mahorowala και Sawin 
[Mahorowala & Sawin (2002)] χρησιµοποιούν διαφορετική προσέγγιση για τον υπολογισµό 
της τοπικής ταχύτητας εγχάραξης µέσα σε δοµές: χρησιµοποιούν µέθοδο Monte Carlo για τη 
µεταφορά των σωµατιδίων των συστατικών στο εσωτερικό της δοµής, µέθοδο κελιών για την 
εξέλιξη της τοπογραφίας και µοντέλο εγχάραξης που βασίζεται στο κλάσµα των συστατικών 
στα κελιά που ορίζουν την επιφάνεια εγχάραξης. Ο λόγος για τον οποίο χρησιµοποιούν τη 
µέθοδο Monte Carlo είναι λόγω της ευκολίας που παρέχει για την ενσωµάτωση των δράσεων 
στην επιφάνεια χωρίς να χρειάζονται επαναληπτικές διαδικασίες και σύγκλιση [o.π.]. 
Ωστόσο η χρήση της µεθόδου Monte Carlo έχει υψηλότερο υπολογιστικό κόστος σε χρόνο 
[ο.π.]. 

Το Μέρος ΙΙ της εργασίας ορίζει την εφαρµογή του αλγόριθµου εξέλιξης συνόρου. 
Ορίζει το σύνορο (εγχαρασσόµενη επιφάνεια) υπολογίζοντας την ταχύτητά του (ταχύτητα 
εγχάραξης). Αν ζητούµενο είναι η εφαρµογή της µεθόδου των ισοϋψών (αλγόριθµος εξέλιξης 
συνόρου) σε άλλη εφαρµογή (π.χ. εξέλιξη διεπιφάνειας ρευστών), θα πρέπει να 
κατασκευαστεί το πλαίσιο υπολογισµού ταχύτητας συνόρου που περιγράφει την εξεταζόµενη 
εφαρµογή. Το πλαίσιο υπολογισµού τοπικής ταχύτητας εγχάραξης µέσα σε δοµές που 
παρουσιάζεται είναι γενικό και µπορεί να εφαρµοστεί και σε άλλες διεργασίες εγχάραξης και 
απόθεσης. Αυτό που χρειάζεται είναι κατάλληλο µοντέλο εγχάραξης (απόθεσης) που 
υπολογίζει ταχύτητα εγχάραξης (απόθεσης) και φαινόµενους συντελεστές προσκόλλησης 
των συστατικών. 
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Μέρος III 

 

 

 

 
 

Αλγόριθμος εξέλιξης τοπογραφίας.  

Εξέλιξη συνόρου με τη μέθοδο των ισοϋψών 

 

 

 

 

 

 

 
Στο Μέρος IΙΙ της εργασίας περιγράφεται η µέθοδος των ισοϋψών. Στο Κεφ. 5 εισάγονται οι 
βασικές έννοιες της µεθόδου και σηµειώνονται τα υπολογιστικά προβλήµατα που περικλείει η 
εφαρµογή της. Στα επόµενα κεφάλαια µελετώνται αυτοτελώς τα υπολογιστικά προβλήµατα και 
αξιολογούνται µέθοδοι επίλυσης. Στο Κεφ. 6 εξετάζεται η επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών, στο 
Κεφ. 7 περιγράφονται αριθµητικές µέθοδοι για την επίλυση της εξίσωσης Eikonal, στο Κεφ. 8 η 
εύρεση ισοϋψούς συνάρτησης, και στο Κεφ. 9 η προεκβολή ταχύτητας µετατόπισης του 
συνόρου. 
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Κεφάλαιο 5 

 

 

 

 
 

Η μέθοδος των ισοϋψών 

 

 

 

 

 

 

 

 
Περιγράφονται οι βασικές έννοιες της µεθόδου των ισοϋψών. Ορίζεται η συνάρτηση ισοϋψών 
και διερευνάται η προέλευση των εξισώσεων που περιγράφουν εξέλιξη συνόρου. Σηµειώνεται η 
σχέση των εξισώσεων της µεθόδου µε υπερβολικούς νόµους διατήρησης και περιγράφονται τα 
βήµατα εφαρµογής της µεθόδου σε προβλήµατα εξέλιξης συνόρου. ∆ιακρίνονται δύο τύποι 
προβληµάτων: α) Το «γενικό» πρόβληµα εξέλιξης συνόρου, το οποίο είναι πρόβληµα αρχικών 
τιµών που περιγράφεται από την εξίσωση ισοϋψών. β) Το «στατικό» πρόβληµα εξέλιξης 
συνόρου, το οποίο είναι πρόβληµα συνοριακών τιµών και προκύπτει από το πρόβληµα αρχικών 
τιµών όταν υπάρχει περιορισµός στο πρόσηµο της ταχύτητας µετατόπισης του συνόρου. 
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5.1 Εισαγωγή 
 

Το πρόβληµα εξέλιξης συνόρου είναι σύνηθες σε πολλές περιοχές. Σε προβλήµατα 
ρευστοµηχανικής, το κινούµενο σύνορο είναι η διεπιφάνεια µεταξύ δύο ρευστών, σε 
προβλήµατα καύσης είναι το µέτωπο στη φλόγας. Σε προβλήµατα εγχάραξης, το σύνορο είναι 
η εγχαρασσόµενη επιφάνεια. 

Οι περισσότερο διαδεδοµένοι αλγόριθµοι εξέλιξης συνόρου σε προβλήµατα 
εγχάραξης είναι: 

 
Α) Μέθοδοι χορδής (string ή marker methods). Είναι µέθοδοι στις οποίες διακριτοποιείται το 
κινούµενο σύνορο και κάθε σηµείο του µετακινείται κάθετα σε αυτό σύµφωνα την τοπική 
ταχύτητα του συνόρου και την εξίσωση κίνησης. Πρόκειται για µία απλή στην εφαρµογή της 
µέθοδο. Μια γεωµετρική παραλλαγήℜ της µεθόδου ήταν αυτή που εφαρµόστηκε για πρώτη 
φορά στα προβλήµατα εξέλιξης τοπογραφίας κατά την εµφάνιση στη λιθογραφία, την 
απόθεση και την εγχάραξη στο τέλος της δεκαετίας του 1970 {[Jewett et al. (1977)], 
[SAMPLE (a program for Simulating And Modeling of Profiles for Lithography and 
Etching), Oldham et al. (1979), Oldham et al. (1980)]}. Η µέθοδος χρησιµοποιήθηκε ευρέως 
και χρησιµοποιείται µέχρι σήµερα [Singh et al. (1992), Harafuji & Misaka (1995), Levinson 
et al. (1997), Rauf et al. (2002), Volland & Rangelow (2003)].  

Το µειονέκτηµα των γεωµετρικών παραλλαγών της µεθόδου είναι ότι είναι καθαρά 
εµπειρικές. Γενικά, οι µέθοδοι χορδής µπορεί να εµφανίσουν προβλήµατα αστάθειας 
[Sethian (1996), σ. 25-28]. Σε περιπτώσεις όπου στο σύνορο υπάρχουν (ή δηµιουργούνται) 
γωνίες (ασυνέχειες κλίσης), είναι πιθανό να δηµιουργηθούν βρόχοι στο σύνορο, για την 
αποµάκρυνση των οποίων χρειάζονται πρόσθετες εµπειρικές τεχνικές. Ένα ακόµη ζήτηµα 
που δύσκολα αντιµετωπίζονται από τις µεθόδους χορδής είναι η αποκοπή συνόρου ή η 
συγχώνευση συνόρων. Τα ζητήµατα αποµάκρυνσης βρόχων, συνένωσης και αποκοπής είναι 
περισσότερο πολύπλοκα σε τρεις διαστάσεις [ο.π., σ. 28-29]. 

 
Β) Μέθοδος χαρακτηριστικών [method of characteristics, shock tracking algorithms, 
Hamaguchi et al. (1993), Arnold et al. (1994)]. Όταν η κάθετη στο σύνορο u(x,t) ταχύτητα, c, 
είναι τέτοια ώστε η διαφορική εξίσωση µερικών παραγώγων που περιγράφει την εξέλιξη του 

συνόρου, 21t xu c u+ + = 0

                                                

, είναι πρώτης τάξης (π.χ. όταν η ταχύτητα σηµείου του συνόρου 

εξαρτάται µόνο από το χρόνο, τη θέση του σηµείου και την κλίση του συνόρου στο σηµείο), 
τότε µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση η µέθοδος των χαρακτηριστικών. 
 
Γ) Μέθοδοι κελιών [cell-based methods, Strasser & Selberherr (1995), Hoekstra et al. (1997), 
Mahorowala & Sawin (2002), Marcos et al. (2003)]. Στα προβλήµατα εγχάραξης – απόθεσης, 

 
ℜ Σε δύο διαστάσεις το σύνορο απεικονίζεται από µία σειρά ευθύγραµµων τµηµάτων που ορίζονται από 
κόµβους. Η µέθοδος σε κάθε χρονικό βήµα µετακινεί αυτούς τους κόµβους κατά τη διεύθυνση της διχοτόµου 
της γωνίας που σχηµατίζεται από το προηγούµενο και το επόµενο του κόµβου ευθύγραµµα τµήµατα. 
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αυτές οι µέθοδοι βασίζονται στην απεικόνιση των δοµών µε κελιά (ψηφίδες), κάθε ένα από 
τα οποία µπορεί να περιέχει περισσότερα από ένα υλικά. Τα όρια των κελιών 
χρησιµοποιούνται για τον προσδιορισµό της τοπογραφίας της δοµής. Οι µέθοδοι αυτές 
µπορούν να χειριστούν εύκολα συγχωνεύσεις συνόρων. Ωστόσο, ο υπολογισµός της κλίσης 
του συνόρου είναι περισσότερο πολύπλοκος από τις υπόλοιπες µεθόδους. Επίσης, οι µέθοδοι 
αυτές έχουν υψηλότερο υπολογιστικό κόστος σε χρόνο και µνήµη [Mahorowala (1998)]. 
 
∆) Η µέθοδος των ισοϋψών [level set method, Sethian (1999), Osher & Fedkiw (2003)]. Η 
µέθοδος βασίζεται στην έννοια της πεπλεγµένης συνάρτησης. Το σύνορο ορίζεται έµµεσα ως 
η ισοϋψής µηδέν πεπλεγµένης συνάρτησης, της λεγόµενης συνάρτησης ισοϋψών. Η εξέλιξη 
του συνόρου παρακολουθείται έµµεσα από την εξέλιξη αυτής της συνάρτησης. 
 

Η µέθοδος των ισοϋψών έχει χρησιµοποιηθεί για την εξέλιξη τοπογραφίας σε 
διεργασίες εγχάραξης από αρκετές οµάδες [Cale et al. (1997), Hsiau et al. (1997), Hwang et 
al. (1999), Im et al. (2001), La Magna & Garozzo (2003)]. Τα πλεονεκτήµατα της µεθόδου 
ισοϋψώνℜ που οδήγησαν στην επιλογή υλοποίησής της ως αλγόριθµο εξέλιξης τοπογραφίας 
στο πλαίσιο προσοµοίωσης συνοψίζονται στα παρακάτω [Sethian (2001)]: α) Είναι ειδικά 
σχεδιασµένη να αντιµετωπίζει σύνορα τα οποία εξελίσσονται αναπτύσσοντας γωνίες χωρίς 
πρόσθετες εµπειρικές τεχνικές (π.χ. εξάλειψη βρόχων). β) Αντιµετωπίζει τοπολογικές 
συγχωνεύσεις και αποκοπές µε φυσικό τρόπο και χωρίς εµπειρικούς κανόνες. γ) µπορεί να 
χειριστεί προβλήµατα σε δύο ή τρεις διαστάσεις χωρίς διαφορές στα αριθµητικά σχήµατα 
επίλυσης. 

Η µέθοδος των ισοϋψών συνιστά, όπως αναφέρθηκε, αλγόριθµο εξέλιξης συνόρου 
που βασίζεται στην πεπλεγµένη (implicit) απεικόνιση του συνόρου. Για την επίλυση των 
υπολογιστικών προβληµάτων που περικλείει χρησιµοποιούνται τεχνικές δανεισµένες από 
υπερβολικούς νόµους διατήρησης. 

Στις επόµενες παραγράφους (§5.2 και §5.3) ορίζεται η συνάρτηση ισοϋψών ως 
πεπλεγµένη απεικόνιση συνόρου και η προσηµασµένη απόσταση από σύνορο [Osher & 
Fedkiw (2003), σ. 1-21]. Το πρόβληµα εξέλιξης συνόρου µε τη µέθοδο των ισοϋψών είναι 
ένα πρόβληµα αρχικών τιµών που περιγράφεται από την εξίσωση ισοϋψών (§5.4). Σε κάποιες 
περιπτώσεις µπορεί να αναχθεί σε πρόβληµα συνοριακών τιµών, το λεγόµενο «στατικό» 
πρόβληµα (§5.5). ∆ιερευνάται η προέλευση των εξισώσεων περιγραφής των δύο 
προβληµάτων και συνδέονται µε τις εξισώσεις Hamilton-Jacobi και τους υπερβολικούς 
νόµους διατήρησης (§5.6, §5.7, §5.8). Στη συνέχεια (§5.9), µε βάση τη µέθοδο των 
χαρακτηριστικών, προσδιορίζονται οι προβολές των χαρακτηριστικών καµπυλών στα δύο 
προβλήµατα (εξίσωση ισοϋψών και «στατικό» πρόβληµα). Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε 

                                                 
ℜ Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η αξιολόγηση έγινε µε βάση βιβλιογραφικές παρατηρήσεις. ∆εν έχει γίνει στην 
πράξη σύγκριση των υπόλοιπων µεθόδων µε τη µέθοδο των ισοϋψών.  
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την περιγραφή των βηµάτων εφαρµογής της µεθόδου σε προβλήµατα εξέλιξης συνόρου 
(§5.10). 
 
 
5.2 Άµεση και πεπλεγµένη απεικόνιση συνόρου  
 

Σύνορο σε µία διάσταση είναι το πολύ δύο σηµεία που ορίζουν τµήµα σε µία γραµµή. 
Σε δύο διαστάσεις, είναι µια καµπύλη που χωρίζει δύο επιφάνειες του επιπέδου. Σε τρεις 
διαστάσεις, είναι µια επιφάνεια που χωρίζει δύο όγκους. Έστω το κλειστό σύνορο Γ του 
Σχήµατος 5.1. Πρόκειται για µια καµπύλη που χωρίζει το Ω ⊆ R2 σε δύο περιοχές, Ω- στο 
εσωτερικό και Ω+ στο εξωτερικό του συνόρου Γ. Το σύνορο Γ είναι κύκλος µε ακτίνα 1 και 
κέντρο την αρχή των αξόνων. Άµεση απεικόνιση του συνόρου Γ είναι η 

 
Γ = { x | |x|=1 }.        (5.1) 

 
Η άµεση απεικόνιση συνόρου είναι η ρητή παράθεση όλων των σηµείων που 

ανήκουν σε αυτό. Στη γενική περίπτωση συνόρων σε δύο διαστάσεις, άµεση απεικόνιση 
είναι µια συνεχής διανυσµατική παραµετρική συνάρτηση x(s), s ∈ [s0, sf]. Αν το σύνορο είναι 
κλειστό, x(s0) = x(sf). Το ρόλο της παραµέτρου s µπορεί να παίξει το µήκος τόξου του 
συνόρου. 

 
 

φ < 0

φ > 0

εντός

εκτός

Ω+

φ = x2 + y2 - 1 = 0

εκτός

σύνορο Γ

φ(xA) < 0

B φ(xB) > 0

y

x

1

1

A

Ω-

-1

0

1

2

3

-1 0 1-1
0

1

φ(
x,

 y
) =

 x
2  +

 y
2  - 

1

x

y
A B

φ(xΒ)

φ(xA)

(α) (β) 
Σχήµα 5.1 (α) Άµεση απεικόνιση της καµπύλης |x|=1 ή x2 + y2 = 1 (σύνορο Γ). (β) Πεπλεγµένη 
απεικόνιση του συνόρου Γ µε τη συνάρτηση φ = x2 + y2 - 1. Το σύνορο Γ είναι η ισοϋψής 0 της 
πεπλεγµένης συνάρτησης φ.  

 
Εκτός από την άµεση απεικόνιση, ένα σύνορο µπορεί να απεικονιστεί και έµµεσα. 

Γενικά, σύνορο Γ που άµεσα απεικονίζεται από τη συνάρτηση x: Rn-1 → Rn (n=2, 3), µπορεί  
να απεικονιστεί έµµεσα ως η ισοϋψής µηδέν συνάρτησης φ(x): Rn → R, 
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 Γ={ x ∈ Rn | φ=0 }.        (5.2) 
 
Η συνάρτηση φ καλείται πεπλεγµένη συνάρτηση ορισµού του συνόρου Γ και δεν είναι 

µοναδική. Γενικά, η πεπλεγµένη συνάρτηση ορισµού του συνόρου Γ αλλάζει πρόσηµο στο 
σύνορο Γ, ωστόσο υπάρχουν και περιπτώσεις όπου στο σύνορο εµφανίζει ελάχιστο ίσο µε 
µηδέν (π.χ. όταν η πεπλεγµένη συνάρτηση είναι η απόσταση από το σύνορο). Το σύνορο Γ 
του Σχήµατος 5.1 µπορεί να απεικονιστεί πεπλεγµένα ως η ισοϋψής µηδέν της συνάρτησης 
φ=x2+y2–1. Η φ είναι µηδέν πάνω στο σύνορο Γ, αρνητική στο εσωτερικό του συνόρου Γ και 
θετική στο εξωτερικό. 

Τόσο στην άµεση, όσο και στην πεπλεγµένη απεικόνιση, συνήθως δεν είναι γνωστές 
αναλυτικές σχέσεις περιγραφής, όπως αυτές των Εξ. (5.1) και (5.2). Αν για παράδειγµα οι 
απεικονίσεις είναι αποτέλεσµα αριθµητικών υπολογισµών, αυτές είναι διακριτές και όχι 
συνεχείς. Τότε χρειάζεται διακριτοποίηση στον R για την άµεση απεικόνιση, και στον Rn για 
την πεπλεγµένη. Για την περίπτωση συνόρου-καµπύλης, η άµεση διακριτή απεικόνιση 
απαιτεί διακριτοποίηση καµπύλης, ενώ η πεπλεγµένη απαιτεί διακριτοποίηση δισδιάστατου 
χωρίου. Συνεπώς, η αποθήκευση της πεπλεγµένης απεικόνισης έχει µεγαλύτερες απαιτήσεις 
σε µνήµη. Είναι ένα µειονέκτηµα της πεπλεγµένης απεικόνισης συνόρου, το οποίο ωστόσο 
µπορεί να αντιµετωπιστεί µε κατάλληλες τεχνικές. 

Από την άλλη πλευρά, η πεπλεγµένη απεικόνιση εµφανίζει µια σειρά από 
πλεονεκτήµατα σε σχέση µε την άµεση. Η άµεση διακριτή απεικόνιση συνόρου-καµπύλης 
είναι µια πεπερασµένη σειρά ζευγών {si, x(si)}, i=1,2,…,N. x(si) είναι διάνυσµα στο επίπεδο 
που δίνει τη θέση του σηµείου i του συνόρου-καµπύλης. Αν κάποιος θέλει να σχεδιάσει το 
σύνορο-καµπύλη στο επίπεδο, αρκεί να ενώσει µε ευθύγραµµα τµήµατα τα σηµεία στις 
θέσεις x(si): από τη σειρά των σηµείων προκύπτει ότι το σηµείο στη θέση x(si) συνδέεται µε 
αυτά στις θέσεις x(si-1) και x(si+1). Στην περίπτωση, όµως, άµεσης διακριτής απεικόνισης 
συνόρου-επιφάνειας δεν είναι το ίδιο προφανής η σύνδεση µεταξύ των σηµείων της 
επιφάνειας. Αν οι πληροφορίες για τη σύνδεση µεταξύ των σηµείων του συνόρου-επιφάνειας 
δεν είναι γνωστές, τότε και οι καλύτεροι στο είδος τους αλγόριθµοι είναι πιθανό να 
αποτύχουν να τις παράγουν [Osher & Fedkiw (2003), σ. 7]. Επιπλέον, οι πληροφορίες για τη 
σύνδεση µεταξύ των σηµείων της επιφάνειας, αν αυτή εξελίσσεται, µεταβάλλονται. 
Μάλιστα, το σύνορο-επιφάνεια µπορεί να διαιρείται ή να συνενώνεται µε άλλο. Σε αυτές τις 
περιπτώσεις, είναι εξαιρετικά επίπονο να χρησιµοποιηθεί η άµεση διακριτή απεικόνιση για 
να παρακολουθήσει την εξέλιξη του συνόρου. Οι Osher και Fedkiw αναφέρουν 
χαρακτηριστικά ότι απαιτούνται ειδικές «χειρουργικές» τεχνικές [ο. π., σ. 8]. Η αποκοπή και 
συνένωση συνόρων είναι δύσκολη ακόµη και στην περίπτωση που το σύνορο είναι καµπύλη 
[Sethian (1996), σ. 29]. Με την πεπλεγµένη απεικόνιση δεν υπάρχει ανάγκη για τις 
πληροφορίες σύνδεσης µεταξύ των σηµείων του συνόρου. Με τη θεώρηση των πεπλεγµένων 
συναρτήσεων αντιµετωπίζεται, χωρίς εµπειρικούς κανόνες και «χειρουργικές» τεχνικές, η 
αποκοπή και η συνένωση συνόρων. Μάλιστα, οι πεπλεγµένες συναρτήσεις χρησιµοποιούνται µε 

 151



τον ίδιο τρόπο, είτε πρόκειται για σύνορο-καµπύλη, είτε πρόκειται για σύνορο-επιφάνεια. Ίσως 
το πιο «δυνατό χαρτί» των µεθόδων που χρησιµοποιούν πεπλεγµένες συναρτήσεις είναι ότι η 
θεώρηση είναι ενιαία σε δύο, τρεις ή > τρεις διαστάσεις [Osher & Fedkiw (2003), σ. 8]. 

Με τη θεώρηση της πεπλεγµένης απεικόνισης συνόρων, µια σειρά γεωµετρικών και 
άλλων υπολογισµών γίνεται ευκολότερη. Για παράδειγµα, όταν η πεπλεγµένη συνάρτηση 
αλλάζει πρόσηµο στο σύνορο, καθορίζεται άµεσα η θέση σηµείου ως προς σύνορο. Στο 
Σχήµα 5.1 η επιλεγείσα πεπλεγµένη συνάρτηση είναι θετική στο εξωτερικό και αρνητική στο 
εσωτερικό του συνόρου Γ.ℜ Για την εύρεση της θέσης σηµείου ως προς το σύνορο, απλά 
ελέγχεται το πρόσηµο της πεπλεγµένης συνάρτησης φ στο σηµείο. Το σηµείο Α στο Σχήµα 
5.1 είναι στο εσωτερικό, διότι φ(xA) < 0, ενώ το Β στο εξωτερικό, διότι φ(xΒ) < 0. Η 
διαδικασία είναι περισσότερο πολύπλοκη στην άµεση απεικόνιση, όπου χρειάζεται ειδικός 
αλγόριθµος για την εύρεση της θέσης σηµείου ως προς σύνορο. Για παράδειγµα για σύνορο-
καµπύλη, σχεδιάζεται ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει το εξεταζόµενο σηµείο µε κάποιο 
σταθερό και γνωστό σηµείο που βρίσκεται στο εξωτερικό του συνόρου και υπολογίζεται το 
πλήθος των σηµείων τοµής αυτού του τµήµατος µε το σύνορο. Αν το πλήθος είναι περιττό, 
τότε το εξεταζόµενο σηµείο βρίσκεται στο εσωτερικό του συνόρου. Ο αλγόριθµος 
[Sedgewick (1992), σ. 353] βασίζεται στο θεώρηµα του Jordan για τις κλειστές καµπύλες 
[Jordan curve theorem, Weisstein (2004)]. 

Με τη χρήση πεπλεγµένων συναρτήσεων γίνονται εύκολα λογικές πράξεις 
γεωµετρικών σχηµάτων {[Osher & Fedkiw (2003), σ. 9], [Sethian (1999), σ. 277]}, όπως 
ένωση ή η τοµή. Έστω κλειστά σύνορα Γ1 και Γ2 που απεικονίζονται από τις συναρτήσεις φ1 
και φ2 (Σχήµατα 5.2α και 5.2β). Η ένωση των εσωτερικών των δύο συνόρων χωρίων (Σχήµα 
5.2γ) περικλείεται από την ισοϋψή µηδέν της πεπλεγµένης συνάρτησης 

 
φ = min(φ1, φ2).          (5.3)  

 
Η τοµή των εσωτερικών των δύο συνόρων χωριών (Σχήµα 5.2δ) περικλείεται από την 

ισοϋψή µηδέν της πεπλεγµένης συνάρτησης 
 
φ = max(φ1, φ2).          (5.4) 
 
Το χωρίο που προκύπτει από την αφαίρεση του χωρίου που περικλείει το σύνορο Γ2 

από το χωρίο που περικλείει το σύνορο Γ1  (Σχήµα 5.2ε) περικλείεται από την ισοϋψή µηδέν 
της πεπλεγµένης συνάρτησης      
 

φ = max(φ1, – φ2).          (5.5) 
 

                                                 
ℜ Είναι θετική στα σηµεία που ανήκουν στο χωρίο Ω+ και αρνητική σε αυτά που ανήκουν στο χωρίο Ω-. 
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Γ1

Ω1
-

 

Γ2

Ω2
-

 
(α) (β) 

Γ

1 2Ω Ω− −∪

 

Γ

1 2Ω Ω− −∩

 
(γ) (δ) 

1 2Ω Ω− −−

Γ

 
(ε) 

Σχήµα 5.2 Λογικές πράξεις γεωµετρικών σχηµάτων. (α) Το σύνορο Γ1 ορίζει το χωρίο Ω1
-. (β) Το 

σύνορο Γ2 ορίζει το χωρίο Ω2
-.  (γ) Το σύνορο Γ ορίζει το χωρίο 1Ω Ω2

− −∪ . (δ) Το σύνορο Γ ορίζει το 

χωρίο .(ε) Το σύνορο Γ ορίζει το χωρίο 1Ω Ω− ∩ 2
−

1 2Ω Ω− −− . 

 
Με τη χρήση των πεπλεγµένων συναρτήσεων µπορούν να υπολογιστούν γεωµετρικά 

χαρακτηριστικά του συνόρου, όπως το κάθετο διάνυσµα και η µέση καµπυλότητα (mean 
curvature). Η βαθµίδα πεπλεγµένης συνάρτησης φ δίνεται από το διάνυσµα  
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, ,φ φ φφ
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∇ = ⎜ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎟ ,        (5.6) 

 
που είναι κάθετο στις ισοϋψείς της φ και δείχνει προς την κατεύθυνση µέγιστης µεταβολής 
της φ. Συνεπώς, σε σηµείο της ισοϋψούς µηδέν (και γενικότερα σε σηµείο οποιασδήποτε 
ισοϋψούς της φ), το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα µε φορά προς τιµές της φ µε τη µεγαλύτερη 
απόλυτη τιµή είναι  

 
φ
φ

∇
=
∇

n .          (5.7) 

 
Η µέση καµπυλότητα είναι 
  

φκ
φ

⎛ ⎞∇
= ∇⋅ = ∇ ⋅⎜⎜ ∇⎝ ⎠

n ⎟⎟ .        (5.8) 

 
Αν η συνάρτηση φ εµφανίζει διακυµάνσεις (θόρυβο στις τιµές της ως αποτέλεσµα 

αριθµητικών υπολογισµών), τότε το κάθετο διάνυσµα θα έχει ακόµη µεγαλύτερες, αφού 
υπολογίζεται µε βάση τις παραγώγους της φ. Ακόµη µεγαλύτερες θα είναι οι διακυµάνσεις 
στη µέση καµπυλότητα, αφού υπολογίζεται µε βάση τις δεύτερες παραγώγους της φ. 
Χρειάζεται προσοχή στην επιλογή της πεπλεγµένης συνάρτησης φ. Μια βολική επιλογή 
οφείλει να ικανοποιεί απαιτήσεις για την ακρίβεια των υπολογισµών. Μια τέτοια επιλογή 
είναι η προσηµασµένη απόσταση από το σύνορο, η οποία ανήκει στο σύνολο των 
πεπλεγµένων συναρτήσεων που µηδενίζονται αλλάζοντας πρόσηµο στο σύνορο και ορίζεται 
αρνητική στο εσωτερικό και θετική στο εξωτερικό του συνόρου. 
 
 
5.3 Προσηµασµένη απόσταση από σύνορο  

 
Η συνάρτηση απόσταση από σύνορο ορίζεται ως   
 
r(x) = min( | x – xI | ), για όλα τα σηµεία xI του συνόρου.    (5.9) 

 
Γεωµετρικά η συνάρτηση r µπορεί να κατασκευαστεί ως εξής: Για σηµεία του 

συνόρου είναι r(x) = 0. Για σηµείο x που δεν ανήκει στο σύνορο, προσδιορίζεται το, 
κοντινότερο στο x, σηµείο του συνόρου, xC. Τότε η απόσταση είναι r(x) = |x – xC|. 

Έστω ότι για σηµείο x το κοντινότερο σηµείο του συνόρου είναι το xC. Τότε για κάθε 
σηµείο y που ανήκει στο ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει το x µε το xC, το xC θα είναι το 
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κοντινότερο σηµείο του συνόρου στο y. Έστω τα x, y, xC που φαίνονται στο Σχήµα 5.3. 
Αφού το xC είναι κοντινότερο στο x σηµείο του συνόρου, τότε στον κύκλο µε κέντρο το x 
και ακτίνα |x – xC| δεν υπάρχει άλλο σηµείο του συνόρου. Σηµεία του συνόρου κοντινότερα 
στο y και διαφορετικά από το xC, οφείλουν να βρίσκονται µέσα στον κύκλο µε κέντρο το y 
και ακτίνα την |y – xC|. Αφού όµως ο µικρός κύκλος (y, |y – xC|) βρίσκεται µέσα στον µεγάλο 
(x, |x – xC|), δεν είναι δυνατό να υπάρχουν σηµεία του συνόρου στον µικρό κύκλο. Συνεπώς, 
xC είναι το κοντινότερο στο σηµείο y σηµείο του συνόρου. Το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει 
το x µε το xC είναι το µικρότερο µονοπάτι από το x προς το σύνορο. Το µονοπάτι από το x 
προς το xC είναι το µονοπάτι της µεγαλύτερης µεταβολής (µείωσης) της απόστασης r. H 
βαθµίδα της απόστασης, –∇r, σε κάθε σηµείο του ευθύγραµµου τµήµατος από το x στο xC, 
είναι διάνυσµα που δείχνει από το x προς το xC. Επιπροσθέτως, αφού r είναι Ευκλείδεια 
απόσταση, είναι 

 
|∇r | = 1,         (5.10) 

σύνορο

x xC

y

 
Σχήµα 5.3 Το σηµείο xC είναι το κοντινότερο σηµείο του συνόρου στo x και στο y [Osher & Fedkiw 
(2003), σ. 18]. 
 

Ο παραπάνω συλλογισµός για το σηµείο x που οδήγησε στην Εξ. (5.10) ισχύει όσο 
υπάρχει το xC και είναι µοναδικό. Έτσι, η Εξ. (5.10) ισχύει παντού εκτός από σηµεία x τα 
οποία ισαπέχουν µε τουλάχιστο δύο σηµεία του συνόρου. ∆υστυχώς, στα προβλήµατα 
εξέλιξης συνόρου είναι δυνατό να υπάρχουν σηµεία που ισαπέχουν από δύο ή περισσότερα 
σηµεία του συνόρου, αναγκάζοντας την Εξ. (5.10) να ισχύει µόνο γενικά. Εξίσωση που 
ισχύει γενικά, και όχι σε όλο το πεδίο ορισµού της άγνωστης συνάρτησης, µπορεί να 
αντιµετωπιστεί µε επιτυχία µε αριθµητικές µεθόδους σαν να είχε ισχύ σε όλο το πεδίο 
ορισµού της άγνωστης συνάρτησης. Προϋπόθεση είναι, η παραδοχή ισχύος στα σηµεία που 
δεν ισχύει να µην προκαλεί σφάλµατα που επεκτείνονται και επηρεάζουν τη λύση σε όλο το 
πεδίο ορισµού. Ένας από τους «θριάµβους» της µεθόδου των ισοϋψών είναι η ευκολία µε 
την οποία ικανοποιεί αυτή την προϋπόθεση [Osher and Fedkiw (2003), σ. 18]. 

Η Εξ. (5.10) είναι η εξίσωση ορισµού της απόστασης από το σύνορο. Η 
προσηµασµένη απόσταση από το σύνορο ορίζεται ως  
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( ),
( ) 0,

( ),

r x Ω
φ x Ω

r x Ω

−

+

⎧ ⎫− ∈
⎪= ∈⎨
⎪ ⎪∈⎩ ⎭

x
x

x

⎪∂ ⎬ .       (5.11) 

 

Η προσηµασµένη απόσταση από το σύνορο του Σχήµατος 5.1 είναι 2 2 1φ x y= + − . 

Τρόποι κατασκευής προσηµασµένης απόστασης ή αλλιώς αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης της 
Εξ. (5.10) παρουσιάζονται στο Κεφ. 7. Η προσηµασµένη απόσταση εµφανίζει όλα τα 
χαρακτηριστικά των πεπλεγµένων συναρτήσεων που περιγράφτηκαν παραπάνω. Επιπλέον, 
µεταβάλλεται «οµαλά», υπό την έννοια ότι δεν εµφανίζει απότοµες µεταβολές ή µηδενικές 
βαθµίδες µεταβολής, γεγονός που διευκολύνει τους αριθµητικούς υπολογισµούς. 
 
 
5.4 Η εξίσωση ισοϋψών 
 

Η µέθοδος των ισοϋψών (level set method) χρησιµοποιείται για τους υπολογισµούς 
εξέλιξης κινούµενου συνόρου και βασίζεται στην έννοια της πεπλεγµένης συνάρτησης. Το 
κινούµενο σύνορο ορίζεται έµµεσα ως η ισοϋψής µηδέν πεπλεγµένης συνάρτησης. Η εξέλιξη 
του συνόρου παρακολουθείται έµµεσα από την εξέλιξη αυτής της συνάρτησης. 

Για την περιγραφή κινούµενου συνόρου Γ µε τη µέθοδο των ισοϋψών, ορίζεται µια 
µονοπαραµετρική οικογένεια συναρτήσεων φ(x, t) : Rn → R (n=2 αν το σύνορο είναι 
καµπύλη, n=3 αν το σύνορο είναι επιφάνεια), για την οποία σε κάθε χρονική στιγµή (ή για 
κάθε τιµή της παραµέτρου) t ισχύει: 

 
Γ(t) = { x ∈ Rn | φ(x, t) = 0}.       (5.12) 

 
Η συνάρτηση φ(x, t) καλείται συνάρτηση ισοϋψών τη χρονική στιγµή t, και συνήθως είναι η 
προσηµασµένη απόσταση από το σύνορο Γ (χωρίς αυτό να είναι κανόνας). 

Έστω x0(t) διανυσµατική συνάρτηση που περιγράφει την τροχιά σηµείου που ανήκει 
στο σύνορο Γ. Για να ανήκει το σηµείο αυτό στην ισοϋψή µηδέν της συνάρτησης φ σε κάθε 
χρονική στιγµή πρέπει 

 
φ(x0(t), t) = 0.         (5.13) 

 
Παραγωγίζοντας ως προς χρόνο την Εξ. (5.13) προκύπτει 
 

0 0t
dφ φ
dt

+∇ ⋅ =
x ,        (5.14) 
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όπου 0d
dt
x  η ταχύτητα µετακίνησης σηµείου που ανήκει στην ισοϋψή µηδέν της φ. Έστω 

xC(t) διανυσµατική συνάρτηση που περιγράφει την τροχιά σηµείου που ανήκει στην ισοϋψή 
C της συνάρτησης φ. Με τον ίδιο συλλογισµό προκύπτει 
 

0C
t

dφ φ
dt

+∇ ⋅ =
x ,        (5.15) 

 

όπου Cd
dt
x  η ταχύτητα µετακίνησης σηµείου που ανήκει στην ισοϋψή C της φ. Η Εξ. (5.15) 

ισχύει για κάθε σηµείο x του πεδίου ορισµού της φ, υπό την έννοια ότι κάθε σηµείο του 
πεδίου τιµών της φ ανήκει σε ισοϋψή της. Έστω Ω το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 

ισοϋψών, και Cd
dt

=
xV  η ταχύτητα µετακίνησης της τυχαίας ισοϋψούς C της φ. Η εξίσωση 

που περιγράφει την εξέλιξη της συνάρτησης ισοϋψών είναι  
 

φt + V⋅∇φ = 0, φ(x,t=0) = q(x), x ∈ Ω,     (5.16) 
 
όπου q(x) η αναγκαία για την επίλυση αρχική συνθήκη. Η Εξ. (5.16) περιγράφει την εξέλιξη 
της συνάρτησης ισοϋψών και καλείται εξίσωση ισοϋψών. Είναι πρόβληµα αρχικών τιµών και 
εκφράζει το µηδενισµό της υλικής παραγώγου της φ.ℜ Αν παρατηρητής βρίσκεται πάνω στην 
ισοϋψή C της φ και κινείται µε ταχύτητα V, θα παραµείνει σε αυτήν. 

Με την Εξ. (5.16) παρακολουθείται έµµεσα η εξέλιξη του συνόρου Γ. Αυτό φαίνεται 
σχηµατικά στο Σχήµα 5.4. Στα Σχήµατα 5.4α, 5.4β και 5.4γ φαίνεται συνάρτηση ισοϋψών σε 
τρεις χρονικές στιγµές. Στο Σχήµα 5.4δ φαίνονται οι ισοϋψείς µηδέν της συνάρτησης 
ισοϋψών τις τρεις αυτές χρονικές στιγµές.  
 
 
 

 

                                                 
ℜ Υπάρχει αντιστοιχία της Εξ. (5.16) µε το µηδενισµό της υλικής παραγώγου ιδιότητας σε πεδίο ροής. Έστω 
πεδίο ροής όπου η ταχύτητα είναι V. Η υλική παράγωγος ιδιότητας φ του πεδίου ροής  
 

t
Dφ φ φ
Dt

= + ⋅∇V , 

 
δίνει [Παπαϊωάννου (1993), σ. 76] τον ολικό ρυθµό µεταβολής της φ ως προς ένα παρατηρητή ο οποίος κινείται 
µε ταχύτητα V (ταχύτητα του πεδίου ροής). Ο µηδενισµός της υλικής παραγώγου της φ, σηµαίνει ότι ο 
παρατηρητής που κινείται µε ταχύτητα V δεν βλέπει την φ να µεταβάλλεται, τη βλέπει να έχει συνεχώς σταθερή 
τιµή. 
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Σχήµα 5.4 Η εξέλιξη του συνόρου Γ προκύπτει από την εξέλιξη της ισοϋψούς µηδέν της συνάρτησης 
ισοϋψών, φ. (α) φ(x,t1). (β) φ(x,t2). (γ) φ(x,t3). (δ) Ισοϋψείς µηδέν των φ(x,t1), φ(x,t2) και φ(x,t3). 
 

Η ταχύτητα V της Εξ. (5.16) µπορεί να αναλυθεί σε δύο συνιστώσες, µία κάθετη στις 
ισοϋψείς, Fn, και µία εφαπτοµενική σε αυτές, Ts, 
 

V = Fn + Ts,         (5.17) 
 
όπου n και s το κάθετο και εφαπτοµενικό µοναδιαίο διάνυσµα στις ισοϋψείς της φ. 
 Από τις εξισώσεις (5.16) και (5.17) προκύπτει, επειδή s⋅∇φ = 0, ότι 

 
φt + F n⋅∇φ = 0, φ(x,t=0) = q(x), x ∈ Ω.     (5.18) 
 

Συνδυάζοντας τις Εξ. (5.7) και (5.18), η ισοδύναµη µε την Εξ. (5.16), αλλά συχνότερη στη 
βιβλιογραφία, µορφή της εξίσωσης ισοϋψών είναι   

 158



 
φt + F |∇φ| = 0, φ(x, t=0) = q(x), x ∈ Ω.     (5.19) 

 
Από την Εξ. (5.19) είναι φανερό ότι η εφαπτοµενική συνιστώσα της ταχύτητας V, Ts, δεν 
συµµετέχει στους υπολογισµούς.  

Η ταχύτητα F (και ισοδύναµα η V) είναι δυνατό να εξαρτάται από αρκετές 
παραµέτρους, οι οποίες µπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε τοπικές, ολικές και ανεξάρτητες 
του συνόρου [Sethian (1999), σ. 4]. Τοπικές παράµετροι είναι οι τοπικές γεωµετρικές 
ιδιότητες του συνόρου, όπως το κάθετο διάνυσµα και η µέση καµπυλότητα. Ολικές 
παράµετροι του συνόρου είναι αυτές που εξαρτώνται από το σχήµα και τη θέση του 
συνόρου. Ανεξάρτητες παράµετροι είναι αυτές που δεν είναι ούτε τοπικές, ούτε ολικές. Η 
ταχύτητα F εκφράζει το φυσικό πρόβληµα εξέλιξης συνόρου που εξετάζεται. Για παράδειγµα, 
στα προβλήµατα εξέλιξης τοπογραφίας κατά την εγχάραξη (απόθεση) συνδέεται µε την 
ταχύτητα εγχάραξης (απόθεσης). Ωστόσο, η F της Εξ. (5.19) δεν ταυτίζεται µε την ταχύτητα 
µετατόπισης του συνόρου Γ(t), αφού η ταχύτητα µετατόπισης συνήθως ορίζεται µόνο πάνω 
στο σύνορο Γ(t) (ισοϋψής µηδέν της συνάρτησης ισοϋψών), ενώ η ταχύτητα F χρειάζεται να 
οριστεί σε όλο το υπολογιστικό χωρίο Ω. Η ταχύτητα µετατόπισης του συνόρου ορίζεται ως 
Fmb. Η ταχύτητα F προκύπτει µε προεκβολή της Fmb σε όλο το υπολογιστικό χωρίο Ω (Κεφ. 
9). Γενικά, σηµαντικό πεδίο ενδιαφέροντος στα προβλήµατα εξέλιξης συνόρου αφορά στην 
κατασκευή αξιόπιστων µοντέλων για την ταχύτητα Fmb, επαρκώς περιγραφικών της 
εξεταζόµενης διεργασίας. Το µοντέλο για τον υπολογισµό της ταχύτητας Fmb σε προβλήµατα 
εγχάραξης περιγράφεται στο Μέρος ΙΙ. 
 
 
5.5 Το «στατικό» πρόβληµα εξέλιξης συνόρου 
 

Συνήθως η συνάρτηση ισοϋψών επιλέγεται να είναι η προσηµασµένη απόσταση, 
χωρίς αυτό να είναι αναγκαίο. Μια εναλλακτική επιλογή [Helmsen et al. (1996)], που στόχο 
έχει να απλοποιήσει το πρόβληµα αρχικών τιµών της εξίσωσης ισοϋψών [Εξ. (5.19)] και η 
σκοπιµότητα της οποίας θα φανεί στη συνέχεια της παραγράφου, είναι η συνάρτηση 
ισοϋψών, φ, να ικανοποιεί την εξίσωση 

 

1 ( , ) (φ φ t t T
t

∂
= − ⇒ = − +

∂
x )x ,      (5.20) 

 
όπου T(x) άγνωστη συνάρτηση. 
Με βάση την Εξ. (5.20) η εξίσωση ισοϋψών [Εξ. (5.19)] γίνεται 
 

F |∇Τ(x)| = 1.         (5.21) 
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Από την Εξ. (5.21) είναι φανερό ότι µια σιωπηρή παραδοχή για τη θεώρηση που περιγράφει 
η Εξ. (5.20) είναι F>0. 

Η συνάρτηση φ(x, t=0), x ∈ Ω, είναι µια πεπλεγµένη συνάρτηση περιγραφής του 
συνόρου Γ(t=0), το οποίο προκύπτει από τη µηδενική ισοϋψή της φ 
 

φ(x, t=0)=0, x ∈ Γ(t=0).       (5.22) 
 
Από τις Εξ. (5.20) και (5.22) προκύπτει ότι 

 
Τ(x)=0, x ∈ Γ(t=0).        (5.23) 
 

Αντίστοιχα, τη χρονική στιγµή t=C, το σύνορο Γ(t=C) περιγράφεται από τη 
 
φ(x, t=C)=0, x ∈ Γ(t=C).       (5.24) 
 

Από τις Εξ. (5.20) και (5.24) προκύπτει ότι 
 

Τ(x)=C, x ∈ Γ(t=C).        (5.25) 
 

Εποµένως, αν η συνάρτηση ισοϋψών, φ, ικανοποιεί την Εξ. (5.20), προκύπτει ότι η 
ισοϋψής µηδέν της φ τη χρονική στιγµή t=C αντιστοιχεί στην ισοϋψή C της συνάρτησης T(x). Ο 
Osher παραθέτει αυστηρή και γενικότερη απόδειξη για την αντιστοιχία των ισοϋψών [Osher 
(1993)]. 

Συνοψίζοντας, το πρόβληµα εξέλιξης συνόρου µπορεί να απλοποιηθεί, όταν η 
ταχύτητα F έχει κατεύθυνση προς το εξωτερικόℜ του συνόρου σε κάθε χρονική στιγµή 
(F>0). Τότε, το πρόβληµα εξέλιξης συνόρου Γ ανάγεται στην επίλυση του προβλήµατος 
συνοριακών τιµών  

 

( ) 1,  >0, 
( ) 0,  ( 0)

F T F Ω
T Γ t
⎧ ∇ = ∈ ⎫⎪
⎨

= ∈ =⎪ ⎪⎩ ⎭

x x
x x

⎪
⎬

                                                

,      (5.26) 

 
όπου T(x) είναι ο χρόνος άφιξης του συνόρου Γ στη θέση x. 

Η  εξέλιξη του συνόρου Γ προκύπτει από τις ισοϋψείς της συνάρτησης T(x). Η 
ισοϋψής T=C είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του συνόρου τη χρονική στιγµή t=C: 

 
Γ(t) = { x ∈ Rn | T(x) = t}.       (5.27) 

 
ℜ Το εξωτερικό και εσωτερικό συνόρου ορίζεται συµβατικά, συνεπώς ο περιορισµός F>0 δεν σηµαίνει ότι η Εξ. 
(5.26) ισχύει µόνο όταν η περιοχή που περικλείει το σύνορο διαστέλλεται. Για να ισχύει η Εξ. (5.26) θα πρέπει 
η ταχύτητα F να έχει κατεύθυνση µόνο προς το εξωτερικό ή µόνο προς το εσωτερικό του συνόρου σε κάθε 
χρονική στιγµή. 
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Το πρόβληµα που περιγράφεται από τις Εξ. (5.26) και (5.27) καλείται «στατικό» πρόβληµα 
εξέλιξης συνόρου. Αν η F εξαρτάται µόνο από τη θέση, η Εξ. (5.26) καλείται εξίσωση 
Eikonal. Σηµειώνεται ότι αν F=1, τότε το πρόβληµα ταυτίζεται µε το πρόβληµα υπολογισµού 
της απόστασης [Εξ. (5.10)]. 
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Σχήµα 5.5 (α) Σύνορο Γ σε 3 χρονικές στιγµές (t=0, 0.4, 0.8), όπως προκύπτει από τις αντίστοιχες 
ισοϋψείς της συνάρτησης T(x). (β) Η συνάρτηση χρόνου άφιξης T(x). Η θέση του συνόρου τις 
χρονικές στιγµές (t=0, 0.4, 0.8) προκύπτει από την τοµή των επιπέδων T=0, 0.4, 0.8 µε τη συνάρτηση 
T(x). 

 
Η θεώρηση του προβλήµατος εξέλιξης συνόρου ως πρόβληµα συνοριακών συνθηκών 

φαίνεται σχηµατικά στο Σχήµα 5.5: Η θέση του συνόρου σε διάφορες χρονικές στιγµές 
προκύπτει από τις αντίστοιχες ισοϋψείς της συνάρτησης χρόνου άφιξης Τ. Παρακάτω 
σηµειώνονται οι βασικές διαφορές από τη θεώρηση του προβλήµατος αρχικών τιµών. 

 
Α) Στη θεώρηση του προβλήµατος αρχικών τιµών (§5.4) χρειάζεται µονοπαραµετρική 
οικογένεια συναρτήσεων για την περιγραφή της εξέλιξης του συνόρου, στη θεώρηση του 
προβλήµατος συνοριακών τιµών, απαιτείται µία µόνο συνάρτηση, ο χρόνος άφιξης, T(x). 
 
Β) Η συνάρτηση T(x) είναι πεπλεγµένη συνάρτηση περιγραφής συνόρου, η οποία προκύπτει 
από την επίλυση της Εξ. (5.26). Κάθε ισοϋψής της T(x) είναι σηµαντική αφού περιγράφει το 
σύνορο σε κάποια χρονική στιγµή. Αντίθετα, στη θεώρηση του προβλήµατος αρχικών τιµών 
ενδιαφέρει µόνο η ισοϋψής µηδέν των πεπλεγµένων συναρτήσεων φ(x,t).  
 
Γ) Tο πρόβληµα συνοριακών τιµών εµπεριέχει µια παραδοχή (F>0), γεγονός που καθιστά τη 
θεώρηση του προβλήµατος αρχικών τιµών περισσότερο γενική.  
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∆) Με τη θεώρηση του προβλήµατος συνοριακών τιµών, αν και υπολογίζεται η εξέλιξη 
συνόρου στο χρόνο, δεν υπάρχει ανάγκη για ικανοποίηση κριτηρίου ευστάθειας (κριτήριο 
Courant-Friedrichs-Lewy) των υπολογισµών.  

 
Ε) Στην περίπτωση της εξίσωσης Eikonal [Εξ. (5.26) µε F=F(x)], η ταχύτητα F(x) είναι η 
ταχύτητα µετατόπισης του συνόρου στη θέση x, ενώ στο πρόβληµα αρχικών τιµών [Εξ. 
(5.19)] η ταχύτητα F δεν είναι η ταχύτητα µετατόπισης του συνόρου: προκύπτει µε 
προεκβολή της ταχύτητας του συνόρου, Fmb, στο υπολογιστικό χωρίο.  Έτσι, ίσως θα ήταν 
σωστότερο να χρησιµοποιείται ο συµβολισµός Fmb αντί F στην εξίσωση Eikonal, ωστόσο 
έχει επικρατήσει ο συµβολισµός F. 
 

Οι Robinson και Clark τοποθετούν τη βάση της εξίσωσης Eikonal 2500 χρόνια πριν 
[Robinson & Clark (2003)], συνδέοντάς την µε το «κρυφό» Πυθαγόρειο θεώρηµα (secret 
Pythagorean theorem). Το «κρυφό» Πυθαγόρειο θεώρηµα για το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΒ 
(Σχήµα 5.6), µε ορθή γωνία την ΒΟΑ και ύψος από την κορυφή της ορθής γωνίας το OC, 
είναι 

 
ΟΑ-2 + ΟΒ-2 = OC-2.        (5.28) 
 
Στο Σχήµα 5.6 φαίνεται τµήµα κινούµενου συνόρου σε δύο χρονικές στιγµές t1 και t2 

που διαφέρουν ∆t. Έστω Ο σηµείο του συνόρου τη χρονική στιγµή t1, το οποίο σε χρόνο ∆t 
µετατοπίζεται κάθετα στο σύνορο κατά ∆s και φτάνει στο σηµείο C τη χρονική στιγµή t2. 
Έστω ΟA=∆x και OB=∆y το οριζόντιο (κατά τον άξονα x) και το κάθετο (κατά τον άξονα y) 
ευθύγραµµο τµήµα που ενώνουν το σηµείο Ο µε το σύνορο τη χρονική στιγµή t2. Αφού η 
ταχύτητα µετατόπισης είναι κάθετη στο σύνορο, είναι OC⊥AB. Εφαρµόζοντας το «κρυφό» 
Πυθαγόρειο θεώρηµα προκύπτει: 

 
22 21 1 1

∆x ∆y ∆s
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
.       (5.29) 

 
Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της Εξ. (5.29) µε το ∆t2, προκύπτει: 
 

22 2∆t ∆t ∆t
∆x ∆y ∆s

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.       (5.30) 

 
Καθώς τα ∆x, ∆y και ∆s τείνουν στο µηδέν, η Εξ. (5.30) γίνεται διαφορική εξίσωση (από 
εξίσωση διαφορών). Αν προστεθεί η τρίτη διάσταση προκύπτει 
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22 2 1t t t 2

x y z F
⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

,      (5.31) 

 

όπου 
0

1 lim
∆s

∆t
F ∆s→
= , αφού ο λόγος ∆t/∆s είναι το αντίστροφο της ταχύτητας.   

Από την Εξ. (5.31), αν F>0, προκύπτει ότι 1F t∇ = , δηλαδή η Εξ. (5.26). 

 

O

B

A

C
∆s

∆y

∆x

σύνορο την t1 σύνορο την t2

 
Σχήµα 5.6 Τµήµα κινούµενου συνόρου σε δύο χρονικές στιγµές, t1 και t2=t1+∆t. Το σηµείο O του 
συνόρου µετατοπίζεται κατά ∆s σε χρόνο ∆t και φτάνει στο C τη χρονική στιγµή t2. OA=∆x και 
OB=∆y είναι το οριζόντιο (κατά τον άξονα x) και το κάθετο (κατά τον άξονα y) ευθύγραµµο τµήµα 
που ενώνουν το σηµείο Ο µε το σύνορο τη χρονική στιγµή t2. 
 
 
5.6 Σύνδεση µε τις εξισώσεις Hamilton-Jacobi  

 
 Η εξίσωση ισοϋψών [Εξ. (5.19)], όταν η ταχύτητα F έχει ειδικά χαρακτηριστικά, 
ανήκει στη γενική κατηγορία εξισώσεων Hamilton-Jacobi (HJ) 
 

ut + H(x,u, ux, uy, uz, t) = 0, u(x, t=0) = q(x), x ∈ Ω,    (5.32) 
 
όπου q(x) γνωστή συνάρτηση. Η Εξ. (5.32) είναι πρόβληµα αρχικών τιµών και ανήκει στα 
προβλήµατα Cauchy των εξισώσεων HJ [Crandall & Lions (1983)].  

Η συνάρτηση Η της Εξ. (5.32) καλείται Χαµιλτονιανή της εξίσωσης HJ και εξαρτάται 
το πολύ από πρώτες παραγώγους της u. Οι εξισώσεις HJ είναι υπερβολικές [Osher & Fedkiw 
(2003), σ. 47]. Όταν η Χαµιλτονιανή εξαρτάται από δεύτερη παράγωγο (π.χ. όταν η ταχύτητα 
F είναι ανάλογη της µέσης καµπυλότητας του συνόρου), τότε η εξίσωση είναι παραβολική 
και δεν είναι HJ. Συγκρίνοντας τις Εξ. (5.32) και (5.19) προκύπτει ότι  

 
H = F |∇φ|.         (5.33) 
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Συνεπώς, για να ανήκει η εξίσωση ισοϋψών στην γενική κατηγορία εξισώσεων HJ, θα 

πρέπει η ταχύτητα F να εξαρτάται από τη θέση x, τη συνάρτηση ισοϋψών, φ, και τις πρώτες 
µερικές παραγώγους της φ. Ο ίδιος περιορισµός ισχύει για να περιληφθούν στη γενική 
κατηγορία «στατικών» εξισώσεων HJ, τόσο το «στατικό» πρόβληµα εξέλιξης [Εξ. (5.26)], 
όσο και το πρόβληµα υπολογισµού της απόστασης [Εξ. (5.10)].  Η γενική µορφή των 
«στατικών» εξισώσεων HJ είναι 

 
( , , , , ) 0,  

( ) ( ),  ,  
x y zH u u u u Ω

u g Γ Γ Ω

= ∈⎧ ⎫
⎨

= ∈ ⊂⎩ ⎭

x x

x x x
⎬

∈x

                                                

,       (5.34) 

 
όπου g(x) γνωστή συνάρτηση και Γ το σύνορο όπου ορίζονται οι συνοριακές συνθήκες. Η 
Εξ. (5.34) είναι πρόβληµα συνοριακών τιµών και ανήκει στα προβλήµατα Dirichlet των 
εξισώσεων HJ [Crandall & Lions (1983)].  

Στη γενική περίπτωση, η λύση των Εξ. (5.32) και (5.34) δεν είναι διαφορίσιµη. Έτσι, 
οι  Εξ. (5.32) και (5.34) δεν δέχονται κλασική λύση, δηλαδή λύση που ικανοποιεί αυτές τις 
εξισώσεις σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού τους. Υπάρχουν πολλές ασθενείς λύσειςℜ1 
(weak solutions) αυτών των εξισώσεων, δηλαδή λύσεις που τις ικανοποιούν σχεδόν σε κάθε 
σηµείο του πεδίου ορισµού τους. Οι Crandall και Lions εισήγαγαν την έννοια της «ιξώδους» 
λύσης αποδεικνύοντας την ύπαρξη και µοναδικότητά της [ο.π.]. Η «ιξώδης» λύση είναι η 
ορθήℜ1 ασθενής λύση. Ο όρος «ιξώδης» προκύπτει από τον τρόπο µε τον οποίο απέδειξαν τη 
µοναδικότητά της και από τον τρόπο µε τον οποίο υπολογίζεται. Η «ιξώδης» λύση προκύπτει 
από τη µέθοδο εξάλειψης ιξώδους όρου [vanishing viscosity method, Crandall & Lions 
(1984)]. Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, εισάγεται στις Εξ. (5.32) και (5.34) ένας «ιξώδης» 
όρος .2 εε u∇ ℜ2 Η Εξ. (5.32) γίνεται 

 
2( , , , ) ( ) ,  ( , 0) ( ),ε ε ε ε ε ε

t x y zu H u u u f ε u u t g Ω+ = + ∇ = =x x x x .  (5.35) 

   
Η «ιξώδης» λύση της Εξ. (5.32) είναι η  λύση της Εξ. (5.35), καθώς ο συντελεστής 

ε→0, 
 

0
lim ε

ε
u

→
=  «ιξώδης» λύση της Εξ. (5.32)     (5.36) 

 
O «ιξώδης» όρος ουσιαστικά είναι ένας όρος αριθµητικής διάχυσης που αµβλύνει τις 

γωνίες και επιβάλλει στη λύση να παραµείνει λεία σε όλο το χωρίο Ω. Η προσθήκη του όρου 

 
ℜ1 Η σηµασία της ασθενούς και της ορθής ασθενούς λύσης σχολιάζεται στις §5.7 και §5.8. 
ℜ2 Ο εκθέτης ε δεν αφορά σε ύψωση σε δύναµη ή σε παράγωγο, είναι απλά συµβολισµός της λύσης της Εξ. 
(5.35). 
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αριθµητικής διάχυσης γενικά σταθεροποιεί σχήµατα κεντρικών διαφορών {[Osher & Fedkiw 
(2003), σ. 46],  [Levy (2002), Κεφ. 3, σ. 6]}. 

Στη συνέχεια, για την επίλυση της εξισώσεων ισοϋψών και Eikonal χρησιµοποιείται η 
µέθοδος εξάλειψης ιξώδους όρου (§7.2, εξίσωση Eikonal), αλλά και αριθµητικά σχήµατα 
πεπερασµένων διαφορών [(§7.3 και §7.4, εξίσωση Eikonal), (Κεφ. 6, εξίσωση ισοϋψών)]. 
Στη δεύτερη περίπτωση, το σφάλµα αποκοπής (Παράρτηµα Β) των αριθµητικών σχηµάτων 
παίζει τον ίδιο ρόλο µε τον «ιξώδη» όρο [Osher & Fedkiw (2003), σ. 46]. 
 
 
5.7 Νόµοι διατήρησης και σύνδεση µε τις εξισώσεις Hamilton-Jacobi 
 

Για την επίλυση των εξισώσεων HJ χρησιµοποιούνται τεχνικές και όροι δανεισµένα 
από την επίλυση νόµων διατήρησης. Νόµος διατήρησης σε µία διάσταση είναι η εξίσωση 

 
vt + G(v)x = 0,         (5.37) 
 

όπου v είναι η ποσότητα που διατηρείται, και G(v) η συνάρτηση ροής (flux function). 
Ένα σηµαντικό χαρακτηριστικό των νόµων διατήρησης είναι ότι η λύση µπορεί να 

είναι ασυνεχής, ακόµη κι αν οι αρχικές συνθήκες δεν είναι [Levy (2002), Κεφ. 3, σ. 1]. Για 
παράδειγµα, στους υπερβολικούς νόµους διατήρησης, ασυνέχεια στη λύση προκύπτει όταν οι 
χαρακτηριστικές (ή καλύτερα οι προβολές των χαρακτηριστικών, §5.9) τέµνονται ή 
αποκλίνουν. Μετά τη δηµιουργία της ασυνέχειας υπάρχει δυσκολία στον ορισµό της λύσης 
της διαφορικής εξίσωσης: πως µπορεί µια ασυνεχής (και άρα µη παραγωγίσιµη) συνάρτηση 
να ικανοποιεί διαφορική εξίσωση;  

Για να ξεπεραστεί η δυσκολία, και να οριστεί λύση και µετά την δηµιουργία της 
ασυνέχειας, χρησιµοποιείται η έννοια της ασθενούς λύσης {weak solution, [Levy (2002), 
Κεφ. 3, σ. 3]}. Η ασθενής λύση διαφορικής εξίσωσης είναι λύση που ικανοποιεί µια 
ολοκληρωτική µορφή της εξίσωσης [Sethian (1999), σ. 21]. Το πλεονέκτηµα της 
ολοκληρωτικής µορφής είναι ότι δεν απαιτεί από µια πιθανή λύση τον ίδιο βαθµό 
διαφορισιµότητας και εποµένως επιτρέπει λιγότερο αυστηρές λύσεις που ικανοποιούν τη 
διαφορική εξίσωση σχεδόν σε όλα τα σηµεία του πεδίου ορισµού. 
 Ο ορισµός της ασθενούς λύσης ξεπερνά το πρόβληµα ύπαρξης λύσης µετά τη 
δηµιουργία ασυνέχειας, ωστόσο αναδεικνύει ένα νέο: η ασθενής λύση δεν είναι µοναδική, 
συνεπώς µια επιπλέον συνθήκη είναι αναγκαία για την επιλογή της ορθής ή αποδεκτής 
ασθενούς λύσης, “physically relevant” κατά Levy [Levy (2002), Κεφ. 3, σ. 4], “more 
physically realistic” κατά Levandovsky [Levandovsky (2001), Κεφ. 3, σ. 11]. Αυτή η 
συνθήκη καλείται συνθήκη εντροπίας [ο.π., Κεφ. 3, σ. 11] και επιλέγει την ορθή ασθενή 
λύση: α) Όταν οι προβολές των χαρακτηριστικών τέµνονται. Οι προβολές των 
χαρακτηριστικών είναι καµπύλες πάνω στις οποίες διαδίδεται η πληροφορία (§5.9). Έτσι, σε 
σηµεία τοµής των προβολών η λύση δεν έχει µοναδική τιµή. Η συνθήκη εντροπίας εντοπίζει 
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τα σηµεία τοµής των προβολών των χαρακτηριστικών {καµπύλη σοκ, shock curve [ο.π., 
Κεφ. 2, σ. 8]}. Πάνω στην καµπύλη σοκ η λύση είναι ασυνεχής. β) Όταν οι προβολές των 
χαρακτηριστικών αποκλίνουν και δεν καλύπτουν πλήρως το πεδίο τιµών της άγνωστης 
συνάρτησης δηµιουργώντας ζώνη αραίωσης (rarefaction zone) δηλαδή ένα κενό στη λύση. 
Τότε η συνθήκη εντροπίας επιβάλλει κατάλληλη λύση για να «γεµίσει» το κενό. 

Ο όρος «εντροπία» αναφέρεται στην οργάνωση της πληροφορίας. Γενικά, η συνθήκη 
εντροπίας σηµαίνει ότι δεν µπορεί να παραχθεί πληροφορία κατά την επίλυση του 
προβλήµατος. Αυτό µεταφράζεται στο ότι οι προβολές των χαρακτηριστικών καταλήγουν σε 
καµπύλη σοκ και δεν πηγάζουν από αυτή [Sethian (1999), σ. 52]. 

Οι εξισώσεις HJ σχετίζονται µε τους νόµους διατήρησης. Έστω εξίσωση HJ σε µία 
διάσταση: 
 

ut + H(ux) = 0.         (5.38) 
 
Παραγωγίζοντας την Εξ. (5.38) ως προς x προκύπτει 
 

(ux)t + H(ux)x = 0.        (5.39) 
 
Θέτοντας v = ux η Εξ. (5.39) γίνεται 
 

vt + H(v)x = 0,         (5.40) 
 
που είναι νόµος διατήρησης µε συνάρτηση ροής τη Χαµιλτονιανή της εξίσωσης HJ. Η λύση 
v του νόµου διατήρησης είναι η µερική παράγωγος ως προς x της λύσης u της εξίσωσης HJ. 
Αντίστροφα, η λύση u της εξίσωσης HJ είναι η παράγουσα της λύσης v του νόµου 
διατήρησης. 

Από την αντιστοιχία εξισώσεων HJ και νόµων διατήρησης προκύπτουν χρήσιµες 
πληροφορίες για τη λύση u της εξίσωσης HJ: α) Εφόσον στους νόµους διατήρησης η λύση v 
µπορεί να είναι ασυνεχής, η µερική παράγωγος ως προς x της λύσης u της εξίσωσης HJ 
µπορεί να είναι ασυνεχής. β) Η συνθήκη εντροπίας που επιβάλλεται για την επιλογή της 
ορθής ασθενούς λύσης στους νόµους διατήρησης µπορεί να χρησιµοποιηθεί και στις 
εξισώσεις HJ. 

Οι Osher και Sethian χρησιµοποίησαν αυτή την αντιστοιχία µεταξύ νόµων 
διατήρησης και εξισώσεων HJ, για την κατασκευή κατάλληλων αριθµητικών σχηµάτων 
[Osher & Sethian (1988)]. Μάλιστα απέδειξαν ότι η λύση που προκύπτει από αυτά τα 
αριθµητικά σχήµατα ταυτίζεται µε την «ιξώδη» λύση [Sethian (1996), σ. 12]. Η ορθή 
ασθενής λύση, η οποία προκύπτει από την επιβολή της συνθήκης εντροπίας στους νόµους 
διατήρησης, αντιστοιχεί στην «ιξώδη» λύση των εξισώσεων HJ. Σηµειώνεται ότι αν και η 
αντιστοιχία µεταξύ νόµων διατήρησης και εξισώσεων HJ δεν ισχύει σε δύο ή τρεις 
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διαστάσεις [Jiang & Peng (2000)], γενικά οι εξισώσεις HJ µπορούν να διακριτοποιηθούν 
χωριστά σε κάθε διάσταση. 
 
 
5.8 Η συνθήκη εντροπίας στα προβλήµατα εξέλιξης συνόρου 
 

Έστω το σύνορο Γ(t=0) του Σχήµατος 5.7α, το οποίο κινείται µε ταχύτητα F, κάθετη 
σε αυτό. Αν κάθε σηµείο του συνόρου µετατοπιστεί, εισάγεται βρόχος στο σύνορο (Σχήµα 
5.7β). Αν το σύνορο χωρίζει δύο υλικά ή περιοχές, ο βρόχος δεν έχει φυσική σηµασία. Η 
επιβολή συνθήκης εντροπίας σχετίζεται µε την αποµάκρυνση του βρόχου από το σύνορο, ή 
καλύτερα µε την πρόληψη δηµιουργίας του βρόχου. Η εξέλιξη του συνόρου όταν 
επιβάλλεται η συνθήκη εντροπίας φαίνεται στο Σχήµα 5.7γ. Η αρχική ασυνέχεια στην κλίση 
της λύσης διατηρείται. Το παράδειγµα αυτό αντιστοιχεί µε την εµφάνιση και εξέλιξη 
ασυνέχειας της λύσης στους νόµους διατήρησης. 

Έστω ότι το σύνορο Γ(t=0) του Σχήµατος 5.7α κινείται µε ταχύτητα –F, κάθετη σε 
αυτό. Αν κάθε σηµείο του συνόρου µετατοπιστεί, δηµιουργείται κενό στη λύση (Σχήµα 
5.7δ), το οποίο δεν έχει νόηµα όταν το σύνορο χωρίζει δύο περιοχές. Η συνθήκη εντροπίας 
σε αυτή την περίπτωση «γεµίζει» τη λύση. 

Γ(t)

F F

 

Γ(t)

F F

 
(β) (γ) 

Γ(t)

?

-F -F

 
 

Γ(t)

-F -F

 

 
 
 
 

Γ(t=0)

 
(α) 

(δ) (ε) 
Σχήµα 5.7  (α) Σύνορο τη χρονική στιγµή t=0, Γ(t=0). (β) Σύνορο τη στιγµή t, όταν κινείται µε 
ταχύτητα F κάθετη σε αυτό, χωρίς επιβολή συνθήκης εντροπίας. (γ) Σύνορο τη στιγµή t, όταν κινείται 
µε ταχύτητα F κάθετη σε αυτό, µε επιβολή συνθήκης εντροπίας. (δ) Σύνορο τη στιγµή t, όταν κινείται 
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µε ταχύτητα –F κάθετη σε αυτό, χωρίς επιβολή συνθήκης εντροπίας. (ε) Σύνορο τη στιγµή t, όταν 
κινείται µε ταχύτητα –F κάθετη σε αυτό, µε επιβολή συνθήκης εντροπίας. 
 
 
5.9 Η µέθοδος και οι προβολές των χαρακτηριστικών καµπυλών 
 

Οι χαρακτηριστικές καµπύλες συνδέονται µε ένα συγκεκριµένο τύπο προβληµάτων 
διαφορικών εξισώσεων µερικών παραγώγων (∆ΕΜΠ), τα υπερβολικά. Υπερβολικό είναι 
[Μαρκάτος & Ασηµακόπουλος (1995), σ. 26] εκείνο το πρόβληµα που παρουσιάζει µια 
µορφή µονόδροµης συµπεριφοράς κατά µήκος ειδικών καµπυλών, των χαρακτηριστικών της 
διαφορικής εξίσωσης που περιγράφει το πρόβληµα. 

Με τη µέθοδο των χαρακτηριστικών εντοπίζονται αυτές οι χαρακτηριστικές 
καµπύλες και τότε το πρόβληµα ∆ΕΜΠ, όπως η εξίσωση Eikonal και η εξίσωση ισοϋψών, 
ανάγεται σε πρόβληµα συστήµατος συνήθων διαφορικών εξισώσεων.ℜ Στη συνέχεια 
προσδιορίζονται, χρησιµοποιώντας βασικές αρχές της µεθόδου των χαρακτηριστικών, οι 
χαρακτηριστικές καµπύλες και οι προβολές τους στην εξίσωση Eikonal και ισοϋψών. 

 
Α) Η εξίσωση Eikonal (ή καλύτερα η Eikonal υψωµένη στο τετράγωνο) ανήκει στη γενική 
κατηγορία ∆ΕΜΠ 1ης τάξης της µορφής (σε δύο διαστάσεις): 
 

x yau bu c+ = ,         (5.41) 

 
όπου οι συντελεστές a, b, c είναι γενικά συναρτήσεις των x, y, u, ux, uy. 

Έστω ότι υπάρχει λύση και είναι η συνάρτηση u(x, y). Η γραφική παράσταση της u 
είναι η επιφάνεια 

 

({ )}, , ( , )S x y u x y= .        (5.42) 

 
Αν η u είναι λύση, τότε από την Εξ. (5.41) προκύπτει ότι σε κάθε σηµείο (x, y, u(x, y)) είναι 
 

( , , ) ( , , 1) 0x ya b c u u⋅ − =

                                                

.       (5.43) 

 
Όµως, το διάνυσµα (ux, uy, –1)≡Ν είναι κάθετο σε κάθε σηµείο της επιφάνειας S. 

Αφού το διάνυσµα (a, b, c) είναι κάθετο στο N [Εξ. (5.43)], είναι εφαπτόµενο στην S (Σχήµα 
5.8). 

 
ℜ Ωστόσο, για την αριθµητική επίλυση χρησιµοποιούνται κυρίως σχήµατα πεπερασµένων διαφορών και 
λιγότερο η µέθοδος των χαρακτηριστικών. Αυτό οφείλεται στο ότι η κωδικοποίηση της µεθόδου των 
χαρακτηριστικών είναι πολύ δυσκολότερη από την κωδικοποίηση σχηµάτων πεπερασµένων διαφορών [Smith 
(1985), σ. 190]. 
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S ={(x,y,u(x, y))}

N= (ux,uy,-1) V=(a,b,c)
C ={(x(s),y(s),z(s))}

(x0,y0,u0)

επίπεδο xy

L ={((x(s),y(s))}

 
Σχήµα 5.8 H επιφάνεια S = (x, y, u(x, y)), το κάθετο N≡ (ux, uy, –1) και το εφαπτόµενο V=(a,b,c) σε 
σηµείο x, y, u(x,y) της S. Το V είναι εφαπτόµενο στη χαρακτηριστική  καµπύλη C={(x(s), y(s),z(s))}. 
Η ένωση όλων των χαρακτηριστικών καµπυλών δίνει την επιφάνεια S. Η λύση u κατά µήκος της 
προβολής της χαρακτηριστικής καµπύλης C στο επίπεδο (x, y), L={(x(s), y(s))}, εξαρτάται µόνο από 
την τιµή u0=u(x(0), y(0))= u(x0, y0). 
 

Συνεπώς, για την εύρεση της λύσης της Εξ. (5.41), αναζητούνται καµπύλες C={(x(s), 
y(s), z(s))} σε κάθε σηµείο των οποίων το διάνυσµα (a, b, c) είναι εφαπτόµενο στην S. Οι 
καµπύλες αυτές καλούνται χαρακτηριστικές καµπύλες (characteristic curves) της Εξ. (5.41). 
Η ζητούµενη λύση ή η επιφάνεια S προκύπτει από την ένωση όλων των χαρακτηριστικών 
καµπυλών. 

Η παραµετρική καµπύλη L={(x(s), y(s))} (Σχήµα 5.8) είναι η προβολή της 
χαρακτηριστικής καµπύλης C (projected characteristic curve) στο επίπεδο (x, y). H λύση 
u(x(s), y(s)) κατά µήκος προβολής χαρακτηριστικής καµπύλης εξαρτάται [Levandovsky 
(2001), Κεφ. 1, σ. 3] από τις τιµές u(x(s′), y(s′)), 0≤ s′ < s. 

Αφού οι χαρακτηριστικές καµπύλες είναι εφαπτόµενες στο (a,b,c), οι προβολές των 
χαρακτηριστικών στο επίπεδο (x,y) θα είναι εφαπτόµενες στο (a,b). Συγκρίνοντας την 
εξίσωση Eikonal, 

 
2 2 2 21 1 1x y x y x x y yu u u u u u u u u∇ = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ + =1,   (5.44) 

 
µε την Εξ. (5.41), προκύπτει ότι a = ux, b = uy και c = 1. 

Συνεπώς, στην εξίσωση Eikonal οι προβολές των χαρακτηριστικών καµπυλών είναι 
εφαπτόµενες στο διάνυσµα (a, b) = (ux, uy) = ∇u, δηλαδή σε διάνυσµα κάθετο στις ισοϋψείς 
της λύσης u. Η διεύθυνση του ∇u συµπίπτει µε τη διεύθυνση του επιπέδου (x,y) όπου 
παρατηρείται η µέγιστη αύξηση της u (το µέτρο του είναι ίσο µε τη µέγιστη αυτή αύξηση) 
και η φορά του είναι προς την κατεύθυνση όπου αυξάνεται η u [Παπαϊωάννου (1993), σ. 
102]. 
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Β) Η εξίσωση ισοϋψών είναι η  

 
0tu F u+ ∇ =  ⇔ ⇔ 0tu F u+ ⋅∇ =n

 

⇔ 0t
uu F u
u

∇
+ ⋅∇

∇
= ⇔ 

2 2 2 2
0yx

t x

x y x y

uuu F u F u
u u u u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

y = . (5.45) 

 
Με αντίστοιχο τρόπο µε την εξίσωση Eikonal, προκύπτει ότι οι προβολές των 

χαρακτηριστικών είναι εφαπτόµενες στο διάνυσµα 
2 2 2 2

, ,yx

x y x y

uuF F
u u u u

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1  στο 

χώρο (x, y, t). Πρόκειται για διάνυσµα που δείχνει συνεχώς από µικρότερο προς µεγαλύτερο 

χρόνο. Η συνιστώσα αυτού του διανύσµατος στο επίπεδο (x, y) είναι το διάνυσµα uF
u

∇
∇

, το 

οποίο είναι κάθετο στις ισοϋψείς της u(x, y, t) σε κάθε χρονική στιγµή t. Η φορά του 

διανύσµατος uF
u

∇
∇

 καθορίζεται από το πρόσηµο της ταχύτητας F.  

Η πληροφορία διαδίδεται κατά µήκος των προβολών των χαρακτηριστικών 
καµπυλών [Levandovsky (2001), Κεφ. 1, σ. 3]. Στην εξίσωση ισοϋψών, αυτό σηµαίνει ότι η 
διεύθυνση διάδοσης πληροφορίας είναι από µικρότερο προς µεγαλύτερο χρόνο και κάθετα 

στις ισοϋψείς της u (το διάνυσµα uF
u

∇
∇

 είναι κάθετο στις ισοϋψείς της u). 

 
 
5.10 Αλγόριθµος επίλυσης του προβλήµατος εξέλιξης συνόρου µε τη µέθοδο των 
ισοϋψών 
 

Έστω σύνορο Γ(t=0) τη χρονική στιγµή t=0, το οποίο µετατοπίζεται µε ταχύτητα Fmb. 
Με τη θεώρηση της µεθόδου των ισοϋψών, η εξέλιξη του συνόρου στο χρόνο, Γ(t),  
παρακολουθείται έµµεσα από την εξέλιξη πεπλεγµένης συνάρτησης: είτε της συνάρτησης 
χρόνου άφιξης T(x), αν ικανοποιούνται οι κατάλληλες προϋποθέσεις (§5.5), είτε της 
συνάρτησης ισοϋψών, φ. Η ταχύτητα µετατόπισης του συνόρου, Fmb, εισάγει τη φυσική 
πληροφορία στο πρόβληµα. Η Fmb είτε είναι προκαθορισµένη, είτε υπολογίζεται µε 
κατάλληλο µοντέλο της εξεταζόµενης διεργασίας (στο πρόβληµα εγχάραξης η Fmb είναι η 
ταχύτητα εγχάραξης). Σηµειώνεται ότι στο στατικό πρόβληµα, η ταχύτητα F ταυτίζεται µε 
την ταχύτητα µετατόπισης του συνόρου Fmb (§5.5). 
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Στην περίπτωση που αντιµετωπίζεται το «γενικό», χωρίς περιορισµούς στο πρόσηµο 
της ταχύτητας, πρόβληµα εξέλιξης συνόρου, επιλύεται η εξίσωση ισοϋψών. Πρόκειται για το 
πρόβληµα αρχικών τιµών 

 
φt + F |∇φ| = 0, φ(x, t=0) = q(x), x ∈ Ω,     (5.46) 
 

για την επίλυση του οποίου είναι απαραίτητες η ταχύτητα F [ή V της Εξ. (5.16)] σε όλο το 
χωρίο Ω και η αρχική συνθήκη q(x). Έστω, ότι είναι γνωστό το σύνορο Γ την χρονική στιγµή 
t=0. Η εφαρµογή της µεθόδου των ισοϋψών στο πρόβληµα εξέλιξης συνόρου περιλαµβάνει 
τα παρακάτω υπολογιστικά προβλήµατα (Σχήµα 5.9): 
 
Α) Υπολογισµός της συνάρτησης ισοϋψών τη χρονική στιγµή t=0, φ(x,t=0), ή υπολογισµός 
της αρχικής συνθήκης της Εξ. (5.46). Οι επιλογές για την πεπλεγµένη συνάρτηση που θα 
παίξει το ρόλο της συνάρτησης ισοϋψών είναι πολλές. Η επιλογή της προσηµασµένης 
απόστασης από το σύνορο παρουσιάζει πλεονεκτήµατα. Η προσηµασµένη απόσταση 
ορίζεται από την Εξ. (5.11). Η απόσταση από το σύνορο προκύπτει από το πρόβληµα 
συνοριακών τιµών 
 

( , 0) 1,  
( , 0) 0,  ( 0)
φ t Ω

φ t Γ t
⎧∇ = = ∈ ⎫⎪
⎨

= = ∈ =⎪ ⎪⎩ ⎭

x x
x x

⎪
⎬ ,      (5.47) 

 
όπου Γ(t=0) το σύνορο τη χρονική στιγµή t=0. Λεπτοµέρειες για την αριθµητική επίλυση της 
Εξ. (5.47) περιέχονται στο Κεφ. 7. 
 
Β) Εύρεση του συνόρου Γ(t) (ισοϋψούς µηδέν). Αποτελεί την αντίστροφη διαδικασία του 
βήµατος (Α). Με δεδοµένη τη συνάρτηση ισοϋψών υπολογίζεται το σύνορο Γ(t). Ο 
αλγόριθµος εύρεσης ισοϋψούς που χρησιµοποιείται περιγράφεται στο Κεφ. 8. Τη χρονική 
στιγµή t=0 δεν χρειάζεται η εύρεση του συνόρου, αφού αυτό είναι γνωστό. 
 
Γ) Υπολογισµός της ταχύτητας F πάνω στο σύνορο Γ, Fmb. Στο βήµα αυτό εισάγεται στον 
αλγόριθµο εξέλιξης συνόρου η φυσική πληροφορία. Στα προβλήµατα εγχάραξης/απόθεσης, η 
Fmb αντιστοιχεί στην τοπική ταχύτητα εγχάραξης/απόθεσης στο εσωτερικό δοµών και µπορεί 
να προκύψει από κατάλληλα µοντέλα. Στο Μέρος ΙΙ (Κεφ. 2,3,4) περιέχεται το πλαίσιο 
υπολογισµού της τοπικής ταχύτητας κατά την εγχάραξη δοµών και περιγράφεται η εφαρµογή 
αυτού του πλαισίου στην εγχάραξη δοµών SiO2 και Si µε πλάσµα φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων. 
 
∆) Απόδοση τιµών στην ταχύτητα F της Εξ. (5.46) µακριά από το σύνορο. Στα περισσότερα 
προβλήµατα εξέλιξης συνόρου, µόνο η ταχύτητα στο σύνορο, Fmb, έχει φυσική σηµασία. 
Ωστόσο, για την επίλυση της Εξ. (5.46) είναι αναγκαίο να αποδοθούν τιµές στην F σε όλο το 
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χωρίο Ω. Έτσι, γίνεται προεκβολή της ταχύτητας Fmb σε όλο το υπολογιστικό χωρίο. Ο µόνος 
περιορισµός για την προεκβολή είναι πλησιάζοντας το σύνορο η F να τείνει στην Fmb. 
Περισσότερες λεπτοµέρειες για αυτό το βήµα του αλγορίθµου υπάρχουν στο Κεφ. 9. 
 
Ε) Υπολογισµός της συνάρτησης ισοϋψών, φ, την επόµενη χρονική στιγµή (t+∆t, ∆t το 
χρονικό βήµα) µε την εξίσωση ισοϋψών [Εξ. (5.46)]. Περισσότερες λεπτοµέρειες για την 
επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών υπάρχουν στο Κεφ. 6. 
 

Τα βήµατα (Β) έως και (Ε) επαναλαµβάνονται για κάθε χρονική στιγµή της κίνησης 
του συνόρου. 

 υπολογισµός της συνάρτησης 
ισοϋψών την =0, ( , =0)t φ tx  

{επίλυση εξίσωσης 
Εξ. (5.47)]}

Eikonal 
[

 εύρεση ισοϋψούς µηδέν 
[συνόρου ( )]  της συνάρτησης 

ισοϋψών
Γ t

Κεφ. 8

Κεφ. 7

  
[ ]
υπολογισµός της ταχύτητας 
ταχύτητας στο σύνορο ( )

F
F t

mb

Γ Μέρος ΙΙ

προεκβολή της ταχύτητας 
σε όλο το υπολογιστικό 

χωρίο 

Fmb 

Ω
Κεφ. 9

Κεφ. 6

Γ( )t

σύνορο την =0, 
( =0)

t
Γ t  

επίλυση εξίσωσης ισοϋψών
[Εξ. (5.46)]

t t t= +∆

 
 

Σχήµα 5.9 Αλγόριθµος επίλυσης του «γενικού», χωρίς περιορισµούς στο πρόσηµο της ταχύτητας, 
προβλήµατος εξέλιξης συνόρου. ∆εξιά των βηµάτων του αλγορίθµου φαίνονται τα κεφάλαια στα 
οποία αυτά µελετώνται. ∆t είναι το χρονικό βήµα εξέλιξης του συνόρου. 
 

Στην περίπτωση που αντιµετωπίζεται το «στατικό» πρόβληµα εξέλιξης συνόρου 
(§5.5), ο αλγόριθµος περιλαµβάνει τρία βήµατα (Σχήµα 5.10):  
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Α) Υπολογισµός ή καθορισµός της ταχύτητας µετατόπισης του συνόρου, F(x). 
 
Β) Επίλυση της εξίσωσης Eikonal 

 

( ) ( ) 1,  ( )>0, 
( ) 0,  ( 0)

F T F Ω
T Γ t
⎧ ∇ = ∈⎪
⎨

= ∈ =⎪ ⎪⎩ ⎭

x x x x
x x

⎫⎪
⎬ ,      (5.48) 

 
οπότε και προκύπτει η συνάρτηση του χρόνου άφιξης, T(x). Η επίλυση της εξίσωσης Eikonal 
περιλαµβάνεται στο Κεφ. 7. Σηµειώνεται ότι αντιµετωπίζεται µια κατηγορία «στατικών» 
προβληµάτων για τα οποία F=F(x). Η γενική κατηγορία «στατικών» προβληµάτων που 
ανήκουν στις εξισώσεις HJ [Εξ. (5.34)] περιλαµβάνει προβλήµατα στα οποία είναι F=F(x, T, 
Tx, Ty, Tz). 

 
Γ) Υπολογίζονται οι ισοϋψείς της T(x), δηλαδή το σύνορο Γ(t). Ο αλγόριθµος περιγράφεται 
στο Κεφ. 8. 

υπολογισµός συνάρτησης 
χρόνου άφιξης, ( ) 

{επίλυση εξίσωσης 
Εξ. (5.48)]}

T x
Eikonal 

[

 εύρεση ισοϋψών της 
συνάρτησης 
χρόνου άφιξης

Κεφ. 8

Κεφ. 7

           {     ( )=0}x xΩ: T
[σύνορο την = ( =0)]t 0, Γ t

 ∈ 

Γ t( ),    t∀ 

 υπολογισµός της ταχύτητας 
µετατόπισης του συνόρου

 
 
Σχήµα 5.10 Αλγόριθµος επίλυσης του «στατικού» προβλήµατος εξέλιξης συνόρου. ∆εξιά των 
βηµάτων σηµειώνονται τα κεφάλαια στα οποία αυτά µελετώνται. 
 
 Τόσο στο βήµα (Α) του αλγόριθµου του «γενικού» προβλήµατος, όσο και στο βήµα 
(Β), είναι απαραίτητη η προσαρµογή του συνόρου Γ(t=0) στο αριθµητικό πλέγµα επίλυσης 
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της εξίσωσης Eikonal και η προεκβολή των συνθηκών Dirichlet της εξίσωσης Eikonal σε 
κόµβους του αριθµητικού πλέγµατος. Αυτές οι απαραίτητες διαδικασίες αποτελούν ένα 
αυτοτελές βήµα των αλγορίθµων το οποίο περιγράφεται στην §7.4.6. 

Στα κεφάλαια του Μέρους IΙI που ακολουθούν µελετώνται αυτοτελώς όλα τα 
υπολογιστικά προβλήµατα των παραπάνω αλγορίθµων. Αξιολογούνται διαφορετικές µέθοδοι 
επίλυσης και µελετάται η επίδραση των αποτελεσµάτων κάθε υπολογιστικού προβλήµατος στο 
γενικό πρόβληµα εξέλιξης συνόρου. Ο στόχος είναι οι αριθµητικοί υπολογισµοί εξέλιξης 
συνόρου να µην αλλοιώνουν τη φυσική πληροφορία, δηλαδή την ταχύτητα µετατόπισης του 
συνόρου [βήµα (Α) στον αλγόριθµο του «στατικού» προβλήµατος, βήµα (Γ) του αλγορίθµου του 
«γενικού» προβλήµατος]. Με αυτό τον τρόπο είναι δυνατή η αξιολόγηση του φυσικού µοντέλου 
υπολογισµού της ταχύτητας µετατόπισης (ταχύτητα εγχάραξης στα προβλήµατα εγχάραξης). 

Στο Κεφ. 6 περιγράφονται και αξιολογούνται διαφορετικά αριθµητικά σχήµατα για 
την επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών. Στο Κεφ. 7 µελετάται η αριθµητική επίλυση της 
εξίσωσης Eikonal [Εξ. (5.47) και (5.48)]. Στο Κεφ. 8 περιγράφεται αλγόριθµος εύρεσης 
ισοϋψούς συνάρτησης και στο Κεφ. 9 µέθοδος για την απόδοση τιµών στην ταχύτητα F της 
εξίσωσης ισοϋψών [Εξ. (5.46)] µακριά από το σύνορο. 
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Κεφάλαιο 6 

 

 

 

 
 

Επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών 

 

 

 

 

 

 
Η επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών είναι το κεντρικό αριθµητικό πρόβληµα του αλγόριθµου του 
«γενικού» προβλήµατος εξέλιξης συνόρου. Μελετώνται και αξιολογούνται διαφορετικά 
σχήµατα ολοκλήρωσης στο χρόνο και διακριτοποίησης στο χώρο, καθώς και διαφορετικά 
σχήµατα προσέγγισης της Χαµιλτονιανής της εξίσωσης ισοϋψών. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



6.1 Εισαγωγή 
 

Η εξίσωση ισοϋψών (level set equation),ℜ

 
ut + F|∇u| = 0, u(x, t=0) = q(x), x ∈ Ω,     (6.1) 
 

όπου F η κάθετη στις ισοϋψείς της u συνιστώσα της ταχύτητας και q(x) γνωστή συνάρτηση, 
ανήκει στη γενική κατηγορία εξισώσεων Hamilton–Jacobi, 

 
ut + Η(x,t,u,ux,uy,uz) = 0, u(x, t=0) = q(x), x ∈ Ω.    (6.2) 

 
Η συνάρτηση H καλείται Χαµιλτονιανή και για την εξίσωση ισοϋψών είναι H=F|∇u|. 

Η εξίσωση ισοϋψών είναι πρόβληµα αρχικών τιµών η επίλυση του οποίου είναι το βήµα (Ε) 
του αλγορίθµου του «γενικού» προβλήµατος (§5.10). 

Είναι κοινή πρακτική [Gottlieb et al. (2001)] κατά την επίλυση προβληµάτων 
αρχικών τιµών, αρχικά να γίνεται διακριτοποίηση στο χώρο και να προκύπτει ένα σύστηµα 
συνήθων διαφορικών εξισώσεων ως προς το χρόνο, το οποίο επιλύεται µε κατάλληλο σχήµα. 
Έτσι, για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών της Εξ. (6.1) τα αριθµητικά σχήµατα 
περιλαµβάνουν: α) το σχήµα ολοκλήρωσης στο χρόνο για την επίλυση του συστήµατος 
συνήθων διαφορικών εξισώσεων, β) το σχήµα προσέγγισης της Χαµιλτονιανής, H = F|∇u|, για 
την επιλογή της ορθής ασθενούς λύσης, και γ) το σχήµα προσέγγισης των χωρικών παραγώγων 
(διακριτοποίηση στο χώρο). Τα αριθµητικά σχήµατα που έχουν χρησιµοποιηθεί για τη 
διακριτοποίηση της εξίσωσης ισοϋψών είναι ρητά (explicit). Τέτοια είναι και τα σχήµατα που 
δοκιµάζονται στην παρούσα εργασία. 

Στις παραγράφους που ακολουθούν περιγράφονται τα αριθµητικά σχήµατα που 
χρησιµοποιήθηκαν (§6.2). Στη συνέχεια σχολιάζεται η ευστάθεια των αριθµητικών 
σχηµάτων (§6.3), η κυρτότητα της Χαµιλτονιανής (§6.4) και οι συνοριακές συνθήκες (§6.5). 
Έπειτα (§6.6), τα αριθµητικά σχήµατα αξιολογούνται µέσα από την εφαρµογή τους σε ειδικά 
προβλήµατα και αναδεικνύεται η σηµασία των χαρακτηριστικών τους (σχήµα ολοκλήρωσης 
στο χρόνο, προσέγγισης Χαµιλτονιανής και προσέγγισης χωρικών παραγώγων). Το κεφάλαιο 
ολοκληρώνεται µε την αξιολόγηση της µελέτης. Η επαλήθευση του κώδικα επίλυσης της 
εξίσωσης ισοϋψών µε τα σχήµατα που χρησιµοποιούνται στο παρόν κεφάλαιο περιέχεται 
στην §Α.5.1. 
 
 
 
 

                                                 
ℜ Στο υπόλοιπο του κεφαλαίου χρησιµοποιείται το σύµβολο u για την άγνωστη συνάρτηση, αντί του συµβόλου 
φ που χρησιµοποιήθηκε στο Κεφ. 5. Ο συµβολισµός φ αναφέρεται σε πεπλεγµένη συνάρτηση περιγραφής 
συνόρου και ο συµβολισµός u αφορά στην άγνωστη συνάρτηση σε ένα αριθµητικό πρόβληµα. 
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6.2 Αριθµητικά σχήµατα για την επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών
 
6.2.1 Αριθµητικό σχήµα για την ολοκλήρωση στο χρόνο 
 

Η ολοκλήρωση στο χρόνο µπορεί να γίνει είτε µε σχήµα Euler 1ης τάξης ακρίβειας, 
είτε [Gottlieb et al. (2001)] µε υψηλότερης τάξης Runge-Kutta σχήµατα διατήρησης ισχυρής 
ευστάθειας (strong stability preserving Runge-Kutta, SSPRK, §6.3).  
 
Α) Σχήµα Euler 1ης τάξης µε κατάντη διαφορές (Euler). 

Είναι: 
 

( )1
, , ,

nn n
i j i j i j

u u t F u+ = − ∆ ∇ .       (6.3) 

 
Β) Σχήµα RK 2ης τάξης (SSPRK2) [Shu & Osher (1988), Peng et al. (1999)]. 

Είναι: 
 

( )(1)
, , ,

nn
i j i j i j

u u ∆t F u= − ∇ ,       (6.4) 

 

( (1)1 (1)
, , , ,

1 1
2 2 2

n n
i j i j i j i j

∆tu u u F u+ = + − ∇ ) .      (6.5) 

 
Παρακάτω περιγράφεται απλούστερη σειρά πράξεων [Osher & Fedkiw (2003), σ. 37-

39], µε την οποία χρειάζεται η αποθήκευση µόνο δύο πινάκων για τον υπολογισµό της 
συνάρτησης u την επόµενη χρονική στιγµή: 

 

( )*
, , ,

nn
i j i j i j

u u ∆t F u= − ∇ ,       (6.6) 

 

( )** *
, , ,i j i j i j

u u ∆t F u= − ∇ ,       (6.7) 

 

(1
, ,

1
2

n n
i j i j i ju u u+ = + )*

, .        (6.8) 

 
Γ) Σχήµα RK 3ης τάξης (SSPRK3) [Shu & Osher (1988), Jiang & Shu (1996), Jiang & Peng 
(2000)]. 

Είναι: 
 

( )(1)
, , ,

nn
i j i j i j

u u ∆t F u= − ∇ ,       (6.9) 
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( (1)(2) (1)
, , , ,

3 1
4 4 4

n
i j i j i j i j

∆tu u u F u= + − ∇ ) ,      (6.10) 

 

( )(2)1 (2)
, , , ,

1 2 2
3 3 3

n n
i j i j i j i j

u u u ∆t F u+ = + − ∇ .      (6.11) 

 
Παρακάτω περιγράφεται απλούστερη σειρά πράξεων [Osher & Fedkiw (2003), σ. 37-

39], µε την οποία χρειάζεται η αποθήκευση µόνο δύο πινάκων για τον υπολογισµό της 
συνάρτησης u την επόµενη χρονική στιγµή: 

 

( )*
, , ,

nn
i j i j i j

u u ∆t F u= − ∇ ,       (6.12) 

 

( )** *
, , ,i j i j i j

u u ∆t F u= − ∇ ,       (6.13) 

 

*
, ,

3 1
4 4

n
i j i j i ju u u= + *

, ,        (6.14) 

 

( )** *
, , ,i j i j i j

u u ∆t F u= − ∇ ,       (6.15) 

 

1
, ,

1 2
3 3

n n
i j i j i ju u+ = + *

,u .        (6.16) 

 
 
6.2.2 Προσέγγιση της Χαµιλτονιανής 

 
Το σχήµα προσέγγισης της Χαµιλτονιανής ενσωµατώνει τη συνθήκη εντροπίας για 

την επιλογή της ορθής ασθενούς λύσης της Εξ. (6.1). Οι Osher και Fedkiw περιγράφουν τρία 
βασικά σχήµατα προσέγγισης της Χαµιλτονιανής [Osher & Fedkiw (2003), σ. 50-54]: α) 
Lax-Friedrichs, β) Roe-Fix (Roe with entropy fix) και γ) Godunov. Ο Sethian έχει υιοθετήσει 
το πρώτο σχήµα που παρουσιάστηκε από τον ίδιο και τον Osher [Osher & Sethian (1988)] 
για την προσέγγιση της Χαµιλτονιανής και αυτό προτείνει σε µια σειρά από εργασίες του 
[Sethian (1999), σ. 65-66]. Το σχήµα αυτό καλείται στη συνέχεια της εργασίας σχήµα Osher-
Sethian, αν και οι εµπνευστές του δεν το είχαν βαφτίσει έτσι.  

Στη συνέχεια περιγράφονται τα σχήµατα προσέγγισης της Χαµιλτονιανής της Εξ. 

(6.1), δηλαδή της ποσότητας ( ,i j
F u∇ ) , που δοκιµάστηκαν: 
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Α) Σχήµα Osher-Sethian (OS) [Osher & Sethian (1988)]. 
Πρόκειται για σχήµα προσέγγισης κατά την κατεύθυνση διάδοσης πληροφορίας 

(upwind). Για τη Χαµιλτονιανή της Εξ. (6.1), το πρόσηµο της ταχύτητας F χρησιµοποιείται 
για την επιλογή της προσέγγισης του |∇u|: 

 

( ) , ,,
max( ,0) min( ,0)OS

i j ij i j iji j
H F u F F+ −= ∇ = ∇ + ∇ ,    (6.17) 

 
όπου 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1/ 22 2 2

max ,0 min ,0 max ,0 min ,0ij x x y yij ij ij ij
u u u u+ − + − +⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ = + + +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

2

, 

(6.18) 
 

( ) ( ) ( ) ( )
1/ 22 2 2 2

max ,0 min ,0 max ,0 min ,0ij x x y yij ij ij ij
u u u u− + − + −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ = + + +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

. 

 (6.19) 
 
Οι µερικές παράγωγοι ορίζονται στην §6.2.3. , , ,x x y yu u u u− + − +

 
Β) Σχήµα Lax-Friedrichs (LF) [Osher & Fedkiw (2003), σ. 50-54]. 

Πρόκειται για σχήµα κεντρικών διαφορών: 
 
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

,, 2 2

                                              ,
2 2

x x y yij ij ij ijLF
i ji j

x x y yij ij ij ijx y

u u u u
H F u F

u u u u
a a

− + − +

+ − + −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ∇ = + −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡− − ⎤
⎢ ⎥ ⎢− − ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (6.20) 

 
όπου ax = max| H1(ux, uy) | και ay = max| H2(ux, uy) | οι συντελεστές απώλειας (dissipation 
coefficients) και 
 

( )
1

x x

F uHH
u u

∂ ∇∂
= =
∂ ∂

,        (6.21) 
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( )
2

y y

F uHH
u u

∂ ∇∂
= =
∂ ∂

.       (6.22) 

 
Ο υπολογισµός του ax(ay) είναι γενικά δύσκολος. Στη συνέχεια περιγράφεται 

περίπτωση όπου ο προσεγγιστικός υπολογισµός του ax(ay) είναι εφικτός. Έστω ότι η F δεν 
εξαρτάται από τις µερικές παραγώγους της u. Τότε, 

 

H = F(x,y,t)|∇u| ⇒ 1 ( , , ) x

x

uHH F x y t
u u
∂

= =
∂ ∇

.    (6.23) 

  
Υπάρχουν παραλλαγές του σχήµατος Lax-Friedrichs που διαφοροποιούνται στο 

διάστηµα στο οποίο υπολογίζεται το µέγιστο κατά τον υπολογισµό του ax(ay). 
Το πρώτο είναι το γενικό σχήµα Lax-Friedrichs  (global Lax-Friedrichs), όπου το 

µέγιστο υπολογίζεται σε όλο το υπολογιστικό χωρίο. Τότε, µπορεί να θεωρηθεί ότι 
Η1≤ |F(x,y,t)|, αφού |ux|/|∇u|  1, και συνεπώς  ≤

 
ax = max|F(x,y,t)| = ay.       (6.24) 

 
Το δεύτερο είναι το τοπικό-τοπικό Lax-Friedrichs σχήµα (local-local Lax-Friedrichs, 

LLLF), όπου 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 22

0 0 0 0

,
, max , , , max ,

, ,

xx
x y

x y

u x y
a x y H u x y u x y F x y

u x y u x y
⎡ ⎤= =⎣ ⎦

⎡ ⎤+⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

 

( ) ( )
( ) ( )

0 0
0 0 22

0 0 0 0

,
max ,

, ,

x

x y

u x y
F x y

u x y u x y

⎧ ⎫
⎪ ⎪= =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎡ ⎤+⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

 

( ) ( )
( ) ( )

0 0
0 0 22

0 0 0 0

,
max , max

, ,

x

x y

u x y
F x y

u x y u x y
= =

⎡ ⎤+⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

( ) ( )

( ) ( )
0 0

0 0 22
0 0 0 0

,
, max

, ,

x

x y

u x y
F x y

u x y u x y

⎧ ⎫
⎪= ⎨
⎪ ⎪

⎪
⎬

⎡ ⎤+⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

.   (6.25) 

 
Έτσι, 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0
0 0 0 0 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

max , , ,
, ,

max , , , min , , ,

x xx

x x y y

u x y u x y
a x y F x y

u x y u x y u x y u x y

− +

− + − +

⎡ ⎤⎣ ⎦=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

(6.26) 
 
Όµοια, 
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0
0 0 0 0 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

max , , ,
, ,

max , , , min , , ,

y yy

y y x x

u x y u x y
a x y F x y

u x y u x y u x y u x y

− +

− + − +

⎡ ⎤⎣ ⎦=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

(6.27) 
 

 
Στην τελευταία περίπτωση το σχήµα συµβολίζεται µε LLLF και η Χαµιλτονιανή 

HLLLF. 
 
 
6.2.3 Προσέγγιση χωρικών παραγώγων 

 
Τα σχήµατα πεπερασµένων διαφορών που έχουν προταθεί για την προσέγγιση των 

χωρικών παραγώγων είναι είτε σχήµατα 1η τάξης, είτε σχήµατα Essentially Non Oscillatory 
(ENO) και Weighed ENO (WENO) υψηλότερης τάξης [Shu (1997)]. 

Τόσο τα σχήµατα ΕΝΟ, όσο και τα WENO βασίζονται σε προσεγγίσεις της άγνωστης 
συνάρτησης µε πολυώνυµα παρεµβολής Newton µε διηρηµένες διαφορές [Παπαγεωργίου & 
Τσίτουρας (2000), σ. 200]. Το πλήθος των σηµείων του πλέγµατος που χρησιµοποιούνται για 
την προσέγγιση καθορίζει το βαθµό του πολυωνύµου Newton. Επιλέγοντας διαφορετικό 
σύνολο σηµείων για την κατασκευή του πολυωνύµου παρεµβολής προκύπτουν διαφορετικές 
πιθανές προσεγγίσεις της χωρικής παραγώγου. Τα ΕΝΟ σχήµατα επιλέγουν την προσέγγιση 
µε τη µικρότερη µεταβολή, ενώ τα WENO σχήµατα κατασκευάζουν ένα γραµµικό 
συνδυασµό των πιθανών προσεγγίσεων µε βάρη. Σε κάθε προσέγγιση αποδίδεται 
συντελεστής βάρους: προσέγγιση µε µικρή µεταβολή έχει υψηλό συντελεστή βάρους. 

Ο λόγος για τον οποίο προτείνονται σχήµατα ENO και WENO είναι α) η υψηλότερη 
ακρίβεια, και κυρίως β) η αποφυγή πλαστών διακυµάνσεων της λύσης κοντά σε ασυνέχειες 
της κλίσης. Αυτές οι διακυµάνσεις κοντά στις ασυνέχειες κλίσης αντιστοιχούν [Harten et al. 
(1987), Shu (1997)], στο φαινόµενο Gibbs των φασµατικών µεθόδων (spectral methods). 
  Τα σχήµατα WENO α) ανάγονται σε σχήµατα ENO κοντά στις ασυνέχειες κλίσης και 
β) είναι υψηλότερης τάξης ακρίβειας από τα ENO σε περιοχές µακριά από τις ασυνέχειες 
χρησιµοποιώντας το ίδιο πλήθος σηµείων του πλέγµατος. Επίσης, µε τα σχήµατα WENO 
αποφεύγονται λογικές πράξεις για την επιλογή της κατάλληλης οµαλής προσέγγισης, µε 
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αποτέλεσµα σχήµατα WENO να είναι τουλάχιστο δύο φορές ταχύτερα από τα σχήµατα ENO 
[Jiang & Shu (1996)]. 

Στην παρούσα εργασία οι χωρικές παράγωγοι προσεγγίζονται: 
 
Α) Με διαφορές 1ης τάξης (1). 

Είναι: 
 

( ) ,
x

x i jij
u D u− −= ( ) ,

x
x iij

u D u+ +=, , j ( ) ,
y

y iij
u D u− −= j , ( ) ,

y
y i jij

u D u+ += ,  (6.28) 

 
όπου 

 

, 1,i j i jx
ij

u u
D u

∆x
−− −

= , 1, ,i j ix
ij

u u
D u

∆x
++ −

= j , , ,i j i jy
ij

u u
D u

∆y
1 , 1 ,i j i jy

ij

u u
D u

∆y
++ −

=−− −
= , . (6.29) 

  
Β) Με σχήµατα ΕΝΟ 2ης τάξης (ENO2). 

Είναι: 
 

( )
( )
( )

,1
1, ,

,2
1, ,

,

,

x x x x
x i jij

x ij x x x x
x i jij

u D D u D D u
u

u D D u D D u

− − + − +
−

−

− − + − +
−
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>⎪ ⎪⎩ ⎭

i j

i j

⎪
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⎪
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+
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y y y y
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u D D u D D u
u

u D D u D D u

+ + − + −
+

+
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+
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όπου   και ( )p q p q
ij ijD D u D D u± ± ± ±=

 

( ),1
2, 1,

1 3
2 2

x x
x i j i ju

ij
u D u D− + +

− −= − + ( ), ,2
1, ,

1 1
2 2

x x
x i j i jij

u D u D u− + +
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 182



( ),1
, 2 , 1

1 3
2 2

y y
y i j i ju

ij
u D u D− + +

− −= − + ( ), ,2
, 1 ,

1 1
2 2

y y
y i j i jij

u D u D u− + +
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( ),1
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x i j i ju
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1, ,

1 1
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x x
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( ),1
, 2 , 1

1 3
2 2

y y
y i j i ju

ij
u D u D+ − −

+ += − + ( ), ,2
, 1 ,

1 1
2 2

y y
y i j i jij

u D u D u+ − −
+= + . (6.37) 

 
Γ) Με σχήµατα ΕΝΟ 2ης τάξης, όπως έχουν προταθεί από τους Osher και Sethian (ENO2S) 
[Osher & Sethian (1988), Sethian (1999), σ. 66]. 

Είναι: 
 

( ) ( ,
2

x x x x
x ij ijij

∆xu D u m D D u D D u− − − − − += + )x
ij ,     (6.38) 

 

( ) ( ,
2

x x x x
x ij ijij
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( ) ( ,
2

y y y y
y ij ijij
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( ) ( ,
2

y y y y
y ij ijij
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ij

⎫

⎬
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όπου 

 
αν | | | |

, 0
( , ) αν | | | |

0, 0

a a b
ab

m a b b a b
ab

⎧ ≤⎧ ⎫
≥⎪⎨ ⎬ ⎪= >⎨⎩ ⎭

⎪ ⎪<⎩ ⎭

     (6.42) 

 
Η διαφορά µε το προηγούµενο σχήµα ENO 2ης τάξης είναι η συνάρτηση m(a,b) 

(συνάρτηση minmode). Τα σχήµατα ENO ουσιαστικά εισάγουν αριθµητική διάχυση κοντά 
στις ασυνέχειες κλίσης και η σηµασία της συνάρτησης m(a,b) είναι [Jiang & Shu (1996)] να 
εξαλείψει αυτή την αριθµητική διάχυση και να κάνει πιο απότοµες τις µεταβολές της 
άγνωστης συνάρτησης. 
 
∆) Με σχήµατα ΕΝΟ 3ης τάξης (ΕΝΟ3) [Osher & Shu (1991), Jiang & Peng (2000)]. 

Είναι: 
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( ) ( )2, 1, , 1,
1 7 7

12
x x x x

x i j i j i jij
u D u D u D u D u− + + + +

− − += − + + − i j −  
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  (6.47) 

 
και 
 

(1
1 2

12
Φ b c d= − − + ) .       (6.48) 

 
Ε) Με WΕΝΟ σχήµα 3ης τάξης (WENO3) [Jiang & Peng (2000)].  

Προκύπτει µε συνδυασµό των προσεγγίσεων των µερικών παραγώγων του σχήµατος 
ENO 2ης τάξης. Είναι: 

 

( ) ( ) ( )1, , 2, 1, ,
1 2
2 2

x x x x xx
x i j i j i j i jij

wu D u D u D u D u D u− + + + + +−
− − −= + − − + i j , (6.49) 

 

( ) ( ) ( ), 1 , , 2 , 1 ,
1 2
2 2

yy y y y y
y i j i j i j i jij

w
u D u D u D u D u D u−− + + + + +

− −= + − − + i j− , (6.50) 
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( ) ( ) ( )1, , 1, , 1,
1 2
2 2

x x x x xx
x i j i j i j i jij

wu D u D u D u D u D u+ + + + + ++
− += + − − + i j− , (6.51) 

 

( ) ( ) ( ), 1 , , 1 , , 1
1 2
2 2

yy y y y y
y i j i j i j i jij

w
u D u D u D u D u D u++ + + + + +

− += + − − + i j− , (6.52) 

 
όπου 
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+
.    (6.55) 

 
Ο όρος e = 10-6 εισάγεται στις εξισώσεις για την αποφυγή διαίρεσης µε το µηδέν. 

 
ΣΤ) Με WΕΝΟ σχήµα 5ης τάξης (WENO5) [Jiang & Peng (2000)]. 

Προκύπτει µε συνδυασµό των προσεγγίσεων των µερικών παραγώγων του σχήµατος 
ENO 3ης τάξης. Είναι: 

 

( ) ( )2, 1, , 1,
1 7 7

12
x x x x

x i j i j i jij
u D u D u D u D u− + + + +

− − += − + + − i j −  

( )2, 1, , 1,, , ,WENO x x x x x x x x
i j i j i j i jΦ ∆xD D u ∆xD D u ∆xD D u ∆xD D u− + − + − + − +
− −− + , (6.56) 

 

( ) ( ), 2 , 1 , , 1
1 7 7

12
y y y y

y i j i j i jij
u D u D u D u D u− + + + +

− −= − + + − i j+ − , 

( ), 2 , 1 , , 1, , ,WENO y y y y y y y y
i j i j i j i jΦ ∆yD D u ∆yD D u ∆yD D u ∆yD D u− + − + − + − +

− −− + , (6.57) 

 

( ) ( )2, 1, , 1,
1 7 7

12
x x x x

x i j i j i j iij
u D u D u D u D u+ + + + +

− − += − + + − j +

−

 

( )2, 1, , 1,, , ,WENO x x x x x x x x
i j i j i j i jΦ ∆xD D u ∆xD D u ∆xD D u ∆xD D u− + − + − + − +
+ ++ , (6.58) 
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( ) ( ), 2 , 1 , , 1
1 7 7

12
y y y y

y i j i j i jij
u D u D u D u D u+ + + + +

− −= − + + − i j+ +

−

. 

( ), 2 , 1 , , 1, , ,WENO y y y y y y y y
i j i j i j i jΦ ∆yD D u ∆yD D u ∆yD D u ∆yD D u− + − + − + − +

+ ++ . (6.59) 

 
όπου 
 

( ) ( )0 2
1 1 1, , , 2 ( 2 )
3 6 2

WENOΦ a b c d w a b c w b c d⎛ ⎞= − + + − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  (6.60) 

 

0
0

0 1 2

aw
a a a

=
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, 2
2

0 1 2

aw
a a a

=
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,      (6.61) 

 

( )0 2
0

1a
e IS

=
+

,
( )1 2

1

6a
e IS

=
+

,
( )2 2

2

3a
e IS

=
+

,    (6.62) 

 

( ) (2
0 13 3 3 )2IS a b a b= − + − ,       (6.63) 

 

( ) (2
1 13 3 )2IS b c b c= − + + ,       (6.64) 

 

( ) (2
2 13 3 3 )2IS c d c d= − + − .       (6.65) 

 
Ο όρος e = 10-6 εισάγεται στις εξισώσεις για την αποφυγή διαίρεσης µε το µηδέν. 
 
  
6.3 Ευστάθεια των αριθµητικών σχηµάτων 
 

Ο στόχος είναι να προσδιοριστούν οι συνθήκες, η κατάλληλη διακριτοποίηση στο 
χώρο και στο χρόνο, υπό τις οποίες τα περιγραφόµενα σχήµατα είναι ευσταθή, αλλά και να 
εντοπιστεί (αν υπάρχει) το αριθµητικό σχήµα που εµφανίζει τα καλύτερα χαρακτηριστικά 
ευστάθειας. Στην ευστάθεια των αριθµητικών σχηµάτων που χρησιµοποιούνται για την 
επίλυση της Εξ. (6.1) επιδρούν και τα τρία χαρακτηριστικά τους (το σχήµα ολοκλήρωσης 
στο χρόνο, η συνάρτηση προσέγγισης της Χαµιλτονιανής και η προσέγγιση των χωρικών 
παραγώγων). 

Αρχικά εξετάζεται η επίδραση των σχηµάτων ολοκλήρωσης στο χρόνο στην 
ευστάθεια. Επειδή η λύση συνήθως δεν είναι λεία, η γραµµική ανάλυση ευστάθειας δεν είναι 
επαρκής και απαιτείται [Gottlieb et al. (2001)] ισχυρότερο µέτρο για την ευστάθεια. Οι 
Spiteri και Ruuth  ορίζουν την ισχυρή ευστάθεια ως εξής [Spiteri & Ruuth (2002)]: 
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Μια ακολουθία {un} είναι ισχυρώς ευσταθής ως προς νόρµα || . || όταν ∀n : ||un+1|| ||u≤ n||.  
 
Το διάνυσµα un φέρει τις τιµές της λύσης u στο πλέγµα διακριτοποίησης του 

υπολογιστικού χωρίου το χρονικό βήµα n. Το σχήµα που γεννά µια ακολουθία µε την 
παραπάνω ιδιότητα καλείται ισχυρώς ευσταθές ως προς την εξεταζόµενη νόρµα. Η επιλογή 
της νόρµας είναι αυθαίρετη, συνήθης επιλογή είναι η νόρµα ολικής µεταβολής [total 
variation norm, Gottlieb & Shu (1998)] και η άπειρη νόρµα. Στη χρησιµοποίηση της νόρµας 
ολικής µεταβολής οφείλεται η ορολογία σχήµατα ελαχιστοποίησης ολικής µεταβολής (total 
variation diminishing schemes, TVD schemes) που είχε επικρατήσει [Gottlieb & Shu (1998)] 
για να περιγράψει τα σχήµατα διατήρησης ισχυρής ευστάθειας. 

Αυστηρή ευστάθεια σηµαίνει ότι δεν υπάρχει αύξηση της νόρµας µε το χρόνο, σε 
αντιδιαστολή [Gottlieb et al. (2001)] µε τον όρο ευστάθεια που επιτρέπει φραγµένη αύξηση 
της νόρµας ||un|| a||u≤ 0||, όπου a αυθαίρετη θετική σταθερά που µπορεί να ξεπερνά και τη 
µονάδα. 
 Τα σχήµατα RK υψηλότερης τάξης (≥2) που χρησιµοποιούνται για την ολοκλήρωση 
στο χρόνο (§6.2.1) είναι σχήµατα διατήρησης ισχυρής ευστάθειας (strong stability preserving 
Runge-Kutta schemes, SSPRK schemes). Αναπτύχθηκαν για την επίλυση συστηµάτων 
συνήθων διαφορικών εξισώσεων της µορφής 
 
 ut = L(u),         (6.66) 
 
όπου L διαφορικός τελεστής στο χώρο. 

Η ιδέα για την ανάπτυξη σχηµάτων διατήρησης ισχυρής ευστάθειας βασίζεται στην 
υπόθεση ότι το σχήµα διακριτοποίησης του L σε συνδυασµό µε το σχήµα Euler µε κατάντη 
διαφορές, 

 
un+1 = un + ∆tL(un),        (6.67) 
 

είναι ισχυρώς ευσταθές ως προς κάποια νόρµα, 
 

∀n : ||un+1|| ||u≤ n||, 
 

όταν το µέτρο διακριτοποίησης ∆t φράσσεται κατάλληλα σύµφωνα µε τη συνθήκη Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL), 
 
 ∆t ≤  ∆tCFL.         (6.68) 

 
Με βάση την παραπάνω υπόθεση, αναζητούνται σχήµατα υψηλής τάξης (Runge-

Kutta ή πολυβηµατικά) που διατηρούν την ισχυρή ευστάθεια ως προς την ίδια νόρµα, 
πιθανώς µε τροποποιηµένους περιορισµούς στο µέτρο διακριτοποίησης. 
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Η γενική µορφή ενός άµεσου Runge-Kutta σχήµατοςℜ για την επίλυση της Eξ. (6.66) 
είναι 
 

(0) nu u= ,         (6.69) 
 

( )
1

( ) ( ) ( )
, ,

0

i
i k

i k i k
k

u a u ∆tβ L u
−

=

⎡= +⎣∑ k ⎤⎦ ,       (6.70) 

ai,k ≥0, και συµβατικά 
1

,
0

1
i

i k
k

a
−

=

=∑ , i=1,…,m.  

 
1 (nu u+ = )m .         (6.71) 

  
Αποδεικνύεται [Gottlieb et al. (2001)] η επόµενη πρόταση: Αν το σχήµα Euler µε 

κατάντη διαφορές  [Εξ. (6.67)] είναι ισχυρά ευσταθές υπό τη συνθήκη CFL [Εξ. (6.68)], 
δηλαδή ||un + ∆tL(un)||≤ ||un||, τότε το σχήµα Runge-Kutta των Εξ. (6.69) – (6.71) όταν βi,k  
0, είναι σχήµα διατήρησης ισχυρής ευστάθειας, δηλαδή ||u

≥
n+1||≤ ||un||, όταν ισχύει  

 
∆t  c∆t≤ CFL,          (6.72) 

 
όπου c o συντελεστής CFL για το σχήµα Runge-Kutta και  

 

,

,
,

min i k

i k
i k

a
c

β
= .         (6.73)

 
Οι Gottlieb και Shu απέδειξαν ότι τα σχήµατα 2ης (2 βηµάτων) και 3ης τάξης (3 

βηµάτων) της §6.2.1 (όπου βi,k  0) είναι τα βέλτιστα, υπό την έννοια ότι για αυτά είναι c=1 ≥
[Gottlieb & Shu (1998)]. Βέλτιστο SSPRK σχήµα 4ης τάξης (µε 4 βήµατα) δεν είναι γνωστό 
και απαιτεί την ύπαρξη ενός αρνητικού βi,k. Οι Spiteri και Ruuth επιχειρούν την κατασκευή 
σχηµάτων SSPRK υψηλής τάξης µε πλήθος βηµάτων µεγαλύτερο από την τάξη [Spiteri & 
Ruuth (2002)]. 

Απαραίτητη προϋπόθεση για την ισχυρή ευστάθεια των σχηµάτων SSPRK είναι το 
σχήµα Euler µε κατάντη διαφορές σε συνδυασµό µε τη διακριτοποίηση στο χώρο να είναι 
ισχυρώς ευσταθές. Αν δεν είναι, τότε δεν µπορεί να αποδειχθεί ότι τα προτεινόµενα υψηλότερης 
τάξης σχήµατα ολοκλήρωσης στο χρόνο είναι ευσταθή, χωρίς να αποκλείεται να είναι. Έτσι, το 
θέµα της ευστάθειας ανάγεται στην αναζήτηση των συνθηκών ισχυρής ευστάθειας για τα 
αριθµητικά σχήµατα επίλυσης της Εξ. (6.1) που χρησιµοποιούν σχήµα Euler µε κατάντη 
διαφορές για την ολοκλήρωση στο χρόνο. Η συνθήκη ισχυρής ευστάθειας που ισχύει για τα 2 

                                                 
ℜ Η γενική µορφή σχήµατος Runge-Kutta που περιγράφεται από τις Εξ. (6.69) – (6.71) είναι ισοδύναµη µε αυτή 
που περιγράφεται στο Παράρτηµα ∆. 
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σχήµατα SSPRK υψηλής τάξης της §6.2.1 µε συγκεκριµένη διακριτοποίηση στο χώρο είναι η 
ίδια µε αυτή που ισχύει για το σχήµα Euler για την ίδια διακριτοποίηση στο χώρο. 

Συµπερασµατικά, τα υψηλής τάξης προτεινόµενα σχήµατα ολοκλήρωσης στο χρόνο 
(SSPRK2 και SSPRK3) δεν επιδρούν στη συνθήκη ευστάθειας. Εµφανίζουν την ίδια 
συνθήκη ισχυρής ευστάθειας µε το σχήµα Euler. Η συνθήκη ισχυρής ευστάθειας (ουσιαστικά 
το ∆tCFL) για την ολοκλήρωση στο χρόνο µε το σχήµα Euler εξαρτάται από το σχήµα 
διακριτοποίησης στο χώρο (σχήµα προσέγγισης Χαµιλτονιανής και χωρικών παραγώγων). 

Στοιχεία για τη συνθήκη ισχυρής ευστάθειας, όταν το σχήµα Euler µε κατάντη 
διαφορές χρησιµοποιείται για την ολοκλήρωση στο χρόνο, δεν βρέθηκαν στη βιβλιογραφία. 
Οι Osher και Fedkiw αναφέρουν ότι η συνθήκη CFL, όταν το σχήµα Euler µε κατάντη 
διαφορές χρησιµοποιείται, είναι [Osher & Fedkiw (2003), σ. 49-50] 
 

1 2max 1
H H

∆t
∆x ∆y

⎛ ⎞
+⎜

⎝ ⎠
<⎟ ,        (6.74) 

 
όπου τα H1 και H2 δίδονται από τις Εξ. (6.21) – (6.22). ∆εν αναφέρεται όµως, αν η συνθήκη 
(6.74) είναι συνθήκη ισχυρής ευστάθειας. Επίσης, η συνθήκη (6.74) παρουσιάζεται 
ανεξάρτητη από το σχήµα προσέγγισης των χωρικών παραγώγων ή τη συνάρτηση 
προσέγγισης της Χαµιλτονιανής. Στη συνέχεια θεωρείται, και δεν έχει προκύψει απόδειξη 
περί του αντιθέτου, ότι η συνθήκη (6.74) εξασφαλίζει την ευστάθεια για κάθε αριθµητικό 
σχήµα επίλυσης της Εξ. (6.1). 
 
 
6.4 Κυρτή και µη Χαµιλτονιανή  
 

Το σχήµα που προτείνει ο Sethian  για την προσέγγιση της Χαµιλτονιανής της Εξ. 
(6.1) εξαρτάται από το αν η Χαµιλτονιανή είναι κυρτή (convex) ή µη κυρτή (non-convex): 
Αν η Χαµιλτονιανή είναι κυρτή (convex), τότε ο Sethian προτείνει το σχήµα Osher – Sethian 
(HOS), αν η Χαµιλτονιανή δεν είναι κυρτή (non-convex), προτείνει το σχήµα Lax – Friedrichs 
(HLF) [Sethian (1999), σ. 65-69]. 
 Η κυρτότητα στην οποία αναφέρεται ο Sethian αφορά τις πρώτες µερικές 
παραγώγους της συνάρτησης u. Η Χαµιλτονιανή της Εξ. (6.1) θεωρείται κυρτή ως προς τις 
πρώτες µερικές παραγώγους της συνάρτησης u, όταν [Osborne (2003)] η Εσσιανή (Hessian) 
ως προς τις πρώτες µερικές παραγώγους είναι θετικώς ηµι-ορισµένη (positive semidefinite). 
Στη συνέχεια παρατίθενται παραδείγµατα κυρτής (Α) και µη κυρτής (Β) Χαµιλτονιανής. 
 
Α) Έστω ότι η ταχύτητα F δεν εξαρτάται από τις µερικές παραγώγους της u. Τότε η 
Χαµιλτονιανή της Εξ. (6.1) είναι 

 
H = F(x,y,t)|∇φ|.         (6.75) 
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Η Εσσιανή είναι 
 

22 2

3 32

2 2 2

2 3 3

y y

x x y

y x x

y x y

Fu Fu uH H
u u u u u

Fu uH H Fu
u u u u u

⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂ −⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∇ ∇⎢⎢ ⎥ = ⎢⎢ ⎥∂ ∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ∇ ∇⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x

⎥
⎥ .     (6.76) 

 

Για τυχαίο διάνυσµα 1

2

x
x
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

x είναι 
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1 2

1 232

3 3

0, ,

y y x

y xT

y x x
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F x u x uu u

x x R
Fu u uFu

u u

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

−∇ ∇⎢ ⎥⋅ ⋅ = ≥ ∀⎢ ⎥ ∇⎢ ⎥−
⎢ ⎥∇ ∇⎣ ⎦

x x ∈ .  (6.77) 

 
Η Εσσιανή της Χαµιλτονιανής είναι θετικώς ηµι-ορισµένη, συνεπώς η Χαµιλτονιανή 

είναι κυρτή. 
 

Β) Έστω ότι η ταχύτητα F εξαρτάται από τις µερικές παραγώγους της u ως εξής: 
 

3

(1 ) y yu u
F A A

u u
⎛ ⎞

= + − ⎜⎜∇ ∇⎝ ⎠
⎟⎟ .       (6.78) 

 
Η Εξ. (6.78) περιγράφει ταχύτητα ιονοβολής επιφάνειας (§1.3.2.3), κατά την οποία 

ιόντα προσπίπτουν στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια και αποµακρύνουν µε µηχανικό τρόπο 
τµήµατά της. Σε κάποιες περιπτώσεις, η απόδοση και άρα η ταχύτητα της ιονοβολής 
εγχάραξης εξαρτάται από τη γωνία πρόσπτωσης των ιόντων στην επιφάνεια. Αν θ είναι η 
γωνία που σχηµατίζει η διεύθυνση των ιόντων µε το κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια και τα 
ιόντα έχουν διεύθυνση αυτή του άξονα y, τότε cosθ = uy / |∇u|.  

Αν η F δίδεται από την Εξ. (6.78), τότε η Χαµιλτονιανή της Εξ. (6.1) είναι 
 

3

2(1 ) y
y

u
H A u A

u
= + −

∇
.       (6.79) 
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Για τυχαίο διάνυσµα 1

2

x
x
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

x είναι 

 

( )( )22 2
1 2

6

2 3
[ ] y y x y xT

Au u u x u x u
Hessian

u

− −
⋅ ⋅ =

∇
x x .    (6.80) 

 
Το πρόσηµο του παραπάνω γινοµένου εξαρτάται από τις µερικές παραγώγους και την 

παράµετρο Α, εποµένως µόνο υπό συνθήκες είναι µη αρνητικό. Συνεπώς, δεν µπορεί να 
εξαχθεί το συµπέρασµα ότι η Εσσιανή είναι θετικώς ηµι-ορισµένη. Εποµένως, σε αυτή την 
περίπτωση δεν µπορεί να χαρακτηριστεί η Χαµιλτονιανή ως κυρτή. 
 
 
6.5 Συνοριακές συνθήκες 

 
Η εξίσωση ισοϋψών ορίζεται γενικά στον Rn. Ωστόσο, για την επίλυσή της είναι 

αναγκαίο να οριστεί υπολογιστικό χωρίο. Τα όρια του υπολογιστικού χωρίου σε τέτοιου 
είδους περιπτώσεις [όταν το πεδίο ορισµού είναι ο (άπειρος) Rn] είναι τεχνητά (artificial). 
∆εν ταυτίζονται µε φυσικά όρια που θα υπαγόρευαν αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες. Το 
υπολογιστικό χωρίο περιορίζει το φυσικό πρόβληµα σε τεχνητά όρια ώστε να είναι δυνατό 
να λυθεί. Οι συνοριακές συνθήκες που επιβάλλονται σε τέτοιου είδους υπολογιστικά χωρία 
καλούνται τεχνητές (artificial boundary conditions). Η επιλογή των τεχνητών συνοριακών 
συνθηκών παίζει σηµαντικό ρόλο στην ποιότητα και αξιολόγηση των αποτελεσµάτων και 
αποτελεί πεδίο έρευνας [Tsynkov (1998)]. 

Η επιλογή του υπολογιστικού χωρίου και των αντίστοιχων τεχνητών συνοριακών 
συνθηκών σε φυσικά προβλήµατα σε άπειρο χωρίο (π.χ. στον Rn) δεν είναι µοναδική [ο.π.]. 
Η επίδραση των τεχνητών συνοριακών συνθηκών στη λύση γενικά εξαρτάται από το είδος 
του φυσικού προβλήµατος (υπερβολικό, παραβολικό, ελλειπτικό), την κατεύθυνση διάδοσης 
πληροφορίας, και από το αριθµητικό σχήµα επίλυσης που χρησιµοποιείται. Αν για 
παράδειγµα, ένα αριθµητικό σχήµα είναι κατά την κατεύθυνση διάδοσης πληροφορίας 
(upwind scheme), και η κατεύθυνση διάδοσης πληροφορίας είναι προς το εξωτερικό του 
υπολογιστικού χωρίου, τότε οι τεχνητές συνοριακές συνθήκες (π.χ. συνθήκες Neumann µε 
µηδενική τιµή παραγώγου) δεν αναµένεται να έχουν εκτεταµένη επίδραση στη λύση στο 
εσωτερικό του υπολογιστικού χωρίου. 

Στο «γενικό» πρόβληµα εξέλιξης συνόρου ενδιαφέρει η αριθµητική λύση στη 
γειτονιά της ισοϋψούς µηδέν και όχι σε ολόκληρο το υπολογιστικό χωρίο. Αυτό καθιστά την 
επιλογή των τεχνητών συνοριακών συνθηκών λιγότερο σηµαντική από ότι στην περίπτωση 
όπου η λύση σε όλο το χωρίο ήταν κρίσιµη. Αυτό δε σηµαίνει ότι δεν χρειάζεται προσοχή 
στην επιλογή συνοριακών συνθηκών, διότι είναι πιθανό η επίδραση τους να φτάσει και στη 
γειτονιά της ισοϋψούς µηδέν. 
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Οι Peng et al. [Peng et al. (1999)], ο Sethian [Sethian (1999), σ. 72] και oι Jiang και 
Peng [Jiang & Peng (2000)] επιβάλλουν συνοριακές συνθήκες Neumann µε µηδενική τιµή 
για την επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών. Στην παρούσα εργασία υιοθετείται η ίδια 
προσέγγιση. Ωστόσο, η επιλογή κατάλληλων συνοριακών συνθηκών και η επίδρασή τους 
στην αριθµητική λύση στο εσωτερικό του υπολογιστικού χωρίου χρίζει περαιτέρω µελέτης. 
 
 
6.6 Παρατηρήσεις – Αξιολόγηση αριθµητικών σχηµάτων 
 
 Ο συνδυασµός των χαρακτηριστικών των αριθµητικών σχηµάτων επίλυσης της 
εξίσωσης ισοϋψών που περιγράφηκαν στην §6.2 οδηγεί σε 3 (σχήµατα ολοκλήρωσης στο 
χρόνο) x 2 (σχήµατα προσέγγισης της Χαµιλτονιανής) x 6 (σχήµατα προσέγγισης των 
χωρικών παραγώγων) = 36 πιθανά σχήµατα. Τα σχήµατα περιγράφηκαν σε δύο διαστάσεις, η 
περιγραφή τους σε τρεις διαστάσεις είναι ακριβώς αντίστοιχη. 
 Τα σχήµατα που χρησιµοποιούνται στα παραδείγµατα και στις συγκρίσεις που 
ακολουθούν συµβολίζονται µε βάση τα συστατικά τους (σχήµα ολοκλήρωσης στο χρόνο, 
προσέγγισης Χαµιλτονιανής, προσέγγισης χωρικών παραγώγων). Έτσι, ένα αριθµητικό 
σχήµα που χρησιµοποιεί σχήµα SSPRK3 για τη χρονική ολοκλήρωση, OS για την 
προσέγγιση της Χαµιλτονιανής και WENO 5ης τάξης για την προσέγγιση των χωρικών 
παραγώγων συµβολίζεται µε SSPRK3/OS/WENO5. 

Στη συνέχεια εξετάζεται η συµπεριφορά των σχηµάτων της §6.2 σε τρία προβλήµατα 
εξέλιξης συνόρου. Η επιλογή των προβληµάτων γίνεται µε στόχο να αναδειχθούν στην 
πράξη τα χαρακτηριστικά των αριθµητικών σχηµάτων, όπως η σχετική επίδραση των 
συστατικών σχηµάτων στην ακρίβεια των υπολογισµών και η συµπεριφορά των σχηµάτων 
σε περιπτώσεις ασυνέχειας της παραγώγου. 

Στα προβλήµατα εξέλιξης συνόρου µε τη µέθοδο των ισοϋψών, αυτό που ενδιαφέρει δεν 
είναι η συνάρτηση ισοϋψών, παρά µόνο η ισοϋψής µηδέν αυτής, δηλαδή η θέση του συνόρου 
µετά από χρόνο t. Για αυτό το λόγο η ακρίβεια κάθε σχήµατος αξιολογείται µε βάση τη θέση 
του συνόρου τη χρονική στιγµή t. Συγκρίνεται η αριθµητική λύση µε την πραγµατική, η οποία 
για τα προβλήµατα που εξετάζονται είναι γνωστή. 

Γενικά, η ακρίβεια της θέσης του συνόρου µετά από χρόνο t, επηρεάζεται:  
 

Α) Από την ακρίβεια της αρχικής συνάρτησης ισοϋψών [q(x) στην Εξ. (6.1)]. Η συνάρτηση 
ισοϋψών τη χρονική στιγµή t=0 είναι η προσηµασµένη απόσταση και ο αριθµητικός 
υπολογισµός της (Κεφ. 7) θα εισάγει σφάλµατα στον υπολογισµό της θέσης του συνόρου.  

 
Β) Από την ακρίβεια της µεθόδου προεκβολής της ταχύτητας F µακριά από το σύνορο (Κεφ. 
9). 

 
Γ) Από την ακρίβεια επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών µε τα σχήµατα της §6.2. 
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∆) Από την ακρίβεια µε την οποία υπολογίζεται η ισοϋψής µηδέν όταν είναι γνωστή η 
συνάρτηση ισοϋψών (Κεφ. 8). 

 
Στη συνέχεια µελετάται η ακρίβεια επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών µε τα σχήµατα 

της §6.2. Για την αποφυγή επίδρασης των παραγόντων (Α), (Β) και (∆): α) Η αρχική 
συνάρτηση ισοϋψών για τα προβλήµατα που εξετάζονται είναι η πραγµατική προσηµασµένη 
απόσταση, δηλαδή δεν υπολογίζεται αριθµητικά. β) Η ταχύτητα F σε όλα τα προβλήµατα 
είναι γνωστή σε όλο το υπολογιστικό χωρίο, δεν απαιτείται προεκβολή τιµών από το σύνορο 
σε όλο το υπολογιστικό χωρίο. γ) Η ακρίβεια εύρεσης της ισοϋψούς είναι τέτοια που δεν 
αλλοιώνει αυτή της αριθµητικής λύσης της εξίσωσης ισοϋψών (Κεφ. 8). 

Η µελέτη ακρίβειας αφορά στον υπολογισµό του σφάλµατος της λύσης και της 
παρατηρούµενης τάξης ακρίβειας του αντίστοιχου σχήµατος (συγκρίνοντάς την µε τη 
θεωρητική τάξη ακρίβειας). Η προϋπόθεση για ασφαλή συµπεράσµατα αξιολόγησης των 
σχηµάτων επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών, είναι η επαλήθευση τόσο του κώδικα επίλυσης 
της εξίσωσης ισοϋψών, όσο και του κώδικα εύρεσης ισοϋψούς. Η επαλήθευση των κωδίκων 
γίνεται στην §Α.5.1 και στο Παράρτηµα ∆ αντίστοιχα. Οι νόρµες σφάλµατος που 
χρησιµοποιούνται ορίζονται στο Παράρτηµα Γ. 
 
 
6.6.1 Πρόβληµα 6.Α: Ισοτροπική διαστολή κύκλου 
 

Επιλύεται µε τη µέθοδο των ισοϋψών το πρόβληµα διαστολής κύκλου, κέντρου 
(x0,y0)=(0.5,0.5) και αρχικής ακτίνας r0=0.1, µε ταχύτητα κάθετη σε αυτόν και ίση µε 1. Για 
το σκοπό αυτό, επιλύεται η Εξ. (6.1) στο υπολογιστικό χωρίο Ω=[0,1]x[0,1], µε F=1 και 
u(x,y,t=0)=q(x,y),ℜ οπότε και προκύπτει η συνάρτηση ισοϋψών σε κάθε χρονική στιγµή. Η 
θέση του κύκλου σε κάθε χρονική στιγµή προκύπτει από την ισοϋψή µηδέν της συνάρτησης 
ισοϋψών. Η ισοϋψής µηδέν σε κάθε χρονική στιγµή υπολογίζεται µε τον αλγόριθµο εύρεσης 
ισοϋψούς που περιγράφεται στο Κεφ. 8. Το χαρακτηριστικό αυτού του προβλήµατος είναι ότι 
η λύση, δηλαδή το σύνορο, η ισοϋψής µηδέν, είναι λεία, δεν εµφανίζει ασυνέχειες στην κλίση. Η 
πραγµατική λύση του προβλήµατος είναι  
 

0 0 0 0
0 0

( , ) [ ( , ), ( , )] ( ) cos , ( )sins ss t x s t y s t x r Ft π y r Ft π
r Ft r Ft

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = + + − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

realR , 

(6.81) 
 

                                                 
ℜ H 2 2

0 0( , ) ( ) ( )q x y x x y y r= − + − − 0  είναι η προσηµασµένη απόσταση από κύκλο ακτίνας r0 και κέντρου 
(x0,y0). 
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όπου 0≤ s 2π(r≤ 0+Ft). s είναι το µήκος τόξου του συνόρου. Υπενθυµίζεται ότι στο 
παράδειγµα αυτό F=1. Στιγµιότυπα της λύσης σε διάφορες χρονικές στιγµές φαίνονται στο 
Σχήµα 6.1. 
 

x
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Σχήµα 6.1 Εξέλιξη συνόρου για το πρόβληµα 6.Α. Στιγµιότυπα του συνόρου (ισοϋψούς µηδέν) σε 
διάφορες χρονικές στιγµές που απέχουν 0.05. 
 

Αρχικά εξετάζεται η ακρίβεια των διαθέσιµων σχηµάτων ως προς ∆x=∆y. Στον 
Πίνακα 6.Ι φαίνονται το σφάλµα και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας (§Β.4) καθώς 
µειώνεται το ∆x=∆y για το πρόβληµα 6.Α, χρησιµοποιώντας όλα τα διαθέσιµα σχήµατα. Η 
ολοκλήρωση γίνεται µέχρι t=0.25, ενώ ∆t=0.0001. Στο Σχήµα 6.2 φαίνονται ενδεικτικά 
αποτελέσµατα από τον Πίνακα 6.I. 
 
Πίνακας 6.Ι Σφάλµα στην υπολογιζόµενη ισοϋψή µηδέν (||R–Rreal||F/||Rreal||F) και παρατηρούµενη 
τάξη ακρίβειας, καθώς το ∆x=∆y µειώνεται για το πρόβληµα 6.Α. Εξετάζονται όλα τα διαθέσιµα 
σχήµατα (t=0.25, ∆t=0.0001). 
 

Σχήµα→ Euler/ 
OS/1 

Euler/ 
LLLF/1 

Euler/ 
OS/ΕΝΟ2 

Euler/ 
LLLF/ΕΝΟ2 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.1 1.92E-01  5.01E-01  7.39E-02  1.16E-01  

0.05 1.07E-01 0.85 1.92E-01 1.38 1.96E-02 1.92 2.62E-02 2.14 
0.025 4.61E-02 1.21 6.71E-02 1.52 3.82E-03 2.36 4.35E-03 2.59 

0.0125 1.90E-02 1.28 2.33E-02 1.53 7.48E-04 2.35 7.67E-04 2.50 
0.00625 8.19E-03 1.21 8.85E-03 1.40 1.76E-04 2.08 1.88E-04 2.03 

 Euler/ 
OS/ΕΝΟ2S 

Euler/ 
LLLF/ΕΝΟ2S 

Euler/ 
OS/ΕΝΟ3 

Euler/ 
LLLF/ΕΝΟ3 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.1 7.40E-02  1.16E-01  4.34E-02  8.43E-02  

0.05 1.85E-02 2.00 2.62E-02 2.15 5.80E-03 2.90 7.94E-03 3.41 
0.025 3.78E-03 2.29 4.39E-03 2.58 7.78E-04 2.90 7.35E-04 3.43 

0.0125 7.62E-04 2.31 7.62E-04 2.53 1.23E-04 2.67 1.12E-04 2.71 
0.00625 1.88E-04 2.02 1.90E-04 2.00 2.60E-05 2.24 2.71E-05 2.05 
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 Euler/ 
OS/WΕΝΟ3 

Euler/ 
LLLF/WΕΝΟ3 

Euler/ 
OS/WΕΝΟ5 

Euler/ 
LLLF/WΕΝΟ5 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.1 7.49E-02  1.09E-01  1.65E-02  3.33E-02  

0.05 1.36E-02 2.46 1.85E-02 2.55 2.73E-03 2.59 1.52E-03 4.46 
0.025 2.47E-03 2.46 2.83E-03 2.71 1.00E-04 4.77 1.25E-04 3.61 

0.0125 2.37E-04 3.38 2.53E-04 3.49 3.32E-06 4.92 3.31E-06 5.24 
0.00625 2.91E-05 3.02 2.91E-05 3.12 1.16E-07 4.84 1.15E-07 4.85 

 SSPRK2/ 
OS/1 

SSPRK2/ 
LLLF/1 

SSPRK2/ 
OS/ΕΝΟ2 

SSPRK2/ 
LLLF/ΕΝΟ2 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.1 1.96E-01  5.02E-01  7.51E-02  1.16E-01  

0.05 1.06E-01 0.89 1.95E-01 1.37 1.92E-02 1.97 2.58E-02 2.17 
0.025 4.67E-02 1.18 6.87E-02 1.50 3.96E-03 2.28 4.48E-03 2.52 

0.0125 1.92E-02 1.28 2.34E-02 1.55 7.51E-04 2.40 7.65E-04 2.55 
0.00625 8.32E-03 1.21 8.74E-03 1.42 1.75E-04 2.10 1.88E-04 2.03 

 SSPRK2/ 
OS/ΕΝΟ2S 

SSPRK2/ 
LLLF/ΕΝΟ2S 

SSPRK2/ 
OS/ΕΝΟ3 

SSPRK2/ 
LLLF/ΕΝΟ3 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.1 7.49E-02  1.15E-01  5.72E-02  8.49E-02  

0.05 1.90E-02 1.98 2.66E-02 2.11 5.65E-03 3.34 8.34E-03 3.35 
0.025 3.92E-03 2.27 4.42E-03 2.59 7.08E-04 3.00 7.87E-04 3.41 

0.0125 7.62E-04 2.36 7.87E-04 2.49 1.00E-04 2.82 1.13E-04 2.80 
0.00625 1.73E-04 2.14 1.83E-04 2.11 1.54E-05 2.70 4.16E-05 1.44 

 SSPRK2/ 
OS/WΕΝΟ3 

SSPRK2/ 
LLLF/WΕΝΟ3 

SSPRK2/ 
OS/WΕΝΟ5 

SSPRK2/ 
LLLF/WΕΝΟ5 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.1 7.33E-02  1.05E-01  1.66E-02  3.35E-02  

0.05 1.47E-02 2.31 1.86E-02 2.49 2.69E-03 2.62 1.46E-03 4.51 
0.025 2.39E-03 2.62 2.86E-03 2.70 1.08E-04 4.65 1.21E-04 3.59 

0.0125 2.53E-04 3.24 2.53E-04 3.50 3.44E-06 4.96 3.55E-06 5.10 
0.00625 2.91E-05 3.12 2.92E-05 3.11 1.19E-07 4.86 1.19E-07 4.90 

 SSPRK3/ 
OS/1 

SSPRK3/ 
LLLF/1 

SSPRK3/ 
OS/ΕΝΟ2 

SSPRK3/ 
LLLF/ΕΝΟ2 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.1 1.96E-01  4.99E-01  7.53E-02  1.15E-01  

0.05 1.06E-01 0.89 1.93E-01 1.37 1.93E-02 1.97 2.60E-02 2.15 
0.025 4.65E-02 1.19 6.89E-02 1.48 3.81E-03 2.34 4.40E-03 2.56 

0.0125 1.92E-02 1.28 2.34E-02 1.56 7.40E-04 2.36 7.63E-04 2.53 
0.00625 8.12E-03 1.24 8.66E-03 1.43 1.81E-04 2.03 1.83E-04 2.06 

 SSPRK3/ 
OS/ΕΝΟ2S 

SSPRK3/ 
LLLF/ΕΝΟ2S 

SSPRK3/ 
OS/ΕΝΟ3 

SSPRK3/ 
LLLF/ΕΝΟ3 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.1 7.43E-02  1.16E-01  4.79E-02  7.46E-02  

0.05 1.98E-02 1.91 2.58E-02 2.16 6.11E-03 2.97 7.99E-03 3.22 
0.025 3.86E-03 2.36 4.43E-03 2.54 7.33E-04 3.06 8.51E-04 3.23 

0.0125 7.64E-04 2.34 7.73E-04 2.52 1.04E-04 2.81 1.11E-04 2.93 
0.00625 1.78E-04 2.10 1.83E-04 2.08 3.86E-05 1.44 2.39E-05 2.22 

 SSPRK3/ 
OS/WΕΝΟ3 

SSPRK3/ 
LLLF/WΕΝΟ3 

SSPRK3/ 
OS/WΕΝΟ5 

SSPRK3/ 
LLLF/WΕΝΟ5 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.1 7.24E-02  1.04E-01  1.66E-02  3.29E-02  

0.05 1.39E-02 2.38 1.90E-02 2.46 2.55E-03 2.71 1.37E-03 4.59 
0.025 2.43E-03 2.52 2.78E-03 2.77 1.08E-04 4.56 1.31E-04 3.38 

0.0125 2.47E-04 3.30 2.52E-04 3.46 3.44E-06 4.97 3.55E-06 5.21 
0.00625 2.91E-05 3.08 2.92E-05 3.11 1.19E-07 4.86 1.19E-07 4.90 
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Euler/OS/1 
SSPRK2/OS/ENO2S 
SSPRK2/OS/ENO2 
SSPRK3/OS/ENO3 
SSPRK3/OS/WENO3 
SSPRK3/OS/WENO5 

 
Σχήµα 6.2 Σφάλµα στην υπολογιζόµενη ισοϋψή µηδέν (||R–Rreal||F/||Rreal||F) καθώς το ∆x=∆y 
µειώνεται για το πρόβληµα 6.Α. Εξετάζονται τα σχήµατα Euler/OS/1, SSPRK2/OS/ENO2S, 
SSPRK2/OS/ENO2, SSPRK2/OS/ENO3, SSPRK3/OS/WENO3, SSPRK3/OS/WENO5 (t=0.25, 
∆t=0.0001). 

 
Από τον Πίνακα 6.I προκύπτουν τα παρακάτω: 

 
Α) Το σχήµα προσέγγισης της Χαµιλτονιανής (OS, LLLF) δεν επηρεάζει το σφάλµα και την 
παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας.  

 
Β) Η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας (§Β.4) ως προς ∆x=∆y συµπίπτει µε τη θεωρητική 
(§Β.4) για όλα τα σχήµατα.ℜ Αυτό σηµαίνει ότι το σφάλµα στη λύση που οφείλεται στην 
ολοκλήρωση στο χρόνο είναι αρκετά µικρό όταν ∆t=0.0001, δηλαδή το σφάλµα είναι 

 
e = c1∆tm + c2∆xn ≈ c2∆xn

 
όπου m,n είναι η θεωρητική τάξη ακρίβειας ως προς ∆t, ∆x αντίστοιχα. Μια ακόµη ένδειξη 
για τη µικρή τιµή του όρου c1∆tm είναι ότι το σφάλµα δεν επηρεάζεται από το σχήµα 
ολοκλήρωσης στο χρόνο. Για παράδειγµα, η µεταβολή και η τιµή του σφάλµατος για τα 
σχήµατα Euler/OS/WΕΝΟ5, SSPRK2/OS/WΕΝΟ5 και SSPRK3/OS/WΕΝΟ5 είναι ίδια, αν 
και το σχήµα ολοκλήρωσης στο χρόνο είναι 1ης , 2ης και 3ης τάξης ακρίβειας αντίστοιχα.  

                                                 
ℜ Για τα σχήµατα που χρησιµοποιούν το σχήµα ENO3 για την προσέγγιση των χωρικών παραγώγων, η 
παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας είναι µικρότερη από την πραγµατική στην τελευταία διαίρεση των ∆x,∆y. Αυτό 
µπορεί να οφείλεται είτε στο ότι ο όρος c1∆tm του σφάλµατος δεν είναι αµελητέος για τα σχήµατα που 
χρησιµοποιούν ENO3 υπό τις διαµερίσεις στο χώρο και στο χρόνο που εξετάζονται, είτε στο ότι το σφάλµα δεν 
έχει εισέλθει στην ασυµπτωτική περιοχή και χρειάζεται περαιτέρω µείωση του ∆x=∆y για να προσεγγίσει η 
παρατηρούµενη τη θεωρητική τάξη ακρίβειας. Τέλος, µπορεί να συµβαίνει και αυτό που αναφέρουν οι Shu 
[Shu (1990)], Jiang και Shu [Jiang & Shu (1996)] και Jiang και Peng [Jiang & Peng (2000)]: Ο εκφυλισµός της 
ακρίβειας των σχηµάτων ENO που οφείλεται στην απότοµη µεταβολή του σχήµατος προσέγγισης των µερικών 
παραγώγων (abrupt stencil changes) από σηµείο σε σηµείο, ακόµη και σε περιοχές όπου η λύση είναι λεία. Ο 
Shu αναφέρει µάλιστα αναφέρει µείωση της τάξης ακρίβειας κατά 1 [Shu (1990)]. 
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Στη συνέχεια εξετάζεται η ευαισθησία των σχηµάτων στο βήµα ολοκλήρωσης ως 

προς χρόνο (∆t). Στον Πίνακα 6.ΙI και στο Σχήµα 6.3 φαίνονται το σφάλµα καθώς µειώνεται 
το ∆t για το πρόβληµα 6.Α, χρησιµοποιώντας όλα τα διαθέσιµα σχήµατα. Η ολοκλήρωση 
γίνεται µέχρι t=0.25, ενώ ∆x=∆y=0.00625. 
 
Πίνακας 6.IΙ Σφάλµα στην υπολογιζόµενη ισοϋψή µηδέν (||R–Rreal||F/||Rreal||F), καθώς το ∆t µειώνεται 
για το πρόβληµα 6.Α. Εξετάζονται όλα τα διαθέσιµα σχήµατα (t=0.25, ∆x=∆y=0.00625). 

 
∆t 

Euler/ 
OS/1 

Euler/ 
LLLF/1 

Euler/ 
OS/ΕΝΟ2 

Euler/ 
LLLF/ΕΝΟ2 

0.0015625 7.68E-03 7.21E-03 1.65E-04 1.73E-04 
0.00078125 7.65E-03 7.04E-03 1.79E-04 1.81E-04 

0.000390625 7.49E-03 7.22E-03 1.82E-04 1.74E-04 
0.0001953125 7.51E-03 7.25E-03 1.90E-04 1.77E-04 

 
∆t 

Euler/ 
OS/ΕΝΟ2S 

Euler/ 
LLLF/ΕΝΟ2S 

Euler/ 
OS/ΕΝΟ3 

Euler/ 
LLLF/ΕΝΟ3 

0.0015625 1.80E-04 1.76E-04 1.07E-04 8.15E-05 
0.00078125 1.73E-04 1.77E-04 3.40E-05 6.89E-05 

0.000390625 1.82E-04 1.77E-04 2.87E-05 3.91E-05 
0.0001953125 1.81E-04 1.70E-04 1.94E-05 2.83E-05 

 
∆t 

Euler/ 
OS/WΕΝΟ3 

Euler/ 
LLLF/WΕΝΟ3 

Euler/ 
OS/WΕΝΟ5 

Euler/ 
LLLF/WΕΝΟ5 

0.0015625 2.76E-05 2.77E-05 1.70E-06 2.34E-06 
0.00078125 2.90E-05 2.90E-05 1.57E-07 1.92E-07 

0.000390625 2.98E-05 2.96E-05 9.50E-08 8.23E-08 
0.0001953125 2.98E-05 3.01E-05 9.40E-08 9.33E-08 

 
∆t 

SSPRK2/ 
OS/1 

SSPRK2/ 
LLLF/1 

SSPRK2/ 
OS/ΕΝΟ2 

SSPRK2/ 
LLLF/ΕΝΟ2 

0.0015625 7.85E-03 7.07E-03 1.89E-04 1.81E-04 
0.00078125 7.64E-03 6.99E-03 1.83E-04 1.75E-04 

0.000390625 7.61E-03 7.12E-03 1.81E-04 1.89E-04 
0.0001953125 7.44E-03 7.35E-03 1.88E-04 1.74E-04 

 
∆t 

SSPRK2/ 
OS/ΕΝΟ2S 

SSPRK2/ 
LLLF/ΕΝΟ2S 

SSPRK2/ 
OS/ΕΝΟ3 

SSPRK2/ 
LLLF/ΕΝΟ3 

0.0015625 1.84E-04 1.88E-04 2.75E-05 2.43E-05 
0.00078125 1.85E-04 1.85E-04 3.16E-05 1.93E-05 

0.000390625 1.78E-04 1.78E-04 2.29E-05 2.00E-05 
0.0001953125 1.75E-04 1.81E-04 3.61E-05 3.59E-05 

 
∆t 

SSPRK2/ 
OS/WΕΝΟ3 

SSPRK2/ 
LLLF/WΕΝΟ3 

SSPRK2/OS/ 
WΕΝΟ5 

SSPRK2/LLLF/ 
WΕΝΟ5 

0.0015625 3.05E-05 3.04E-05 1.04E-07 1.16E-07 
0.00078125 2.99E-05 3.06E-05 1.17E-07 1.24E-07 

0.000390625 3.06E-05 3.02E-05 1.19E-07 1.25E-07 
0.0001953125 3.06E-05 3.00E-05 1.20E-07 1.26E-07 

 
∆t 

SSPRK3/ 
OS/1 

SSPRK3/ 
LLLF/1 

SSPRK3/ 
OS/ΕΝΟ2 

SSPRK3/ 
LLLF/ΕΝΟ2 

0.0015625 7.80E-03 7.18E-03 1.82E-04 1.69E-04 
0.00078125 7.50E-03 7.26E-03 1.68E-04 1.87E-04 

0.000390625 7.55E-03 7.14E-03 1.83E-04 1.79E-04 
0.0001953125 7.23E-03 6.99E-03 1.81E-04 1.82E-04 

 
∆t 

SSPRK3/ 
OS/ΕΝΟ2S 

SSPRK3/ 
LLLF/ΕΝΟ2S 

SSPRK3/ 
OS/ΕΝΟ3 

SSPRK3/ 
LLLF/ΕΝΟ3 

0.0015625 1.84E-04 1.86E-04 4.10E-05 1.10E-05 
0.00078125 1.79E-04 1.78E-04 1.34E-05 2.20E-05 

0.000390625 1.74E-04 1.79E-04 2.18E-05 2.72E-05 
0.0001953125 1.81E-04 1.81E-04 2.36E-05 1.79E-05 
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∆t 

SSPRK3/ 
OS/WΕΝΟ3 

SSPRK3/ 
LLLF/WΕΝΟ3 

SSPRK3/ 
OS/WΕΝΟ5 

SSPRK3/ 
LLLF/WΕΝΟ5 

0.0015625 3.06E-05 3.04E-05 1.20E-07 1.27E-07 
0.00078125 3.05E-05 3.01E-05 1.20E-07 1.26E-07 

0.000390625 3.05E-05 3.00E-05 1.20E-07 1.26E-07 
0.0001953125 3.05E-05 2.99E-05 1.20E-07 1.26E-07 

 

∆t
0.0001 0.001

σφ
άλ

µα

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

x/y/1
x/y/ENO2S
x/y/ENO2
x/y/ENO3
x/y/WENO3
x/y/WENO5Euler/OS(LLLF)/WENO5

Euler/OS(LLLF)/ENO3

 
Σχήµα 6.3  Σφάλµατος στην υπολογιζόµενη ισοϋψή µηδέν (||R–Rreal||F/||Rreal||F) καθώς το ∆t µειώνεται 
για το πρόβληµα 6.Α. Εξετάζονται όλα τα διαθέσιµα σχήµατα. Είναι x=Euler ή SSPRK2 ή SSPRK3 
και y=OS ή LLLF (t=0.25, ∆x=∆y=0.00625). 
 

Από τον Πίνακα 6.II προκύπτει ότι το σφάλµα είναι σταθερό παρά τη µείωση του ∆t, 
για όλα σχεδόν τα σχήµατα. Αυτό αποτελεί µια ένδειξη για το ότι το σφάλµα που οφείλεται 
στη χρονική ολοκλήρωση (c1∆tm) είναι µικρό σε σχέση µε αυτό που οφείλεται στη χωρική 
διαµέριση (c2∆tn). Στον Πίνακα 6.IΙ και στο Σχήµα 6.3, οι διαφοροποιήσεις στην τιµή του 
σφάλµατος οφείλονται στο σχήµα προσέγγισης των χωρικών παραγώγων και όχι στο σχήµα 
ολοκλήρωσης στο χρόνο ή στο σχήµα προσέγγισης της Χαµιλτονιανής. 

Για τα Euler/OS/ΕΝΟ3, Euler/LLLF/ΕΝΟ3 η µικρή µείωση του σφάλµατος µε τη 
µείωση του ∆t µπορεί να οφείλεται στο ότι ο όρος c1∆tm του σφάλµατος δεν είναι αµελητέος 
(υπάρχει ένδειξη για αυτό και από τον Πίνακα 6.I). Σε αυτό συνηγορεί και το ότι η τάξη 
µείωσης του σφάλµατος είναι λίγο µικρότερη από το 1 (τάξη ακρίβειας ως προς χρόνο του 
σχήµατος Euler). 

Τα σχήµατα Euler/OS/WΕΝΟ5 και Euler/LLLF/WΕΝΟ5 εµφανίζουν µεγαλύτερη 
µείωση (~10 φορές) του σφάλµατος όταν το βήµα ολοκλήρωσης στο χρόνο µεταβάλλεται 
από 0.0015625 σε 0.00078125. Αυτή η µείωση µπορεί να οφείλεται στο ότι τα σχήµατα 
Euler/OS/WΕΝΟ5 και Euler/LLLF/WΕΝΟ5 δεν είναι ευσταθή για ∆t=0.0015625 όταν 
∆x=∆y=0.00625. Ωστόσο, εξετάζοντας αν ισχύει η συνθήκη ισχυρής ευστάθειας (§6.3) για τα 
σχήµατα Euler/OS/WΕΝΟ5 και Euler/LLLF/WΕΝΟ5 όταν ∆t=0.0015625 και 
∆x=∆y=0.00625, προκύπτει ότι ||un+1||∞ ≤  ||un||∞. Συνεπώς, τα σχήµατα είναι ευσταθή.  

 198



Στη συνέχεια εξετάζεται η µεταβολή του σφάλµατος στο χρόνο για όλα τα σχήµατα. 
Στο Σχήµα 6.4 φαίνεται τo σφάλµα σε διάφορες χρονικές στιγµές για όλα τα σχήµατα όταν 
∆x=∆y=0.00625, ∆t=0.0001. Το σφάλµα προσαρµόζεται σε καµπύλη c3tp, και υπολογίζεται 
για κάθε σχήµα η τιµή της παραµέτρου p που εκφράζει την τάξη αύξησης του σφάλµατος µε 
το χρόνο. 

t
0.1

σφ
άλ

µα

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

x/y/1
x/y/ENO2S
x/y/ENO2
x/y/ENO3
x/y/WENO3
x/y/WENO5

0.67

0.36

0.27

0.75 - 1.16

-0.01

 
Σχήµα 6.4 Σφάλµα στην υπολογιζόµενη ισοϋψή µηδέν (||R–Rreal||F/||Rreal||F) καθώς ο χρόνος 
ολοκλήρωσης αυξάνεται για το πρόβληµα 6.Α. Εξετάζονται όλα τα διαθέσιµα σχήµατα. Για κάθε 
οµάδα σχηµάτων φαίνεται η κλίση αύξησης σε λογαριθµικό διάγραµµα, p, όταν το σφάλµα 
µεταβάλλεται ως c3tp. Είναι x=Euler ή SSPRK2 ή SSPRK3 και y=OS ή LLLF (∆x=∆y=0.00625, 
∆t=0.0001). 
 

Από το Σχήµα 6.4 προκύπτουν: 
 

Α) Η εξέλιξη του σφάλµατος στο χρόνο εξαρτάται µόνο από το σχήµα προσέγγισης των 
χωρικών παραγώγων των σχηµάτων. 
 

Β) Το σφάλµα για όλα σχεδόν τα σχήµατα εµφανίζει µικρή αύξηση µε το χρόνο. Στα 
σχήµατα υψηλότερης τάξης ο ρυθµός αύξησης είναι χαµηλότερος. Εξαιρέσεις αποτελούν τα 
σχήµατα που χρησιµοποιούν ENO3 για την προσέγγιση των χωρικών παραγώγων. 
 

Γ) Όλα σχεδόν τα σχήµατα εµφανίζουν οµαλή µεταβολή του σφάλµατος µε την αύξηση του 
χρόνου. Η µη οµαλή µεταβολή του σφάλµατος για τα σχήµατα που χρησιµοποιούν ENO3 
µάλλον οφείλεται στην απότοµη µεταβολή του σχήµατος προσέγγισης των µερικών 
παραγώγων (abrupt stencil changes) από σηµείο σε σηµείο. 
 
 

6.6.2 Πρόβληµα 6.Β: Εξέλιξη συνόρου µε ασυνέχεια στην κλίση  
 

Επιλύεται µε τη µέθοδο των ισοϋψών πρόβληµα εξέλιξης συνόρου που αποτελείται 
από τµήµα περιφέρειας κύκλου και ευθύγραµµο τµήµα (Σχήµα 6.5) και κινείται µε ταχύτητα 
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κάθετη σε αυτό και ίση µε 1. Το σύνορο αυτό τη χρονική στιγµή t=0 περιγράφεται από τη 
συνάρτηση 

 
2 2

1 0 1 0

2 0

( ) ,( , 0)
,

real
y r x x x xy x t

y x x

⎧ ⎫⎪ ⎪+ − − ≤= = ⎨ ⎬
>⎪ ⎪⎩ ⎭

,     (6.82) 

 
όπου y1=0, x1=0.35, r0=0.35, x0=0.63 και y2=yreal(x0, 0). Για τον υπολογισµό της θέσης του 
συνόρου στο χρόνο, επιλύεται η Εξ. (6.1) στο υπολογιστικό χωρίο Ω=[0.2,0.8]x[0.1,0.7], µε 
F=1 και u(x,y,t=0)=q(x,y),ℜ οπότε και προκύπτει η συνάρτηση ισοϋψών σε κάθε χρονική 
στιγµή. Η θέση του συνόρου σε κάθε χρονική στιγµή προκύπτει από την ισοϋψή µηδέν της 
συνάρτησης ισοϋψών. Το χαρακτηριστικό αυτού του προβλήµατος είναι ότι η λύση εµφανίζει 
ασυνέχεια στην κλίση. Η πραγµατική λύση, δηλαδή η θέση του συνόρου, όπως προκύπτει µε 
τη µέθοδο των χαρακτηριστικών είναι η συνάρτηση 
 

2 2
1 0 1

2

( ) ( ) , (( , )
, (

s
real

s

y Ft r x x x x ty x t
y Ft x x t

⎧ ⎫⎪ + + − − ≤= ⎨
+ >⎪ ⎪⎩ ⎭

)
)
⎪
⎬  ,   (6.83) 

 
όπου xs(t) είναι η εξίσωση εξέλιξης της ασυνέχειας στην κλίση στο επίπεδο (x, t): 
 

2
1 1 0( ) ( ) ( 2 )s 0x t x x x Ft Ft r= + − + +       (6.84) 

 

x
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

y

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

t=0

t=0.05

t=0.25

 
Σχήµα 6.5 Εξέλιξη συνόρου για το πρόβληµα 6.Β. Στιγµιότυπα του συνόρου (ισοϋψούς µηδέν) σε 
διάφορες χρονικές στιγµές που απέχουν 0.05. 
 

                                                 
ℜ Η συνάρτηση q(x,y) είναι η προσηµασµένη απόσταση από σύνορο που περιγράφεται από τη συνάρτηση 
yreal(x, 0). 
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Εξετάζεται η ακρίβεια των διαθέσιµων σχηµάτων ως προς ∆x=∆y. Τα αποτελέσµατα, 
τα οποία φαίνονται στο Σχήµα 6.6α, δείχνουν ότι κάθε σχήµα εκφυλίζεται σε 1ης τάξης 
ακρίβειας λόγω της ασυνέχειας στην κλίση. Η ύπαρξη ασυνέχειας γεννά ένα σφάλµα στην 
αριθµητική λύση το οποίο τη «µολύνει». Η έκταση αυτής της «µόλυνσης» εκτιµάται 
συνήθως εµπειρικά [Oberkampf & Trucano (2000)]. 
 

∆x=∆y
0.01 0.1

σφ
άλ

µα

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

x/y/1
x/y/ENO2S
x/y/ENO2
x/y/ENO3
x/y/WENO3
x/y/WENO5

0.96

 ∆x=∆y
0.01 0.1

σφ
άλ

µα

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

1.08

2.5

3.95

4.41

 
(α) (β) 

Σχήµα 6.6 (α) Σφάλµα στην υπολογιζόµενη ισοϋψή µηδέν (||y–yreal||2/||yreal||2) καθώς το ∆x=∆y 
µειώνεται για το πρόβληµα 6.Β. Επίσης φαίνεται και η µέση παρατηρούµενη τάξη των σχηµάτων. 
Εξετάζονται όλα τα σχήµατα για t=0.25, ∆t=0.0001 (x= Euler ή SSPRK2 ή SSPRK3, y=OS ή LLLF). 
(β) Τα ίδια µε το (α), εξαιρώντας από τους υπολογισµούς ένα τµήµα της λύσης σε απόσταση 0.05 
πριν και µετά το σηµείο στο οποίο εµφανίζεται η ασυνέχεια [x=xs(t=0.25)=0.7342]. 
 

Στη συνέχεια εξετάζεται ποια είναι η συµπεριφορά των σχηµάτων όταν από τη λύση 
αφαιρεθεί ένα τµήµα της στη γειτονιά της ασυνέχειας στην κλίση. Στο Σχήµα 6.6β φαίνονται 
η µεταβολή του σφάλµατος και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας καθώς µειώνεται το ∆x=∆y 
για το πρόβληµα 6.Β, εξαιρώντας από τους υπολογισµούς ένα τµήµα της λύσης σε απόσταση 
0.05 πριν και µετά το σηµείο στο οποίο εµφανίζεται η ασυνέχεια στην κλίση. Τα 
συµπεράσµατα που προκύπτουν από το Σχήµα 6.6β είναι αντίστοιχα µε αυτά του 
προβλήµατος 6.Α. Γενικά, η συµπεριφορά των σχηµάτων στο πρόβληµα 6.Β, αν εξαιρεθεί ένα 
µικρό τµήµα στη γειτονιά της ασυνέχειας από τους υπολογισµούς του σφάλµατος, είναι 
αντίστοιχη µε αυτή στο πρόβληµα 6.Α. 

Στο Σχήµα 6.7 φαίνεται η λύση στη γειτονιά της ασυνέχειας στην κλίση όπως 
προκύπτει χρησιµοποιώντας διαφορετικά αριθµητικά σχήµατα. Με τα σχήµατα υψηλότερης 
τάξης, η «µόλυνση» που γεννά η ασυνέχεια στην κλίση της λύσης είναι λιγότερο εκτεταµένη 
από ότι µε τα σχήµατα µικρότερης τάξης. 
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x
0.720 0.725 0.730 0.735 0.740 0.745 0.750

y
0.460

0.464

0.468

0.472

αναλυτική
Euler/OS/1
SSPRK3/OS/ENO3
SSPRK3/OS/WENO5

 
Σχήµα 6.7 Αναλυτική (πραγµατική) και αριθµητικές λύσεις (µε τα σχήµατα Euler/OS/1, 
SSPRK3/OS/ENO3 και SSPRK3/OS/WENO5) του προβλήµατος 6.Β στη γειτονιά της ασυνέχειας 
στην κλίση [x=xs(t=0.25)=0.7342]. 
 
 
6.6.3 Πρόβληµα 6.Γ: Κυρτή και µη Χαµιλτονιανή 
 

Το πρόβληµα αφορά εξέλιξη συνόρου που αντιστοιχεί σε διεργασία εγχάραξης 
επιφάνειας µε ιονοβολή (§1.3.2.3), κατά την οποία ιόντα προσπίπτουν στην εγχαρασσόµενη 
επιφάνεια και αποµακρύνουν µε µηχανικό τρόπο τµήµατά της. Σε κάποιες περιπτώσεις, η 
απόδοση και άρα η ταχύτητα της ιονοβολής εξαρτάται από τη γωνία πρόσπτωσης των ιόντων 
στην επιφάνεια. Έστω ότι η ταχύτητα µετακίνησης του συνόρου είναι  (1+A)cosθ – Acos3θ, 
όπου θ είναι η γωνία που σχηµατίζει η διεύθυνση των ιόντων µε το κάθετο διάνυσµα στο 
σύνορο. Έστω ότι τα ιόντα έχουν διεύθυνση αυτή του άξονα y, οπότε και cosθ = uy / |∇u|. Το 
σύνορο τη χρονική στιγµή t=0 περιγράφεται από τη συνάρτηση: 

 

1 1

1

2 2

,
( , 0) ,

,
real

y x x
y x t ax b x x x

y x x

≤

2

⎧ ⎫
⎪ ⎪= = + < ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪>⎩ ⎭

,      (6.85) 

 
όπου y1=0.8, x1=0.6, y2=0.5, x2=0.9, a=–1 και b=1.4.  

Επιλύεται η Εξ. (6.1) στο υπολογιστικό χωρίο Ω=[0,1]x[0,1], µε  
 

3

(1 ) y yu u
F A A

u u
⎛ ⎞

= + − ⎜⎜∇ ∇⎝ ⎠
⎟⎟

                                                

       (6.86) 

 

και u(x,y,t=0)=q(x,y)ℜ, οπότε και προκύπτει η συνάρτηση ισοϋψών σε κάθε χρονική στιγµή. 
Η θέση του συνόρου σε κάθε χρονική στιγµή προκύπτει από την ισοϋψή µηδέν της 
συνάρτησης ισοϋψών. 

 
ℜ H q(x,y) είναι η προσηµασµένη απόσταση από σύνορο που περιγράφεται από τη συνάρτηση yreal(x, 0). 
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Επιλύονται δύο προβλήµατα µε διαφορετικές τιµές για τη παράµετρο Α. Στο πρώτο 
είναι Α=0, οπότε η Χαµιλτονιανή είναι κυρτή (§6.4). Σε αυτή την περίπτωση, προκύπτει, µε 
τη µέθοδο των χαρακτηριστικών, λύση που περιγράφεται από τη συνάρτηση  

 

1 1

1

2 2

,
( , ) ( ),

,
real

y Ft x x
y x t ax b Ft x x x

y Ft x x

+ ≤⎧ ⎫
⎪= + + < ≤⎨
⎪ ⎪+ >⎩ ⎭

2
⎪
⎬ .      (6.87) 

 
Στο δεύτερο πρόβληµα είναι Α=4>0, οπότε η Χαµιλτονιανή δεν είναι κυρτή (§6.4). Η 
πραγµατική λύση του προβλήµατος σε αυτή την περίπτωση δεν είναι γνωστή. Το δεύτερο 
πρόβληµα µελετάται ακριβώς για να συγκριθούν οι δύο διαθέσιµες προσεγγίσεις της 
Χαµιλτονιανής (OS, LLLF). Ο Sethian προτείνει τη χρησιµοποίηση του σχήµατος LLLF για 
τις περιπτώσεις όπου η Χαµιλτονιανή είναι κυρτή [Sethian (1999), σ. 69]. 

Στιγµιότυπα της λύσης σε διάφορες χρονικές στιγµές φαίνονται στο Σχήµα 6.8. 
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Σχήµα 6.8 Εξέλιξη συνόρου για το πρόβληµα 6.Γ. Στιγµιότυπα του συνόρου (ισοϋψούς µηδέν) σε 
διάφορες χρονικές στιγµές που απέχουν 0.05. Η ταχύτητα του συνόρου είναι (1+A)cosθ – Acos3θ, 
όπου cosθ = uy / |∇u|. (α) Πραγµατική λύση, Α=0. (β) Αριθµητική λύση, Α=4 (∆t=0.0001, 
∆x=∆y=0.00625, SSPRK3/LLLF/WENO5). 
 

Τόσο στο πρώτο, όσο και στο δεύτερο πρόβληµα τα αποτελέσµατα είναι τα ίδια, 
ανεξάρτητα από το σχήµα προσέγγισης της Χαµιλτονιανής. Στο Σχήµα 6.9 εξηγείται η διαφορά 
στην τελική θέση του συνόρου στα δύο προβλήµατα. Ενώ τα οριζόντια τµήµατα του συνόρου 
(όπου θ=0) µετακινούνται µε την ίδια ταχύτητα και στα δύο προβλήµατα, το κεκλιµένο 
τµήµα του συνόρου µετακινείται ταχύτερα στο δεύτερο πρόβληµα (Σχήµα 6.9α). 
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Σχήµα 6.9 (α) Η ταχύτητα του συνόρου σε δύο περιπτώσεις ιονοβολής συναρτήσει της γωνίας θ (η 
γωνία που σχηµατίζει η διεύθυνση των ιόντων µε το κάθετο διάνυσµα στο σύνορο). (β) Η θέση του 
συνόρου τη χρονική στιγµή t=0.25 για το πρόβληµα 6.Γ για τις δύο περιπτώσεις ιονοβολής. Τα ιόντα 
έχουν διεύθυνση του άξονα y. Το κεκλιµένο τµήµα του συνόρου µετακινείται ταχύτερα στη δεύτερη 
περίπτωση ιονοβολής όπου η ταχύτητα είναι 5cosθ – 4cos3θ. 
 
 
6.6.4 Συµπεράσµατα 

 
Τα γενικά συµπεράσµατα από τη µελέτη των παραπάνω προβληµάτων (§6.6.1–

§6.6.3) αφορούν στη χρήση των εξεταζόµενων αριθµητικών σχηµάτων σε προβλήµατα 
εξέλιξης συνόρου και συνοψίζονται στα παρακάτω. 

Το σφάλµα στην αριθµητική λύση που οφείλεται στη χρονική ολοκλήρωση είναι 
γενικά µικρό. Η διαπίστωση αυτή δεν ισχύει µόνο για το συγκεκριµένο πρόβληµα. Οι Osher 
και Fedkiw αναφέρουν ότι στην πράξη το σφάλµα που οφείλεται στη διακριτοποίηση στο 
χώρο είναι πολύ σηµαντικότερο από το αντίστοιχο της διακριτοποίησης στο χρόνο [Osher & 
Fedkiw (2003), σ. 37]. Συνεπώς, είναι περισσότερο κρίσιµη η χρησιµοποίηση αριθµητικών 
σχηµάτων υψηλής τάξης στο χώρο, από ότι στο χρόνο, όπου στις περισσότερες περιπτώσεις 
είναι αρκετό το σχήµα Euler. Αυτό είναι σηµαντικό ιδιαίτερα όταν ο υπολογισµός της 
ταχύτητας F σε κάθε χρονικό βήµα έχει υψηλό υπολογιστικό κόστος, διότι το πλήθος 
υπολογισµών της F εξαρτάται από την τάξη του σχήµατος ολοκλήρωση στο χρόνο: ένα σχήµα 
1ης τάξης, απαιτεί υπολογισµό της F σε µία χρονική στιγµή, ενώ ένα σχήµα 3ης τάξης απαιτεί 
υπολογισµό της F σε 3 χρονικές στιγµές. Στα προβλήµατα που εξετάστηκαν (6.Α, 6.Β και 6.Γ) 
δεν υπάρχει κόστος υπολογισµού της F, αφού θεωρείται ότι είναι γνωστή. 

Στα προβλήµατα που επιλύονται, το σχήµα προσέγγισης της Χαµιλτονιανής (OS ή 
LLLF) δεν επηρεάζει το σφάλµα και την παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας. Αυτό συµβαίνει 
ακόµη και στην περίπτωση όπου η Χαµιλτονιανή δεν είναι κυρτή (πρόβληµα 6.Γ), 
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περίπτωση όπου ο Sethian αναφέρει ότι το κατάλληλο σχήµα προσέγγισης είναι το LLLF 
[Sethian (1999), σ. 69]. 

Γενικά, η χρησιµοποίηση αριθµητικών σχηµάτων υψηλής τάξης στο χώρο βελτιώνει 
την ακρίβεια των υπολογισµών είτε η λύση είναι λεία, είτε η λύση εµφανίζει ασυνέχεια στην 
κλίση. Επίσης, σχήµα υψηλότερης τάξης στο χώρο συνεπάγεται µικρότερο ρυθµό αύξησης 
του σφάλµατος στο χρόνο (Σχήµα 6.4). 
 
 
6.7 Αξιολόγηση 
 

Η σηµασία της µελέτης των αριθµητικών σχηµάτων επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών 
περικλείεται στα συµπεράσµατα της §6.6.4 και έγκειται στο ότι αυτά τα συµπεράσµατα 
µπορούν να οδηγήσουν στην επιλογή του κατάλληλου σχήµατος. Τη σηµασία της µελέτης 
συµπληρώνουν οι παρακάτω επισηµάνσεις. 

Τα αριθµητικά σχήµατα της §6.2 έχουν δοκιµαστεί σε προβλήµατα εξισώσεων 
Hamilton-Jacobi που δεν αφορούν εξέλιξη συνόρου, δηλαδή σε προβλήµατα µε διαφορετική 
Χαµιλτονιανή [Shu (1990), Osher & Shu (1991), Jiang & Peng (2000)]. Ωστόσο, πολλά από 
αυτά τα σχήµατα δεν έχουν εφαρµοστεί σε προβλήµατα εξέλιξης συνόρου. Για παράδειγµα, 
τα σχήµατα στα οποία η προσέγγιση της Χαµιλτονιανής είναι OS και έχουν εφαρµοστεί σε 
προβλήµατα εξέλιξης συνόρου είναι µέχρι 2ης τάξης στο χρόνο (SSPRK2) και στο χώρο 
(ENO2S). Η εφαρµογή τους ξεκίνησε από τους Osher και Sethian [Osher & Sethian (1988)] 
και συνεχίστηκε από το Sethian, ο οποίος µάλιστα αναφέρει ότι για όλες σχεδόν τις 
πρακτικές εφαρµογές (αναφερόµενος στα προβλήµατα εξέλιξης συνόρου) τα σχήµατα µέχρι 
2ης τάξης στο χώρο επαρκούν [Sethian (1999), σ. 64]. Από τη µελέτη των σχηµάτων της §6.2 
φαίνεται ότι αξίζει τον κόπο να χρησιµοποιηθούν σχήµατα υψηλότερης τάξης ακόµη και σε 
περιπτώσεις ασυνέχειας στην κλίση. 

Η εµπειρία και ο κώδικας που αναπτύχθηκε για την αξιολόγηση των αριθµητικών 
σχηµάτων της §6.2 επιτρέπει την εφαρµογή και άλλων σχηµάτων, είτε χρονικής 
ολοκλήρωσης, είτε προσέγγισης της Χαµιλτονιανής, είτε προσέγγισης των χωρικών 
παραγώγων και µάλιστα και σε διαφορετικά από την εξέλιξη συνόρου προβλήµατα. Επίσης, 
η εφαρµογή ή και ανάπτυξη αριθµητικών σχηµάτων σε τριγωνοποιηµένα χωρία {triangulated 
domains, [Sethian (1999), σ. 100]}, λόγω της ευελιξίας που προσφέρει αυτός ο τρόπος 
διαµέρισης, θα µπορούσε να είναι το επόµενο βήµα. Ωστόσο, η πρώτη προτεραιότητα δεν 
αφορά στην ανάπτυξη ή εφαρµογή νέων σχηµάτων, αλλά στη χρησιµοποίηση ειδικών 
τεχνικών {localized level set method, [Peng et al. (1999)] και narrow band method [Sethian 
(1999), σ. 80-85]} για τον περιορισµό επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών σε υπολογιστικό 
χωρίο σε στενή ζώνη στη γειτονιά της ισοϋψούς µηδέν (αυτή είναι που ενδιαφέρει στο 
«γενικό» πρόβληµα εξέλιξης συνόρου). Με αυτό τον τρόπο θα αυξηθεί σηµαντικά η 
ταχύτητα επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών. 

 

 205



 
 
 
 
 
 
 
 
 

 206

 



 

 

Κεφάλαιο 7 

 

 

 

 
 

    Επίλυση της εξίσωσης Eikonal 

 

 

 

 

 

 
Η επίλυση της εξίσωσης Eikonal είναι απαραίτητη τόσο στο «γενικό» πρόβληµα εξέλιξης 
συνόρου (§5.4), όσο και στο «στατικό» (§5.5). Περιγράφονται τρεις µέθοδοι επίλυσης. Οι δύο 
πρώτες µέθοδοι είναι επαναληπτικές και διαφοροποιούνται στο αριθµητικό σχήµα που 
χρησιµοποιείται για τη διακριτοποίηση: στη µία το σχήµα είναι Galerkin-πεπερασµένων 
στοιχείων και στην άλλη το σχήµα είναι τύπου Godunov (πεπερασµένων διαφορών). Η τρίτη 
µέθοδος επίλυσης είναι η µέθοδος ταχυ-βηµατισµού, η οποία επιλύει το µη γραµµικό πρόβληµα 
της εξίσωσης Eikonal άµεσα, χωρίς επαναληπτική διαδικασία. Οι µέθοδοι επίλυσης 
συγκρίνονται και αξιολογείται η ταχύτητα και η ακρίβειά τους. 
 
 
 
 
 



7.1 Εισαγωγή 
 

Σε αυτό το κεφάλαιο εξετάζεται η αριθµητική επίλυση του µη γραµµικού 
προβλήµατος συνοριακών τιµών  
 

( ) ( ),  ( ) 0,  
( ) ( ),  ,  
u f f Ω

u g Γ Γ Ω
⎧∇ = > ∈ ⎫⎪
⎨

= ∈ ⊂⎪ ⎪⎩ ⎭

x x x x
x x x

⎪
⎬ ,ℜ       (7.1) 

 
όπου g(x) γνωστή συνάρτηση. Η Εξ. (7.1) καλείται εξίσωση Eikonal, [Sethian (1999), σ. 5] 
και ανήκει στην γενική κατηγορία στατικών εξισώσεων Hamilton-Jacobi. Η Εξ. (7.1) είναι 
υπερβολική, συνεπώς είναι πιθανό (§5.6) να προκύψουν ασυνέχειες στην παράγωγο της 
λύσης. Τότε, είναι αναγκαίο να οριστούν ασθενείς λύσεις. Η ορθή ασθενής λύση προκύπτει 
από την επιβολή της συνθήκης εντροπίας (§5.7, §5.8). 

Αν g(x) = 0, η Εξ. (7.1) περιγράφει εξέλιξη συνόρου (καµπύλης σε δύο, επιφάνειας σε 
τρεις διαστάσεις) που κινείται µε ταχύτητα κάθετη σε αυτό και ίση µε  
 

F(x) = 1/f(x).          (7.2) 
  
Πρόκειται για το βήµα (Β) του «στατικού» προβλήµατος εξέλιξης συνόρου [Εξ. (5.26) ή 
(5.48)], όπου η άγνωστη συνάρτηση u(x) είναι ο χρόνος άφιξης του συνόρου στη θέση x. Η 
καµπύλη Γ της Εξ. (7.1) είναι το σύνορο τη χρονική στιγµή t=0. 

Αν η F(x) = 1 και g(x) = 0, η λύση u της Εξ. (7.1) είναι η απόσταση από το σύνορο 
(καµπύλη ή επιφάνεια) Γ. Η επίλυση του προβλήµατος υπολογισµού της απόστασης [F(x) = 
1 και g(x) = 0] είναι αναγκαία για την κατασκευή της αρχικής συνθήκης της εξίσωσης 
ισοϋψών  [Εξ. (5.19) ή (5.46)] στο βήµα (Α) του «γενικού» προβλήµατος εξέλιξης συνόρου. 
 Στις επόµενες παραγράφους, περιγράφονται και αξιολογούνται διαφορετικά 
αριθµητικά σχήµατα και µέθοδοι επίλυσης της Εξ. (7.1). Η αξιολόγηση περιλαµβάνει την 
ευστάθεια του αριθµητικού σχήµατος, την ακρίβεια και ποιότητα της λύσης και την ταχύτητα 
επίλυσης. Χρησιµοποιούνται τα παρακάτω προβλήµατα-παραδείγµατα, στα οποία η 
συνάρτηση f(x), δηλαδή η ταχύτητα µετατόπισης του συνόρου [Εξ. (7.2)], θεωρείται γνωστή: 
 

Πρόβληµα 7.Α:  
( ) 1,  [0, 2]x[0,2]

( ) 0,  
u Ω

u Ω
⎧∇ = ∈ = ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬

= ∈∂⎪ ⎪⎩ ⎭

x x
x x

,  

 
µε πραγµατική λύση u=min( x, 2-x, y, 2-y). 
   
                                                 
ℜ Στο υπόλοιπο του κεφαλαίου χρησιµοποιείται το σύµβολο u για την άγνωστη συνάρτηση, αντί του συµβόλου 
φ (για την προσηµασµένη απόσταση) και T (για τη συνάρτηση του χρόνου άφιξης) που χρησιµοποιήθηκε στο 
Κεφ. 5. Ο συµβολισµός φ και Τ αναφέρεται σε πεπλεγµένες συναρτήσεις περιγραφής συνόρου και ο 
συµβολισµός u αφορά στην άγνωστη συνάρτηση σε ένα αριθµητικό πρόβληµα. 
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Πρόβληµα 7.Β:  
( ) 1,  [0, 2]x[0,2]

( ) αποσταση απο το (0,0), 
u Ω

u Ω
⎧∇ = ∈ = ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬

= ∈∂⎪ ⎪⎩ ⎭

x x
x x

,  

 

µε πραγµατική λύση 2 2u x y= + . 

 
Η πραγµατική λύση για το πρόβληµα 7.Α φαίνεται στο Σχήµα 7.1α και είναι η 

απόσταση από το σύνορο ∂Ω. Από µια άλλη σκοπιά, η λύση στο πρόβληµα 7.Αℜ είναι η 
εξέλιξη συνόρου, το οποίο τη χρονική στιγµή t=0 είναι το ∂Ω, και κινείται ισοτροπικά προς 
την κατεύθυνση συρρίκνωσής του µε σταθερή ταχύτητα F=1. Στο Σχήµα 7.1β φαίνεται η 
πραγµατική λύση για το πρόβληµα 7.Β, δηλαδή η απόσταση από το σηµείο (0,0). Από µια 
άλλη σκοπιά, η λύση στο πρόβληµα 7.Βℜ περιγράφει την ισοτροπική διαστολή µιας γωνίας µε 
κορυφή το σηµείο (0,0) και πλευρές που εκτείνονται από το (0,0) προς αρνητικά x και y. 
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Σχήµα 7.1 Ισοϋψείς της πραγµατικής λύσης του προβλήµατος (α) 7.Α, (β) 7.Β. 
 

Η µέθοδος επίλυσης της εξίσωσης Eikonal προσδιορίζεται από 3 αλληλοεξαρτώµενα 
χαρακτηριστικά: α) τον τρόπο επιλογής της ορθής ασθενούς λύσης, β) το αριθµητικό σχήµα 
διακριτοποίησης, και γ) τη µέθοδο επίλυσης του συστήµατος µη γραµµικών εξισώσεων που 
προκύπτει από τη διακριτοποίηση. 

Στην §7.2 περιγράφεται η πρώτη µέθοδος επίλυσης της Εξ. (7.1), κατά την οποία η 
επιβολή της συνθήκης εντροπίας και η επιλογή της ορθής ασθενούς λύσης γίνεται µε τη 
µέθοδο εξάλειψης ιξώδους όρου [ΕΙΟ, vanishing viscosity method, Crandall & Lions 
(1984)]. Για τη διακριτοποίηση χρησιµοποιείται η µέθοδος Galerkin-πεπερασµένων 
στοιχείων (Galerkin-ΠΣ), ενώ το προκύπτον σύστηµα µη γραµµικών εξισώσεων επιλύεται µε 
                                                 
ℜ Και στα δύο προβλήµατα χρειάζεται η επιβολή συνθήκης εντροπίας (§5.7, §5.8). Το πρόβληµα 7.Α συνδέεται 
µε το παράδειγµα στα Σχήµατα 5.7α, 5.7β και 5.7γ, ενώ το πρόβληµα 7.Β µε αυτό στα Σχήµατα 5.7α, 5.7δ και 
5.7ε. 
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τη µέθοδο Newton-Raphson (NR). Το αρκτικόλεξο ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR περιγράφει την 
πρώτη προσέγγιση επίλυσης.  

Στη δεύτερη µέθοδο επίλυσης (§7.3), χρησιµοποιείται για τη διακριτοποίηση σχήµα 
πεπερασµένων διαφορών κατά την κατεύθυνση διάδοσης πληροφορίας (upwind) τύπου 
Godunov [Sethian (1999), σ. 68], το οποίο περιέχει τη συνθήκη εντροπίας για την επιλογή 
της ορθής ασθενούς λύσης. Το σύστηµα µη γραµµικών εξισώσεων επιλύεται µε τη µέθοδο 
NR. Η δεύτερη προσέγγιση συµβολίζεται ως Godunov/NR. 

Στην τρίτη µέθοδο (§7.4), χρησιµοποιείται το ίδιο σχήµα διακριτοποίησης µε τη 
δεύτερη µέθοδο. Η διαφορά έγκειται στη χρησιµοποίηση άµεσου τρόπου επίλυσης του 
συστήµατος µη γραµµικών εξισώσεων που προκύπτει από τη διακριτοποίηση, µε τη µέθοδο 
ταχυ-βηµατισµού [fast marching method, FMM, Sethian (1999b)], χωρίς επαναληπτική 
διαδικασία, όπως στην πρώτη και δεύτερη µέθοδο. Με τη χρήση της µεθόδου ταχυ-
βηµατισµού (ΤΒ), επιτυγχάνεται η άµεση επίλυση του µη γραµµικού προβλήµατος της 
εξίσωσης Eikonal, αξιοποιώντας τη µονοτονία της λύσης κατά µήκος των προβολών των 
χαρακτηριστικών και χρησιµοποιώντας αλγόριθµους ταξινόµησης χαµηλής πολυπλοκότητας 
(υψηλής ταχύτητας). Η τρίτη µέθοδος περιγράφεται από το αρκτικόλεξο Godunov/ΤΒ. 

Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε ένα παράδειγµα (§7.5) που δείχνει την επίδραση της 
αριθµητικής επίλυσης της εξίσωσης Eikonal στην ακρίβεια υπολογισµών στο «γενικό» 
πρόβληµα εξέλιξης συνόρου (§5.4) και µε τα συµπεράσµατα και προτάσεις για τη συνέχεια 
της µελέτης (§7.6). Ο κώδικας υλοποίησης των τριών µεθόδων που εφαρµόζονται στην 
επίλυση της εξίσωσης Eikonal επαληθεύεται στην §A.5.2. 
 
 
7.2 Επίλυση της εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο εξάλειψης ιξώδους όρου και σχήµα 
Galerkin-πεπερασµένων στοιχείων 
 
7.2.1 Η µέθοδος εξάλειψης ιξώδους όρου 
 

Ένας από τους τρόπους για την επιβολή της συνθήκης εντροπίας και την επιλογή της 
ορθής ασθενούς λύσης της εξίσωσης Eikonal, είναι µε τη µέθοδο εξάλειψης ιξώδους όρου 
(ΕΙΟ, vanishing viscosity method). Σύµφωνα µε τη µέθοδο EIO, ένας ιξώδης όρος 
προστίθεται στην εξίσωση Eikonal [Εξ. (7.1)], οπότε και προκύπτει το αντίστοιχο ιξώδες 
πρόβληµα: 
 

2( ) ( ) ( ),  ( ) 0,  

( ) ( ),  ,  

ε εu ε u f f Ω

u g Γ Γ Ω

⎧ ⎫∇ − ∇ = > ∈⎪ ⎪
⎨ ⎬

= ∈ ⊂⎪ ⎪⎩ ⎭

x x x x x

x x x
.    (7.3) 

 

O ιξώδης όρος ε∇2uε ουσιαστικά είναι ένας όρος αριθµητικής διάχυσης που αµβλύνει 
τις γωνίες και επιβάλλει στην λύση να παραµείνει λεία σε όλο το χωρίο Ω [Sethian (1999b)]. 
Η λύση της Εξ. (7.3) συγκλίνει σε αυτή της Εξ. (7.1), καθώς ο συντελεστής ε→0, 
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0
lim ε

ε
u u

→
= .ℜ         (7.4) 

 
Η λύση στο όριο ε→0 είναι η ορθή ασθενής λύση, η λύση που ικανοποιεί τη συνθήκη 

εντροπίας [Sethian (1999b)].  
 
 
7.2.2 Το αριθµητικό σχήµα Galerkin-ΠΣ 

 
Η διακριτοποίηση της Εξ. (7.3) γίνεται µε το σχήµα Galerkin-ΠΣ και περιλαµβάνει 

[Μπουντουβής (1992)]: 
 
Α) Την προσέγγιση της λύσης u από µια πεπερασµένη σειρά συναρτήσεων  
 

         (7.5) 
1

( ) ( )
N

j
j

j

u u φ
=

=∑x x

)

                                                

 
όπου Ν είναι το πλήθος των κόµβων του πλέγµατος, uj οι τιµές της άγνωστης συνάρτησης 
στους κόµβους του πλέγµατος και φj οι συναρτήσεις βάσης, οι οποίες είναι πολυώνυµα 
συνήθως πρώτου ή δεύτερου βαθµού. 
 
Β) Την αναζήτηση λύσης που µηδενίζει καθένα από τα σταθµισµένα υπόλοιπα Galerkin, Ri :  

 

( 2| |ε ε i
i

D

R u f ε u φ dxdy= ∇ − − ∇∫∫ , i=1,2,…Ν,    (7.6) 

 
όπου οι συναρτήσεις στάθµισης φi είναι οι ίδιες συναρτήσεις που χρησιµοποιούνται για την 
κατασκευή της προσεγγιστικής λύσης. 
 
 
7.2.3 ∆ιαδικασία επίλυσης  
 
7.2.3.1 Το σύστηµα µη γραµµικών εξισώσεων  

 
Για τη λύση του συστήµατος µη γραµµικών εξισώσεων [Εξ. (7.6)] χρησιµοποιείται η 

επαναληπτική µέθοδος Newton-Raphson (NR). Η προσέγγιση της λύσης στην (k+1)-
επανάληψη προκύπτει από την προσέγγιση στην k-επανάληψη µε επίλυση του συστήµατος: 

 
ℜ Ο εκθέτης ε δεν αφορά σε ύψωση σε δύναµη ή σε παράγωγο, είναι απλά συµβολισµός της λύσης της Εξ. 
(7.3). 
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J(k) δu(k+1) = - R(k)         (7.7) 

 
όπου u(k+1) = u(k) + δu(k+1), R = (R1, R2, … RN), και J  ο Ιακωβιανός πίνακας του συστήµατος,  

 

i
ij

j

RJ
u
∂

=
∂

.          (7.8) 

 
Τα σταθµισµένα υπόλοιπα, µετά από παραγοντική ολοκλήρωση του γραµµικού όρου 

∇2uε και εφαρµογή του θεωρήµατος Green στο επίπεδο, γίνονται 
 

2 2ε ε
i i

i
D D

u uR φ dxdy φ fdxdy
x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫ ∫∫ +  

i ε i ε ε
i

D D

φ u φ u uε dxdy εφ dy dx
x x y y x y∂

⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − −⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝
∫∫ ∫

εu ⎞
⎟
⎠

, i=1,2,…N.      (7.9) 

 
Τα στοιχεία του Ιακωβιανού πίνακα του συστήµατος είναι: 
 

2 2

ε j ε j

ii
ij

ε εj D

u φ u φ
R x x y yJ φ dxdy
u u u

x y

∂ ∂ ∂ ∂
+

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= =
∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂

+⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫ +  

i j i j ε ε
i

jD D

φ φ φ φ u uε dxdy εφ dy dx
x x y y u x y∂

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − −

⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎠⎣ ⎦

∫∫ ∫ , i=1,2,…Ν, j=1,2,…Ν. 

           (7.10) 
 

Οι όροι ∂uε/∂x και ∂uε/∂y που συµµετέχουν στις Εξ. (7.9) και (7.10) αφορούν την k-
επανάληψη: Τόσο τα υπόλοιπα Ri, όσο και ο Ιακωβιανός πίνακας J µεταβάλλονται κατά την 
επαναληπτική διαδικασία, αφού εξαρτώνται από τη λύση στην τρέχουσα επανάληψη. Τα 
στοιχεία των πινάκων J  και -R τροποποιούνται κατάλληλα µε την επιβολή των συνοριακών 
συνθηκών. 

Σε κάθε επανάληψη της µεθόδου NR είναι απαραίτητη η επίλυση ενός γραµµικού 
συστήµατος [Εξ. (7.7)]. Ο τρόπος διακριτοποίησης µε τη µέθοδο Galerkin-ΠΣ προσδίδει 
ειδικά χαρακτηριστικά στον πίνακα J του συστήµατος της Εξ. (7.7). Εξαιτίας της 
περιορισµένης επικάλυψης των συναρτήσεων βάσης, ο πίνακας J είναι αραιός (sparse). 
Ειδικότερα, ο J είναι πίνακας-ταινία µε αρκετά µηδενικά εντός της ταινίας. Η δοµή του 
πίνακα, δηλαδή η διάταξη των µη µηδενικών στοιχείων (sparsity pattern), εξαρτάται από το 
εύρος επικάλυψης των συναρτήσεων βάσης και την αρίθµηση των κόµβων στο πλέγµα. Σε 
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µια γραµµή του πίνακα J υπάρχουν τόσα µη µηδενικά στοιχεία όσα και το πλήθος των 
συναρτήσεων βάσης που επικαλύπτονται. Η θέση τους πριν και µετά τη διαγώνιο εξαρτάται 
από την αρίθµηση των κόµβων του πλέγµατος. 

Επειδή ο πίνακας J είναι αραιός, η επίλυση του συστήµατος της Εξ. (7.7) γίνεται µε 
µέθοδο µετώπου [frontal, Irons (1970)]. Πρόκειται για άµεση µέθοδο επίλυσης που 
εκµεταλλεύεται τον τρόπο κατασκευής του πίνακα J σε προβλήµατα όπου χρησιµοποιείται 
σχήµα πεπερασµένων στοιχείων: ο πίνακας J οικοδοµείται στοιχείο-στοιχείο αθροίζοντας τις 
συνεισφορές από κάθε στοιχείο. Το σηµαντικό στη µέθοδο µετώπου είναι ότι στη διαδικασία 
οικοδόµησης του πίνακα J παρεµβάλλονται βήµατα απαλοιφής Gauss και αυτό επιτρέπει την 
αποφυγή αποθήκευσης ολόκληρου του πίνακα J. Συνεπώς, τη θέση του αραιού και υψηλής 
διάστασης πίνακα J, παίρνει ένας συµπαγής µικρής διάστασης πίνακας, ο πίνακας µετώπου 
(frontal matrix), ο οποίος επιτρέπει τη χρήση κατάλληλων ταχέων µεθόδων χειρισµού του. 
Επίσης, λόγω της µικρής διάστασής του, ο πίνακας µετώπου διατηρείται [Duff & Scott 
(1999)] στη λανθάνουσα µνήµη (CACHE) που είναι υψηλής ταχύτητας, χωρίς συνήθως να 
χρειάζεται κύρια µνήµη (RAM) για την αποθήκευσή του. Οι απαιτήσεις σε µνήµη και το 
πλήθος των πράξεων εξαρτώνται από το µέγεθος του πίνακα µετώπου. Η διάσταση του 
πίνακα µετώπου εξαρτάται [Duff & Scott (1999)] από την αρίθµηση των πεπερασµένων 
στοιχείων καθώς και από το αν απαιτείται οδήγηση (pivoting) για την απαλοιφή. Ο Irons  
αναφέρει [Irons (1970)] ότι η µέθοδος µετώπου για συµµετρικούς και θετικά ορισµένους 
πίνακες χρειάζεται λιγότερο από ½n2N πολλαπλασιασµούς για την επίλυση Ν εξισώσεων (2n 
είναι η διάσταση της ταινίας του πίνακα του γραµµικού συστήµατος). Η µέθοδος µετώπου 
είναι συγκριτικά ταχύτερη σε σχέση µε τις µεθόδους που δεν εκµεταλλεύονται την αραιότητα 
του πίνακα. Για παράδειγµα, η απαλοιφή Gauss και η παραγοντοποίηση LU είναι 
πολυπλοκότητας Ο(Ν3) [Press et al. (1997)]. Επίσης, η µέθοδος µετώπου είναι ταχύτερη και 
εµφανίζει λιγότερες απαιτήσεις σε µνήµη  [Hood (1976)], αν και είναι πιο περίπλοκη στην 
εφαρµογή της, από τις µεθόδους ταινίας (band algorithms).  
 
 
7.2.3.2 Ο δείκτης κατάστασης του Ιακωβιανού πίνακα και η σύγκλιση της NR  
 

Η σύγκλιση της NR εξαρτάται από την κατάσταση του γραµµικού συστήµατος της 
Εξ. (7.7). Γενικά, ένα γραµµικό σύστηµα εξισώσεων είναι κακής κατάστασης (ill-
conditioned), αν µικρές σχετικά αλλαγές στα δεδοµένα του συστήµατος επιφέρουν σχετικά 
µεγάλες αλλαγές στη λύση. Αντίθετα, ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων είναι καλής 
κατάστασης (well-conditioned), αν µικρές σχετικά αλλαγές στα δεδοµένα του συστήµατος 
επιφέρουν σχετικά µικρές αλλαγές στη λύση. 

Ο δείκτης κατάστασης (∆Κ) του πίνακα Α του γραµµικού συστήµατος Ax=b είναι 
µέτρο για την κατάσταση του γραµµικού συστήµατος [Παπαγεωργίου & Τσίτουρας (2000) σ. 
102]. Ο ∆Κ για οµαλό πίνακα Α ορίζεται ως 

 

 213



Κ= Κ(Α) =||A|| ||A-1||,         (7.11) 
 
όπου ||*|| µια φυσική νόρµα. Αν ο ∆Κ πίνακα Α είναι µικρός, τότε το σύστηµα Ax=b είναι 
καλής κατάστασης. Αν είναι µεγάλος, τότε το σύστηµα είναι κακής κατάστασης. 

Σε ένα γραµµικό σύστηµα Ax=b, τα αναπόφευκτα σφάλµατα στρογγυλοποίησης στους 
συντελεστές aij και bi οδηγούν ουσιαστικά στην επίλυση ενός ελαφρά διαφοροποιηµένου 
συστήµατος A′ x=b′. Η ακρίβεια προσέγγισης  της λύσης µπορεί να µετρηθεί από το µέγεθος 
των υπολοίπων , αλλά και το µέγεθος του σφάλµατος 

x
′ ′= −Ar x ′b r= −e x x  (xr η άγνωστη 

πραγµατική λύση του Ax=b). Αυτό που είναι δυνατό να υπολογιστεί είναι το r′ και όχι το e, 
αφού συνήθως δεν γνωρίζουµε την πραγµατική λύση xr. Έστω ότι για κάποια προσέγγιση  της 
λύσης η ποσότητα ||r′|| είναι µικρή. Όταν ο ∆Κ του πίνακα Α είναι µικρός, τότε και η ποσότητα 
||e|| είναι µικρή. Όταν ο ∆Κ είναι µεγάλος, η ποσότητα ||e|| δεν είναι µικρή, δηλαδή η εκτίµηση 

 της λύσης δεν είναι ακριβής. 

x

x
Η σχέση του ∆Κ οµαλού πίνακα A µε το σχετικό σφάλµα αποδεικνύεται ότι είναι 

[ο.π, σ. 102] 
 

( )
r

K≤
e r
x b

A , r=Axr–b, x≠0, b≠0,      (7.12) 

 
όπου ||*|| µια φυσική νόρµα. 

Έστω ότι ο ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα της NR [Εξ. (7.7)] είναι µεγάλος. Η επίλυση 
του γραµµικού συστήµατος σε κάθε επανάληψη οδηγεί, λόγω µικρών σφαλµάτων 
στρογγυλοποίησης και του µεγάλου ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα, σε εκτίµηση της λύσης που 
διαφέρει από την πραγµατική για κάθε επανάληψη. Τα σφάλµατα συσσωρεύονται και 
ενισχύονται κατά την επαναληπτική διαδικασία, αφού οι εκτιµήσεις της λύσης 
χρησιµοποιούνται για την κατασκευή του Ιακωβιανού πίνακα και των σταθµισµένων 
υπολοίπων στην επόµενη επανάληψη, µε ενδεχόµενο αποτέλεσµα την αδυναµία σύγκλισης 
της NR. Ακόµη κι αν η NR συγκλίνει, µεγάλος ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα αυξάνει [Εξ. 
(7.12)] το σφάλµα της εκτίµησης της λύσης.  

Στα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται παρακάτω, για τον υπολογισµό του ∆Κ 
χρησιµοποιούνται οι ρουτίνες sgetrf και sgecon της βιβλιοθήκης LAPACK 
(www.netlib.org/lapack). Ο ∆Κ προκύπτει από την Εξ. (7.11) υπολογίζοντας µια εκτίµηση 
για την ποσότητα ||A-1||. Η νόρµα που χρησιµοποιείται είναι η ||*||1. 

Ο ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα µεταβάλλεται από επανάληψη σε επανάληψη της NR. 
Στο Σχήµα 7.2α φαίνεται o ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα της µεθόδου NR σαν συνάρτηση του 
πλήθους επαναλήψεων, για διαφορετικά ε. Για κάθε τιµή του ε χρησιµοποιείται η ίδια αρχική 
εκτίµηση. Για κάθε τιµή του ε, ο ∆Κ από την 4η επανάληψη και µετά είναι περίπου 
σταθερός. Αυτό οφείλεται στο ότι η προσέγγιση της λύσης (από την οποία εξαρτάται ο 
Ιακωβιανός πίνακας) δεν αλλάζει σηµαντικά µετά την 4η επανάληψη. Παρατηρούνται δύο 
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επίπεδα τιµών του ∆Κ, µε το υψηλότερο επίπεδο να αντιστοιχεί στις µικρές τιµές του ε. Στα 
υψηλά επίπεδα τιµών του ∆Κ, η NR δεν συγκλίνει. 

Στο Σχήµα 7.2β περιγράφονται οι µεταβολές του ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα σαν 
συνάρτηση του συντελεστή ε: φαίνονται οι τιµές του ∆Κ στην 4η επανάληψη (Σχήµα 7.2α), 
αντιπροσωπευτικές της τιµής του ε και ανεξάρτητες από την αρχική εκτίµηση της λύσης. 
Παρατηρείται ασυµπτωτική τάση του ∆Κ προς το άπειρο, καθώς η τιµή του ε τείνει στο 0 (ή 
µια µεγάλη βηµατική αύξηση του ∆Κ όταν το ε µειωθεί κάτω από κάποιο όριο). Ή 
αντίστροφα, παρατηρείται µείωση του ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα της NR καθώς αυξάνεται 
ο συντελεστής ε. Αν και η προσθήκη του ιξώδους όρου στην εξίσωση Eikonal γίνεται µε στόχο 
την επιλογή της ορθής ασθενούς λύσης, ταυτόχρονα συµβάλλει στη βελτίωση της κατάστασης 
του γραµµικοποιηµένου συστήµατος της Εξ. (7.7) και στην επιτυχία σύγκλισης της NR. Η 
προσθήκη του ιξώδους όρου γενικά σταθεροποιεί σχήµατα κεντρικών διαφορών {[Osher & 
Fedkiw (2003), σ. 47], [Levy (2002), Κεφ. 3, σ. 6]}. 
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(β) 

Σχήµα 7.2 (α) Ο ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα της NR σαν συνάρτηση του πλήθους επαναλήψεων, για 
διαφορετικές τιµές του συντελεστή ε. Η ίδια αρχική εκτίµηση χρησιµοποιείται σε κάθε ε. Οι ∆Κ µετά 
την 4η επανάληψη είναι αντιπροσωπευτικοί κάθε επαναληπτικής διαδικασίας. (β) Ο ∆Κ (στην 4η 
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επανάληψη, όπως σηµειώνεται στο Σχήµα 7.2α) του Ιακωβιανού πίνακα της NR σαν συνάρτηση του 
συντελεστή ε. Ο ∆Κ τείνει στο άπειρο καθώς ο συντελεστής ε τείνει στο 0. Τα αποτελέσµατα 
αφορούν στο πρόβληµα 7.A. Το πλήθος κόµβων του τετραγωνικού πλέγµατος που χρησιµοποιείται 
είναι 1681 και οι συναρτήσεις βάσης είναι γραµµικές.  
 
 
7.2.3.3 ∆ιαδικασία εξάλειψης ιξώδους όρου 
 

Η λύση της Εξ. (7.3) για ε=0 προσεγγίζεται σταδιακά, χρησιµοποιώντας διαδοχικά 
µικρότερα ε. Η διαδικασία ξεκινά µε κάποια τιµή του ε αρκετά µεγάλη, ώστε ο ∆Κ να είναι 
σχετικά µικρός και να εξασφαλιστεί η σύγκλιση της NR (π.χ. ε=1). Ως αρχική εκτίµηση της 
λύσης uε για κάποιο ε, χρησιµοποιείται η λύση που προέκυψε από την αµέσως προηγούµενη 
επιτυχηµένη επίλυση µε µεγαλύτερο ε. Το βήµα µείωσης του ε µπορεί να είναι είτε σταθερό 
και πολύ µικρό, είτε προσαρµοζόµενο, δηλαδή αρκετά µεγάλο για να επιταχύνει τη 
διαδικασία, αλλά και αρκετά µικρό, ώστε η διαφορά λύσεων δύο διαδοχικών προβληµάτων 
να είναι µικρή και η αρχική εκτίµηση της λύσης να οδηγεί σε σύγκλιση τη NR. 
 
 
7.2.4 Αξιολόγηση της µεθόδου 
 

Αρχικά εξετάζεται η επίδραση του συντελεστή ε του ιξώδους όρου στην ακρίβεια της 
λύσης και έπειτα παρουσιάζεται και σχολιάζεται η συµπεριφορά του σφάλµατος (απόκλισης 
από την πραγµατική λύση) µε την πύκνωση του πλέγµατος. Στη συνέχεια, γίνεται αναφορά 
στην ποιότητα της λύσης και την εµφάνιση διακυµάνσεων σε αυτή και τέλος σχολιάζεται η 
ταχύτητα επίλυσης. 

Στο Σχήµα 7.3 φαίνεται η απόκλιση της λύσης uε του ιξώδους προβλήµατος [Εξ. 
(7.3)] από την πραγµατική λύση ureal της εξίσωσης Eikonal [Εξ. (7.1) ή Εξ. (7.3) µε ε=0], 
συναρτήσει του συντελεστή ε, ο οποίος µεταβάλλεται από την τιµή 1 µέχρι την ελάχιστη 
δυνατή τιµή µε κατάλληλα προσαρµοζόµενο βήµα. Στο Σχήµα 7.3 φαίνεται και η µεταβολή 
του ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα συναρτήσει του συντελεστή ε. Με τη µείωση του ε η uε 
προσεγγίζει την ureal, αφού µειώνεται ο όρος διάχυσης ε∇2uε. Για ε µεγαλύτερα από µια 
οριακή τιµή, η απόκλιση της λύσης σταθεροποιείται (ελαφρά αυξάνεται). Αυτό συµβαίνει 
διότι η µείωση του ε, εκτός από τη µείωση του όρου ε∇2uε, προκαλεί αύξηση του ∆Κ και άρα 
[Εξ. (7.12)] του σφάλµατος της αριθµητικής λύσης. Για το παράδειγµα του Σχήµατος 7.3, η 
ελάχιστη τιµή του ε για την οποία η NR συγκλίνει είναι περίπου 1.3×10-4. 
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Σχήµα 7.3 Απόκλιση (||uε–ureal||2/||ureal||2) της λύσης uε του ιξώδους προβλήµατος [Εξ. (7.3)] από την 
πραγµατική λύση ureal της εξίσωσης Eikonal [Εξ. (7.1) ή Εξ. (7.3) µε ε=0], καθώς ο συντελεστής ε 
µειώνεται βηµατικά, τείνοντας προς το µηδέν. Ως αρχική εκτίµηση της λύσης uε για κάποιο ε, 
χρησιµοποιείται η λύση που προέκυψε από την αµέσως προηγούµενη επίλυση µε µεγαλύτερο ε. 
Φαίνεται επίσης o ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα της NR συναρτήσει του ε. Τα αποτελέσµατα αφορούν 
στο πρόβληµα 7.Α, το πλήθος κόµβων του τετραγωνικού πλέγµατος που χρησιµοποιείται είναι 1681 
και οι συναρτήσεις βάσης είναι γραµµικές.  

 
Η ελάχιστη τιµή του ε για την οποία η NR συγκλίνει, εmin, είναι ανεξάρτητη από τον 

αλγόριθµο µείωσης του ε, εξαρτάται από την πυκνότητα της διαµέρισης και τις συναρτήσεις 
βάσης που χρησιµοποιούνται. Στο Σχήµα 7.4 φαίνεται το εmin, συναρτήσει του πλήθους των 
κόµβων του τετραγωνικού πλέγµατος διακριτοποίησης και των συναρτήσεων βάσης στο 
πρόβληµα 7.B. 

πλήθος κόµβων πλέγµατος
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Σχήµα 7.4 Η ελάχιστη τιµή του συντελεστή ε που οδηγεί σε σύγκλιση τη NR (εmin), συναρτήσει του 
πλήθους των κόµβων τετραγωνικού πλέγµατος. Οι µεταβολές αφορούν στο πρόβληµα 7.B και 
εξαρτώνται από τις συναρτήσεις βάσης (σ.β) που χρησιµοποιούνται. Η διαδικασία µείωσης του ε 
σταµατά όταν το ε γίνει µικρότερο από το 10-5 ή το βήµα µείωσής του γίνει µικρότερο από 10-6.  
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Γενικά, µε την αύξηση του πλήθους των κόµβων του πλέγµατος, το εmin ελαττώνεται. 
Για τα προβλήµατα και τις διαµερίσεις που εξετάστηκαν και τη µορφή των καµπυλών 
µεταβολής (Σχήµα 7.4) φαίνεται ότι θα χρειαστεί µεγάλη πυκνότητα πλέγµατος ώστε το εmin 
να προσεγγίσει το µηδέν. Πρακτικά, είναι µάλλον αδύνατο να βρεθεί λύση της Εξ. (7.3) για 
ε=0. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα οι λύσεις που προκύπτουν από το ιξώδες πρόβληµα να 
ενσωµατώνουν, εκτός από το σφάλµα αποκοπής (§Β.3.1) του αριθµητικού σχήµατος που 
χρησιµοποιείται, και ένα ακόµη σφάλµα το οποίο οφείλεται στην προσθήκη του ιξώδους 
όρου ε∇2uε. 

Στο Σχήµα 7.5 φαίνεται η απόκλιση της λύσης uε του ιξώδους προβλήµατος [Εξ. 
(7.3)] µε ε=εmin από την πραγµατική λύση ureal της εξίσωσης Eikonal [Εξ. (7.1) ή Εξ. (7.3) µε 
ε=0], συναρτήσει της πυκνότητας διαµέρισης. 
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Σχήµα 7.5 Απόκλιση (||uε–ureal||2/||ureal||2) της λύσης uε του ιξώδους προβλήµατος [Εξ. (7.3)] µε  ε = 
εmin από την πραγµατική λύση ureal της εξίσωσης Eikonal [Εξ. (7.1) ή Εξ. (7.3) µε ε=0], συναρτήσει 
της πυκνότητας διαµέρισης, χρησιµοποιώντας γραµµικές και διωνυµικές συναρτήσεις βάσης (σ.β).  
(α) Αποτελέσµατα για το πρόβληµα 7.A. Η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας είναι 1.4 για τις 

 218



γραµµικές και 1.7 για τις διωνυµικές σ.β.  (β) Αποτελέσµατα για το πρόβληµα 7.B. Η παρατηρούµενη 
τάξη ακρίβειας είναι 1.2 για τις γραµµικές και τις διωνυµικές σ.β. 
 

Η θεωρητική τάξη ακρίβειας για τη µέθοδο ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR είναι n=2 
(§Α.5.2.1), είτε χρησιµοποιούνται γραµµικές, είτε διωνυµικές συναρτήσεις βάσης. Η 
παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας (§B.4) είναι 1.4 (1.2) για τις γραµµικές και 1.7 (1.2) για τις 
διωνυµικές συναρτήσεις βάσης για το πρόβληµα 7.Α (7.Β). Η απόκλιση της παρατηρούµενης 
τάξης ακρίβειας στα προβλήµατα 7.Α και 7.Β από τη θεωρητική οφείλεται κυρίως στη 
διαφοροποίηση της προς επίλυση εξίσωσης Eikonal µε την προσθήκη του ιξώδους όρου. Η 
απόκλιση ουσιαστικά οφείλεται στο ότι δε συγκρίνεται η αριθµητική και η πραγµατική λύση 
της ίδιας εξίσωσης [του ιξώδους προβλήµατος, Εξ. (7.3)], αλλά η αριθµητική λύση του 
ιξώδους προβλήµατος (µε τον ελάχιστο δυνατό συντελεστή ε) µε την πραγµατική λύση της 
εξίσωσης Eikonal [Εξ. (7.1) ή Εξ. (7.3) µε ε=0]. 

Στο Σχήµα 7.6α φαίνονται ισοϋψείς της λύσης του προβλήµατος 7.A σε τµήµα του 
υπολογιστικού χωρίου, όπως προκύπτει µε τη µέθοδο ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR µε διωνυµικές 
συναρτήσεις βάσης για ε=εmin (εmin=9.7×10-4 για το παράδειγµα). Η λύση εµφανίζει 
διακυµάνσεις στη γειτονιά της ασυνέχειας στην κλίση της. Αν η τιµή του ε αυξηθεί, ο ιξώδης 
όρος  ε∇2uε – όρος αριθµητικής διάχυσης που αµβλύνει τις γωνίες και επιβάλλει στην λύση 
να παραµείνει λεία – αυξάνεται και η λύση δεν εµφανίζει διακυµάνσεις. Στο Σχήµα 7.6β 
φαίνονται οι ισοϋψείς της λύσης µε τη µέθοδο ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR όταν ε=0.01, οι οποίες 
δεν εµφανίζουν διακυµάνσεις. Επίσης στο πρόβληµα 7.Β, η λύση, η οποία είναι λεία (Σχήµα 
7.1β), δεν εµφανίζει διακυµάνσεις, όποια κι αν είναι η τιµή του ε. Συνεπώς, είναι µάλλον η 
ασυνέχεια στην κλίση της λύσης που προκαλεί τις διακυµάνσεις στη γειτονιά της ασυνέχειας. 

Σηµαντικό στοιχείο σε µια µέθοδο επίλυσης, εκτός από την ακρίβεια των 
υπολογισµών, είναι και η ταχύτητα επίλυσης. Η προσέγγιση επίλυσης µε τη µέθοδο EIO 
απαιτεί την επίλυση πολλών µη γραµµικών συστηµάτων µε τη NR (1 για κάθε ε, στη 
διαδικασία µείωσής του), γεγονός που συνεπάγεται υψηλό υπολογιστικό κόστος, ακόµη κι αν 
χρησιµοποιείται η µέθοδος µετώπου για την επίλυση του γραµµικού συστήµατος σε κάθε 
επανάληψη. 
 Συνοψίζοντας, η µέθοδος EIO/Galerkin-ΠΣ/NR χαρακτηρίζεται από το εmin, δηλαδή 
την ελάχιστη τιµή του συντελεστή ε του ιξώδους όρου ε∇2uε που επιτρέπει τη σύγκλιση της NR. 
Περαιτέρω µείωση του ε µέχρι την τιµή 0 δεν στάθηκε δυνατή λόγω της υψηλής τιµής του ∆Κ 
του Ιακωβιανού πίνακα που παρεµποδίζει τη σύγκλιση της NR. H προσθήκη του ιξώδους όρου 
αυξάνει την απόκλιση της αριθµητικής λύσης του ιξώδους προβλήµατος από την πραγµατική 
λύση της εξίσωσης Eikonal. Η µείωση του συντελεστή ε µειώνει αυτήν την απόκλιση, από την 
άλλη πλευρά όµως προκαλεί αύξηση του ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα της NR και άρα αύξηση 
του σφάλµατος. 

Ορισµένα ακόµη χαρακτηριστικά της µεθόδου ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR παρουσιάζονται 
συγκριτικά µε αυτά των άλλων δύο προσεγγίσεων, Godunov/NR και Godunov/ΤΒ, στις 
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§7.3.3 και §7.4.8. Ο κώδικας που υλοποιεί την επίλυση της εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο 
EIΟ/Galerkin-ΠΣ/NR επαληθεύεται στην §Α.5.2.1. 
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Σχήµα 7.6 (α) Ισοϋψείς της λύση uε (ε=εmin=9.7×10-4) του προβλήµατος 7.Α χρησιµοποιώντας τη 
µέθοδο ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR (διωνυµικές συναρτήσεις βάσης). (β) Όµοια µε (α), µε ε=0.01. Το 
πλήθος κόµβων του τετραγωνικού πλέγµατος που χρησιµοποιείται είναι 6561. 
 

 
7.3 Επίλυση της εξίσωσης Eikonal επαναληπτικά µε σχήµα πεπερασµένων διαφορών 
τύπου Godunov 
  
7.3.1 Το αριθµητικό σχήµα πεπερασµένων διαφορών 
 
 Τα σχήµατα πεπερασµένων διαφορών που έχουν προταθεί για τη διακριτοποίηση της 
εξίσωσης Eikonal χρησιµοποιούν τεχνικές από υπερβολικούς νόµους διατήρησης (§5.7). Η 
χρήση τέτοιων σχηµάτων επιτρέπει την επίλυση της εξίσωσης Eikonal χωρίς την προσθήκη 
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ιξώδους όρου σε αυτή. Αποδεικνύεται [Sethian (1996), σ. 12] ότι η λύση που προκύπτει είναι 
η ιξώδης λύση της µεθόδου εξάλειψης ιξώδους όρου (§7.2). 

Ο Sethian πρότεινε [Sethian (1996), σ. 90] για τη διακριτοποίηση της εξίσωσης 
Eikonal το ίδιο σχήµα που ο ίδιος µε τον Osher είχαν προτείνει [Osher & Sethian (1988)] για 
την προσέγγιση της βαθµίδας της συνάρτησης ισοϋψών στην εξίσωση ισοϋψών:ℜ

 

( ) ( ) ( ) ( )
1/ 22 2 2 2

max ( ) ,0 min ( ) ,0 max ( ) ,0 min ( ) ,0x ij x ij y ij y ij iju u u u− + − +⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦
f= ,(7.13) 

 
προσεγγίζοντας τις µερικές παραγώγους µε 1ης τάξης πεπερασµένες διαφορές, 
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= = 1 ,       (7.16)  
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u u
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++ + −

= = ,       (7.17)   

 
όπου οι δείκτες i, j αφορούν τη θέση του κόµβου στο πλέγµα (Σχήµα 7.7α).  

Ο Sethian επίσης χρησιµοποίησε [Sethian (1999b)] ένα σχήµα τύπου Godunov, το 
οποίο ο ίδιος αποδίδει στους Rouy και Tourin [Rouy & Tourin (1992)], 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1/ 22 2

max , ,0 max , ,0x x y yij ij ij ij
u u u u− + − +⎡ ⎤− + −⎢ ⎥⎣ ⎦

ijf=

                                                

,  (7.18) 

 
προσεγγίζοντας τις µερικές παραγώγους επίσης µε 1ης τάξης πεπερασµένες διαφορές [Εξ. 
(7.14) – (7.17)]. 

Τα δύο παραπάνω σχήµατα είναι 1ης τάξης, διότι οι προσεγγίσεις των µερικών 
παραγώγων είναι 1ης τάξης. Έχει προταθεί και σχήµα 2ης  τάξης [Sethian (1999b), Chopp 
(2001)], στο οποίο οι µερικές παράγωγοι της Εξ. (7.18) προσεγγίζονται µε 2ης τάξης 
ακρίβειας πεπερασµένες διαφορές, όταν οι απαιτούµενες τιµές της u είναι γνωστές: 

 

 
ℜ Στις σχετικές εργασίες του Sethian, τα αριθµητικά σχήµατα [Εξ. (7.12) και (7.17)] χρησιµοποιήθηκαν στο 
πλαίσιο επίλυσης της εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο ταχυ-βηµατισµού (§7.4). 
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Αν οι παράµετροι s+x,s-x,s+y,s-y είναι µηδενικές, τότε το σχήµα γίνεται 1ης τάξης. Το αν 

το προτεινόµενο σχήµα 2ης τάξης συµπεριφέρεται σαν τέτοιο εξαρτάται [Sethian (1999b)] 
από το σε πόσα σηµεία µεταπίπτει σε 1ης τάξης. Αν αυτά είναι λίγα, τότε πράγµατι 
συµπεριφέρεται σαν 2ης τάξης. Έχουν προταθεί και σχήµατα 3ης τάξης [Chopp (2001)] 
ανάλογα των παραπάνω. 
 
 
7.3.2 ∆ιαδικασία επίλυσης  
 

Το αριθµητικό σχήµα που χρησιµοποιείται είναι αυτό που περιγράφεται από την Εξ. 
(7.18) µε µερικές παραγώγους 1ης τάξης [Εξ. (7.14) – (7.17)]. Το µη γραµµικό σύστηµα 
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εξισώσεων που προκύπτει λύνεται µε τη µέθοδο NR. Η προσέγγιση της λύσης στην (k+1)-
επανάληψη προκύπτει από την προσέγγιση στην k-επανάληψη, µε επίλυση του συστήµατος 
 

J(k) δu(k+1) = - R(k),        (7.28)  
 

όπου u(k+1) = u(k) + δu(k+1). Τα υπόλοιπα Rm σε αυτή την περίπτωση είναι 
 

1/ 22 2max( , ,0) max( , ,0)x x y y
m m m m m mR D u D u D u D u f− + − +⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦ − , m = 1,2, …Ν. 

           (7.29) 
 
Ν είναι το πλήθος των αγνώστων, το πλήθος των κόµβων του πλέγµατος διακριτοποίησης. 
Τα στοιχεία του Ιακωβιανού πίνακα είναι  
  

2 2

1
max( , ,0) max( , ,0)

m
mn x x y y

n m m m m

RJ
u D u D u D u D u− + − +

∂
= =
∂ − + −

×   

    
max( , ,0) max( , ,0)

max( , ,0) max( , ,0)

x x x x
m m m m

n

y y y y
m m m m

n

D u D u D u D u
u

D u D u D u D u
u

− + − +

− + − +

∂⎧ ⎫⎡ ⎤− − +⎣ ⎦⎪ ⎪∂⎪ ⎪
⎨ ⎬∂⎪ ⎪⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦⎪ ⎪∂⎩ ⎭

, 

m=1,2,…N, n=1,2,…N,  (7.30)  
 
Οι δείκτες m,n αντιστοιχούν στον αύξοντα αριθµό κοµβικού αγνώστου του 

πλέγµατος. Για την αρίθµηση του Σχήµατος 7.7α είναι m(i, j) = n(i, j) =  (i -1)ny + j (ny το 
πλήθος των κόµβων του πλέγµατος κατά την y-διεύθυνση). Τονίζεται ότι οι δείκτες i, j 
αφορούν τη θέση του κόµβου στο πλέγµα, ενώ οι m, n τις γραµµές και στήλες του 
Ιακωβιανού πίνακα. Οι Εξ. (7.29) και (7.30) τροποποιούνται κατάλληλα µε την επιβολή των 
συνοριακών συνθηκών. 
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0 x x x 0 0 x 0 0 0 0 0
0 0 x x x 0 0 x 0 0 0 0
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0 x 0 0 x x x 0 0 x 0 0
0 0 x 0 0 x x x 0 0 x 0
0 0 0 x 0 0 x x x 0 0 x
0 0 0 0 x 0 0 x x x 0 0
0 0 0 0 0 x 0 0 x x x 0
0 0 0 0 0 0 x 0 0 x x x
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⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 

(α) (β) 
Σχήµα 7.7 (α) Ενδεικτικό πλέγµα διαµέρισης µε 3 κόµβους κατά τον x-άξονα, 4 κόµβους κατά τον y-
άξονα και 12 κόµβους συνολικά. Η αρίθµηση των κόµβων είναι στήλη-στήλη και από κάτω προς τα 

 223



πάνω. Για παράδειγµα στη θέση i=2, j=2 βρίσκεται ο κόµβος µε αριθµό (i-1)ny + j = (2-1)4 + 2 = 6 (ny 
το πλήθος των κόµβων του πλέγµατος κατά την y-διεύθυνση). (β) Μορφή του Ιακωβιανού πίνακα του 
συστήµατος της Εξ. (7.28) για το πλέγµα του Σχήµατος 7.7α. Ο Ιακωβιανός πίνακας είναι πίνακας-
ταινία, τριδιαγώνιος µε 2 ακόµη στοιχεία σε κάθε γραµµή µη µηδενικά. 
 

Ο Ιακωβιανός πίνακας J της Εξ. (7.28) είναι αραιός. Είναι πίνακας-ταινία, 
τριδιαγώνιος µε 2 ακόµη µη µηδενικά στοιχεία σε κάθε γραµµή. Στη γραµµή m τα 2 επιπλέον 
µη µηδενικά στοιχεία βρίσκονται στις στήλες m-ny και m+ny. Στο Σχήµα 7.7β σηµειώνονται 
τα µη µηδενικά στοιχεία για τον Ιακωβιανό πίνακα που αντιστοιχεί στο πλέγµα του Σχήµατος 
7.7α. Λόγω της µορφής του πίνακα, και για τη µείωση του χώρου αποθήκευσης και του 
πλήθους των πράξεων, αποθηκεύονται µόνο τα µη µηδενικά στοιχεία του. Μια ευρέως 
χρησιµοποιούµενη τεχνική συµπαγούς αποθήκευσης τυχαίου αραιού πίνακα, η αραιή 
αποθήκευση µέσω γραµµών {row-indexed sparse storage mode, [Press et al. (1997), σ. 78]}, 
σαρώνει τον αραιό πίνακα γραµµή-γραµµή, και χρησιµοποιεί δύο µονοδιάστατους πίνακες: 
στον πρώτο αποθηκεύει τα µη µηδενικά στοιχεία, και στο δεύτερο ακέραιες µεταβλητές που 
δίνουν τη θέση κάθε στοιχείου του πρώτου µονοδιάστατου πίνακα στον αρχικό αραιό 
πίνακα. Απαιτεί την αποθήκευση µόνο 2p περίπου στοιχείων, όπου p είναι το πλήθος των µη 
µηδενικών στοιχείων του αραιού πίνακα. Αν Ν είναι η διάσταση του Ιακωβιανού πίνακα, τα 
µη µηδενικά στοιχεία του είναι περίπου 5Ν. Συνεπώς, αντί να αποθηκευτούν Ν2 στοιχεία, µε 
την παραπάνω τεχνική συµπαγούς αποθήκευσης αποθηκεύονται µόνο 10Ν στοιχεία. 
Χρησιµοποιείται µία ακόµη τεχνική συµπαγούς αποθήκευσης, η οποία εκµεταλλεύεται το ότι 
η µορφή του αραιού πίνακα J είναι γνωστή. Με αυτή την τεχνική, µόνο οι 5 διαγώνιοι που 
περιέχουν µη µηδενικά στοιχεία (Σχήµα 7.7β) αποθηκεύονται σε πίνακα Ν×5. 

Σηµειώνεται ότι και οι δύο τεχνικές αποθήκευσης που περιγράφηκαν στην 
προηγούµενη παράγραφο χρησιµοποιούνται για την άµεση, εξαρχής κατασκευή, του 
Ιακωβιανού πίνακα σε συµπαγή µορφή. Κι αυτό γιατί πίνακες µε µεγάλη διάσταση είναι 
δυνατό να µην χωρούν στη κύρια µνήµη (RAM) του συστήµατος που χρησιµοποιείται. Τότε 
επιστρατεύεται για την αποθήκευσή τους χώρος στο σκληρό δίσκο, γεγονός που οδηγεί σε 
εντυπωσιακή επιβράδυνση στη διαχείριση των στοιχείων του πίνακα. Αναφέρεται ενδεικτικά 
ότι για την περίπτωση ενός πλέγµατος 100×100 κόµβων, οι άγνωστοι είναι 104 και το πλήθος 
των στοιχείων του Ιακωβιανού πίνακα 108. Για την αποθήκευση όλων των στοιχείων σε διπλή 
ακρίβεια (double precision) θα χρειαστούν  περίπου 760 Mbytes (≈108×8/10242). Αν όµως ο 
πίνακας αποθηκευτεί συµπαγώς, τότε χρειάζονται µόνο 0.760 Mbytes (≈10×104×8/10242).  

Η επίλυση του γραµµικού συστήµατος της Εξ. (7.28) σε κάθε επανάληψη της NR 
γίνεταιℜ µε την επαναληπτική µέθοδο διαδοχικής υπερχαλάρωσης (Successive Over 
Relaxation, SOR), ειδικά προσαρµοσµένη ώστε να διαχειρίζεται τη συµπαγή µορφή του 
Ιακωβιανού πίνακα. Η προσαρµογή αυτή επιταχύνει την επίλυση του γραµµικού συστήµατος 
                                                 
ℜ  Έχει δοκιµασθεί και η µέθοδος ταυτόχρονης υπερχαλάρωσης για τη µέθοδο Jacobi {Jacobi over relaxation, 
JOR, [Παπαγεωργίου & Τσίτουρας (2000), σ. 165]}. Στις περισσότερες περιπτώσεις, η παράµετρος χαλάρωσης 
που χρησιµοποιείται και για τις δύο µεθόδους είναι ίση µε 1, µε αποτέλεσµα οι µέθοδοι SOR και JOR να 
ανάγονται σε Gauss-Seidel και Jacobi αντίστοιχα. 
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καθώς µειώνει σηµαντικά το πλήθος των πράξεων. Η SOR προσαρµόστηκε και στις δύο 
τεχνικές συµπαγούς αποθήκευσης του Ιακωβιανού. Μάλιστα, η τεχνική συµπαγούς 
αποθήκευσης τυχαίου αραιού πίνακα είναι αριστοποιηµένη για τον πολλαπλασιασµό του 
συµπαγούς πίνακα µε διάνυσµα από δεξιά, τη µόνη πράξη που είναι απαραίτητη στη µέθοδο 
SOR. Η ταχύτητα κατασκευής του Ιακωβιανού πίνακα σε συµπαγή µορφή και επίλυσης του 
αντίστοιχου γραµµικού συστήµατος ήταν περίπου η ίδια και µε τις δύο τεχνικές 
αποθήκευσης. 
 
 
7.3.3 Αξιολόγηση – Σύγκριση  µε τη µέθοδο εξάλειψης ιξώδους όρου 
 

Η αξιολόγηση της µεθόδου Godunov/NR γίνεται συγκριτικά µε τη µέθοδο 
EIO/Galerkin-ΠΣ/NR. Συγκρίνονται τόσο το αριθµητικό σχήµα, όσο και η επαναληπτική 
µέθοδος επίλυσης του αντίστοιχου συστήµατος µη γραµµικών εξισώσεων. Τα θέµατα που 
εξετάζονται είναι η σύγκλιση των αντίστοιχων επαναληπτικών µεθόδων και ο ∆Κ των 
Ιακωβιανών πινάκων, η αρχική εκτίµηση της λύσης, η µείωση του σφάλµατος µε την 
πύκνωση του πλέγµατος, η ποιότητα της λύσης, καθώς και η ταχύτητα επίλυσης. 

Το αριθµητικό σχήµα τύπου Godunov οδηγεί σε Ιακωβιανό πίνακα µε ∆Κ µικρότερο 
από αυτόν του σχήµατος Galerkin-ΠΣ (όταν ε=0). Στο Σχήµα 7.8 φαίνεται η επίδραση του 
αριθµητικού σχήµατος διακριτοποίησης στο ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα. Ειδικότερα, 
φαίνεται η µεταβολή του ∆Κ των Ιακωβιανών πινάκων των δύο µεθόδων από επανάληψη σε 
επανάληψη της NR για τα προβλήµατα 7.Α και 7.Β. Για το πρόβληµα 7.Α, ο ∆Κ που 
προκύπτει από το αριθµητικό σχήµα τύπου Godunov δεν ξεπερνά την τιµή 103, ενώ ο ∆Κ του 
Ιακωβιανού της NR όταν χρησιµοποιείται το σχήµα Galerkin-ΠΣ (για ε=0) φτάνει µέχρι και 
107. Για το λόγο αυτό, η NR συγκλίνει όταν χρησιµοποιείται το σχήµα τύπου Godunov, και 
δεν συγκλίνει όταν χρησιµοποιείται το σχήµα Galerkin-ΠΣ για ε=0. 

Απαραίτητη προϋπόθεση για τη σύγκλιση της επαναληπτικής µεθόδου NR, όταν 
χρησιµοποιείται το αριθµητικό σχήµα τύπου Godunov, είναι η κατάλληλη αρχική εκτίµηση. 
Για τυχαία αρχική εκτίµηση, και λόγω της ειδικής µορφής του αριθµητικού σχήµατος [Εξ. 
(7.18)], είναι πιθανό είτε να µηδενίζεται ο παρονοµαστής της Εξ. (7.30) που δίνει τα στοιχεία 
του Ιακωβιανού πίνακα, είτε ο Ιακωβιανός πίνακας να είναι ιδιάζων, είτε διαγώνιο στοιχείο 
του Ιακωβιανού πίνακα να µηδενίζεται (και στην επαναληπτική µέθοδο επίλυσης του 
γραµµικού συστήµατος να συµβαίνει διαίρεση µε το µηδέν). Κατάλληλη αρχική εκτίµηση 
που υπερβαίνει τις παραπάνω δυσκολίες ήταν, για τις περιπτώσεις που εξετάστηκαν, η λύση 
αντίστοιχου ιξώδους προβλήµατος [Εξ. (7.3)] µε τη µέθοδο ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR και µε τιµή 
του συντελεστή ε, 2 < ε < 0.1. Γενικά, η εύρεση κατάλληλης αρχικής εκτίµησης για την  
επίλυση της εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο Godunov/NR δεν είναι το ίδιο εύκολη µε την 
περίπτωση της µεθόδου ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR. 
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Σχήµα 7.8 Ο ∆Κ του Ιακωβιανού πίνακα της επαναληπτικής µεθόδου NR συναρτήσει του πλήθους 
επαναλήψεων όταν χρησιµοποιείται το αριθµητικό σχήµα τύπου Godunov [Εξ. (7.18)] για τη 
διακριτοποίηση της εξίσωσης Eikonal. Φαίνεται επίσης ο ∆Κ του Ιακωβιανού, όταν το σχήµα 
Galerkin-ΠΣ χρησιµοποιείται (ε=0), τόσο µε γραµµικές, όσο και µε διωνυµικές συναρτήσεις βάσης 
(σ.β). Το πλήθος κόµβων του τετραγωνικού πλέγµατος που χρησιµοποιείται είναι 1681. 
Χρησιµοποιείται η ίδια αρχική εκτίµηση της λύσης για κάθε επαναληπτική διαδικασία. (α) 
Αποτελέσµατα για το πρόβληµα 7.A. (β) Αποτελέσµατα για το πρόβληµα 7.Β. 

 
Στο Σχήµα 7.9 συγκρίνεται η απόκλιση από την πραγµατική λύση για τις µεθόδους 

Godunov/NR και ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR. Για το πρόβληµα 7.A (Σχήµα 7.9α), η διαφορά δεν 
είναι σηµαντική. Αντίθετα, για το πρόβληµα 7.B υπάρχει διαφορά, µε τη µέθοδο 
ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR να δίνει γενικά ακριβέστερα αποτελέσµατα. 
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Σχήµα 7.9 Απόκλιση της αριθµητικής λύσης από την πραγµατική λύση (||u – ureal||2 / ||ureal||2 ή 
||uε(ε=εmin) – ureal||2 / ||ureal||2]), όταν χρησιµοποιούνται οι µέθοδοι Godunov/NR και ΕΙΟ/Galerkin-
ΠΣ/NR (διωνυµικές συναρτήσεις βάσης), συναρτήσει της πυκνότητας διαµέρισης. (α) Αποτελέσµατα 
για το πρόβληµα 7.A. (β) Αποτελέσµατα για το πρόβληµα 7.Β. 
 

Στο Σχήµα 7.10 φαίνονται ισοϋψείς της λύσης του προβλήµατος 7.A, όπως προκύπτει 
µε τη µέθοδο Godunov/NR (Σχήµα 7.10α), και οι ίδιες ισοϋψείς µε τη µέθοδο ΕΙΟ/Galerkin-
ΠΣ/NR µε διωνυµικές συναρτήσεις βάσης για ε=εmin (Σχήµα 7.10β) για την ίδια διαµέριση. Η 
λύση µε τη µέθοδο Godunov/NR δεν εµφανίζει τις διακυµάνσεις στη γειτονιά της ασυνέχειας 
στην κλίση της που προκύπτουν όταν χρησιµοποιείται η µέθοδος ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR. 
Σηµειώνεται ότι στο πρόβληµα 7.Β, η λύση δεν εµφανίζει διακυµάνσεις, όποια µέθοδος κι αν 
χρησιµοποιείται. Η µέθοδος Godunov/NR φαίνεται ότι αντιµετωπίζει καλύτερα την 
ασυνέχεια στην κλίση της λύσης από τη µέθοδο EIO/Galerkin-ΠΣ/NR. 
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Σχήµα 7.10 (α) Ισοϋψείς της αριθµητικής λύσης u του προβλήµατος 7.Α µε τη µέθοδο Godunov/NR. 
(β) Οι ίδιες µε (α) ισοϋψείς για την αριθµητική λύση uε (ε=εmin=9.7×10-4) του προβλήµατος 7.Α 
χρησιµοποιώντας τη µέθοδο ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR (διωνυµικές συναρτήσεις βάσης). Το πλήθος 
κόµβων του τετραγωνικού πλέγµατος που χρησιµοποιείται είναι 6561. 
 

Και οι δύο µέθοδοι περιλαµβάνουν την επίλυση συστήµατος µη γραµµικών 
εξισώσεων µε τη NR και χρησιµοποιούν τεχνικές συµπαγούς αποθήκευσης και διαχείρισης 
των Ιακωβιανών πινάκων. Στο Σχήµα 7.11 ουσιαστικά αξιολογείται η ταχύτητα κατασκευής 
και αποθήκευσης του Ιακωβιανού πίνακα και η επίλυση του αντίστοιχου γραµµικού 
συστήµατος σε µία επανάληψη της NR. Παρουσιάζεται µέτρηση επίδοσης [Horowitz et al. 
(1998), σ. 40] των δύο µεθόδων στα προβλήµατα 7.Α (Σχήµα 7.11α) και 7.Β (Σχήµα 7.11β). 
Υπολογίζεται ο χρόνος κατασκευής του Ιακωβιανού πίνακα και επίλυσης του αντίστοιχου 
γραµµικού συστήµατος, σαν συνάρτηση του πλήθους των αγνώστων και για τις δύο 
µεθόδους (Godunov/NR και ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR). Προφανώς, ο χρόνος εξαρτάται από την 
κωδικοποίηση και τον µεταγλωττιστή, όπως και από τα χαρακτηριστικά του συστήµατος που 
χρησιµοποιείται (π.χ. ταχύτητα επεξεργαστή, λανθάνουσα µνήµη, κύρια µνήµη). 
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Σηµειώνεται ότι δεν υπολογίζεται ο χρόνος στη χείριστη περίπτωση, ώστε να προσδιοριστεί 
η πολυπλοκότητα της µεθόδου. Υπολογίζεται ο χρόνος για συγκεκριµένα παραδείγµατα, κι 
αυτό είναι µια ένδειξη για τη διαφορά στην πολυπλοκότητα (ή ταχύτητα) των δύο µεθόδων. 
Η ένδειξη ισχυροποιείται, αφού όπως φαίνεται από το Σχήµα 7.11, οι µετρήσεις είναι 
περίπου ίδιες και για τα δύο προβλήµατα. Η ταχύτητα είναι συγκριτικά υψηλότερη όταν 
χρησιµοποιείται η µέθοδος Godunov/NR. Για υψηλά N (N = το πλήθος των κόµβων του 
πλέγµατος) ο χρόνος που απαιτείται για την κατασκευή του Ιακωβιανού πίνακα και την 
επίλυση του αντίστοιχου γραµµικού συστήµατος υπολογίζεται ότι είναι ανάλογος µε Ν2.1 για 
το πρόβληµα 7.Α και Ν2 για το πρόβληµα 7.Β, µε τη µέθοδο ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR. Το 
αποτέλεσµα για τη µέθοδο ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR είναι συµβατό µε την εκτίµηση Ν2 του Irons 
για τη µέθοδο µετώπου σε συµµετρικό και θετικά ορισµένο πίνακα [Irons (1970)]. Ο 
αντίστοιχος χρόνος για τη µέθοδο Godunov/NR είναι ανάλογος του Ν1.1 για το πρόβληµα 7.Α 
και Ν για το πρόβληµα 7.Β. Για παράδειγµα, για το πρόβληµα 7.Α και µε το υπολογιστικό 
σύστηµα που χρησιµοποιήθηκε, όταν οι άγνωστοι είναι 103041, ο χρόνος για την κατασκευή 
Ιακωβιανού πίνακα και την επίλυση του γραµµικού συστήµατος είναι 360 sec µε τη µέθοδο 
ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR, και 2.6 sec µε τη µέθοδο Godunov/NR. Υπενθυµίζεται ότι οι 
µετρήσεις αφορούν µία επανάληψη. 

Το υπολογιστικό κόστος της µεθόδου ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR είναι πολύ µεγαλύτερο 
από αυτό της µεθόδου Godunov/NR, διότι απαιτεί την επίλυση πολλών συστηµάτων µη 
γραµµικών εξισώσεων, για διαδοχικά µικρότερες τιµές του ε µέχρι ε→0. Με τη µέθοδο 
Godunov/NR επιλύεται ένα µόνο σύστηµα µη γραµµικών εξισώσεων. 

Συνοψίζοντας, µε τη χρησιµοποίηση της µεθόδου Godunov/NR, η ταχύτητα επίλυσης 
της εξίσωσης Eikonal αυξάνεται εντυπωσιακά, περίπου Ν φορές (Ν το πλήθος των 
αγνώστων) στα προβλήµατα που εξετάστηκαν. Στο πρόβληµα 7.Α, όπου υπάρχει ασυνέχεια 
στην κλίση της λύσης, η ποιότητα της λύσης βελτιώνεται µε τη µέθοδο Godunov/NR, αφού 
δεν υπάρχουν διακυµάνσεις στη γειτονιά της ασυνέχειας και η ακρίβεια είναι περίπου ίδια µε 
αυτή της µεθόδου ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR. Στο πρόβληµα 7.Β, η λύση είναι ακριβέστερη µε τη 
µέθοδο ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR, ενώ διακυµάνσεις στη λύση δεν υπάρχουν, όποια µέθοδος κι 
αν χρησιµοποιηθεί. Κατάλληλη αρχική εκτίµηση της λύσης για τη µέθοδο Godunov/NR 
µπορεί να προκύψει από την επίλυση αντίστοιχου ιξώδους προβλήµατος µε τη µέθοδο 
ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR (για κάποια τιµή του συντελεστή ε, 2 < ε < 0.1). 

Τέλος, ο κώδικας επίλυσης της εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο Godunov/NR 
επαληθεύεται στην §Α.5.2.2. Ορισµένα ακόµη χαρακτηριστικά της µεθόδου Godunov/NR 
παρουσιάζονται συγκριτικά µε την τρίτη προσέγγιση επίλυσης της εξίσωσης Eikonal στην 
§7.4.8. 
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Σχήµα 7.11 Ο χρόνος κατασκευής Ιακωβιανού πίνακα και επίλυσης του αντίστοιχου γραµµικού 
συστήµατος σε µια επανάληψη της NR, σαν συνάρτηση του πλήθους των αγνώστων και για τις δύο 
µεθόδους [ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR (διωνυµικές συναρτήσεις βάσης), Godunov/NR]. Χρησιµοποιείται 
και στις δύο περιπτώσεις η ίδια αρχική εκτίµηση. (α) Αποτελέσµατα για το πρόβληµα 7.Α. (β) 
Αποτελέσµατα για το πρόβληµα 7.Β. 
 
 
7.4 Επίλυση της εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο ταχυ-βηµατισµού 
 

Η µέθοδος ταχυ-βηµατισµού (fast marching method) βασίζεται σε σχήµατα 
πεπερασµένων διαφορών όπως αυτά που περιγράφηκαν στην §7.3.1. Το πλεονέκτηµά της 
είναι ότι επιλύει το µη γραµµικό πρόβληµα της εξίσωσης Eikonal χωρίς επαναληπτική 
διαδικασία. Φαινοµενικά, αντιµετωπίζει το πρόβληµα συνοριακών τιµών της εξίσωσης 
Eikonal σαν πρόβληµα αρχικών τιµών [Sethian (1999b)]: ξεκινά τους υπολογισµούς από ένα 
σύνορο [την καµπύλη Γ της Εξ. (7.1)] και βηµατίζει χρησιµοποιώντας κατάλληλο αριθµητικό 
σχήµα και ταχείς αλγόριθµους ταξινόµησης. 
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 Στις επόµενες παραγράφους περιγράφεται ο γενικός αλγόριθµος ταχυ-βηµατισµού 
(§7.4.1). Ακολουθεί συζήτηση για το πώς µπορεί η µέθοδος ΤΒ να λύσει ένα µη γραµµικό 
πρόβληµα χωρίς επαναληπτική διαδικασία (§7.4.2). Επίσης, γίνεται µια λεπτοµερής 
περιγραφή των σηµαντικών σηµείων του αλγόριθµου: υπολογισµός δοκιµαστικής τιµής 
(§7.4.3), ο ταχύς αλγόριθµος ταξινόµησης που χρησιµοποιείται για την εύρεση ελαχίστου 
(§7.4.4) και η πολυπλοκότητα της µεθόδου (§7.4.5). Έπειτα, περιγράφεται διαδικασία 
προσαρµογής συνόρου και προεκβολής των συνθηκών Dirichlet της εξίσωσης Eikonal σε 
αριθµητικό πλέγµα (§7.4.6), προκειµένου να προσδιοριστεί το σύνολο των σηµείων από το 
οποίο θα ξεκινήσει ο βηµατισµός της µεθόδου ΤΒ. Στη συνέχεια, αφού παρουσιαστεί ένας 
από την αρχή έως το τέλος υπολογισµός µε τη µέθοδο ΤΒ (§7.4.7), η µέθοδος αξιολογείται 
συγκριτικά (§7.4.8) µε τις προηγούµενες (ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR και  Godunov/NR).  
 
 
7.4.1 Ο αλγόριθµος ταχυ-βηµατισµού 
 

Το σηµείο εκκίνησης του αλγόριθµου ΤΒ είναι το σύνορο Γ της Εξ. (7.1) πάνω στο 
οποίο ορίζονται οι συνθήκες Dirichlet [συνάρτηση g(x), x∈Γ της Εξ. (7.1)]. Στη 
διακριτοποιηµένη µορφή της Εξ. (7.1), το σύνορο Γ αντιστοιχεί σε κόµβους του αριθµητικού 
πλέγµατος, οι οποίοι καλούνται στο εξής κόµβοι Dirichlet, και η συνάρτηση g(x) αντιστοιχεί 
σε διακριτές τιµές στους κόµβους Dirichlet. 

 

   
(α) (β)                  (γ) 

W

S

N

E

  

 
 

αποδεκτός (accepted)
γειτονικός (neighbor)
έτοιµος (ready)

 

(δ) (ε)  
Σχήµα 7.12 Βηµατισµός της µεθόδου ΤΒ για ευθύγραµµο τµήµα του συνόρου Γ της Εξ. (7.1). (α) Οι 
κόµβοι Dirichlet χαρακτηρίζονται ως αποδεκτοί (µαύροι κύκλοι). Οι τιµές της άγνωστης συνάρτησης 

 231



στους αποδεκτούς κόµβους είναι ίσες µε τις αντίστοιχες συνθήκες Dirichlet. (β) Στους γειτονικούς 
κόµβους (άσπρα τετράγωνα) υπολογίζονται δοκιµαστικές τιµές της άγνωστης συνάρτησης µε βάση το 
αριθµητικό σχήµα. (γ) Εντοπισµός του έτοιµου κόµβου (γκρι τετράγωνο), δηλαδή του κόµβου που 
φέρει την ελάχιστη δοκιµαστική τιµή. (δ) Ο κόµβος W εισάγεται στο σύνολο των γειτονικών κόµβων 
και οι δοκιµαστικές τιµές της άγνωστης συνάρτησης στους W, N, S ανανεώνονται µε βάση το 
αριθµητικό σχήµα. (ε) Ο έτοιµος κόµβος εισάγεται στο σύνολο των αποδεκτών. 
 

Η µέθοδος ΤΒ χρησιµοποιεί τις τιµές στους κόµβους Dirichlet και βηµατίζει 
υπολογίζοντας την άγνωστη συνάρτηση [λύση της Εξ. (7.1)] σε κατάλληλα επιλεγµένους 
κόµβους. Κατά τον βηµατισµό της µεθόδου, οι κόµβοι του πλέγµατος χαρακτηρίζονται ως α) 
αποδεκτοί (accepted nodes), µε την έννοια ότι σε αυτούς έχει ολοκληρωθεί ο υπολογισµός 
της άγνωστης συνάρτησης και β) γειτονικοί (neighbor nodes) των αποδεκτών. Το σύνολο 
των γειτονικών κόµβων είναι το µέτωπο επίλυσης: στο δυναµικό σύνολο των γειτονικών 
κόµβων ξεκινούν και συνεχίζονται οι υπολογισµοί της άγνωστης συνάρτησης και οι 
ταξινοµήσεις. Ο αλγόριθµος ΤΒ περιγράφεται γραφικά για τµήµα συνόρου στο Σχήµα 7.12 
και περιλαµβάνει τα παρακάτω βήµατα: 
 
Α) Χαρακτηρισµός των κόµβων Dirichlet ως αποδεκτών. Συµβολίζονται µε µαύρους 
κύκλους στο Σχήµα 7.12. Η τιµή της άγνωστης συνάρτησης στους αποδεκτούς κόµβους είναι 
ίση µε την αντίστοιχη συνθήκη Dirichlet, ενώ σε όλους τους υπόλοιπους κόµβους θεωρείται 
∞. 

 
Β) Εντοπισµός των κόµβων που γειτνιάζουν µε τους αποδεκτούς και δεν ανήκουν στο 
σύνολο των αποδεκτών. Οι κόµβοι αυτοί χαρακτηρίζονται ως γειτονικοί. Στο Σχήµα 7.12 
συµβολίζονται µε λευκά τετράγωνα. 

 
Γ) Υπολογισµός δοκιµαστικής τιµής της u σε κάθε γειτονικό κόµβο µε βάση το αριθµητικό 
σχήµα που χρησιµοποιείται για τη διακριτοποίηση της Εξ. (7.1) [π.χ. το σχήµα της Εξ. 
(7.18)]. Αν στην εξίσωση που προκύπτει από το αριθµητικό σχήµα µετέχουν κόµβοι που δεν 
είναι αποδεκτοί, οι αντίστοιχες τιµές της άγνωστης συνάρτησης που τροφοδοτούνται στην 
εξίσωση είναι ∞. Για τον υπολογισµό δοκιµαστικής τιµής της άγνωστης συνάρτησης σε 
κόµβο, ουσιαστικά δεν χρησιµοποιούνται δοκιµαστικές τιµές της σε άλλους γειτονικούς, 
παρά µόνο οι τιµές στους αποδεκτούς (§7.4.3). 
 
∆) Εύρεση της ελάχιστης τιµής της άγνωστης συνάρτησης στο σύνολο δοκιµαστικών τιµών 
των γειτονικών κόµβων. Ο κόµβος που φέρει την ελάχιστη τιµή χαρακτηρίζεται ως έτοιµος 
(ready node). Στο Σχήµα 7.12, ο έτοιµος κόµβος συµβολίζεται µε γκρι τετράγωνο. 
 
Ε) Εισαγωγή των κόµβων που γειτνιάζουν µε τον έτοιµο στο σύνολο των γειτονικών, αν δεν 
ανήκουν ήδη σε αυτό ή στο σύνολο των αποδεκτών. 
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ΣΤ) Ανανέωση, µε βάση το χρησιµοποιούµενο αριθµητικό σχήµα, των δοκιµαστικών τιµών 
της άγνωστης συνάρτησης στους κόµβους που γειτνιάζουν µε τον έτοιµο και δεν ανήκουν 
στο σύνολο των αποδεκτών. Αν στην εξίσωση που προκύπτει από το αριθµητικό σχήµα  
υπάρχει κόµβος που δεν είναι αποδεκτός ή έτοιµος, η αντίστοιχη τιµή που τροφοδοτείται 
στην εξίσωση είναι ∞. Και σε αυτή την περίπτωση, για την ανανέωση των δοκιµαστικών 
τιµών της άγνωστης συνάρτησης δεν χρησιµοποιούνται δοκιµαστικές τιµές της, παρά µόνο οι 
τιµές στους αποδεκτούς και στον έτοιµο κόµβο. 
 
Ζ) Εισαγωγή του έτοιµου κόµβου στο σύνολο των αποδεκτών. 

 
Τα βήµατα (∆) έως και (Ζ) της παραπάνω διαδικασίας επαναλαµβάνονται όσο το 

σύνολο των γειτονικών κόµβων δεν είναι κενό. 
 
 

7.4.2 Γιατί η µέθοδος ταχυ-βηµατισµού µπορεί να χρησιµοποιηθεί στην επίλυσης της 
εξίσωσης Eikonal 
 

Η εξίσωση Eikonal [Εξ. (7.1)] είναι ένα µη γραµµικό υπερβολικό (είναι εξίσωση 
Hamilton Jacobi, §5.6) πρόβληµα συνοριακών τιµών. Όπως κάθε υπερβολικό πρόβληµα, 
µπορεί να επιλυθεί πάνω στις προβολές των χαρακτηριστικών. Σε αυτό ακριβώς βασίζεται η 
ιδέα για άµεσο τρόπο επίλυσης. Ο άµεσος τρόπος επίλυσης «χτίζει» τη λύση πάνω στις 
προβολές των χαρακτηριστικών [όπως η µέθοδος των χαρακτηριστικών δίνει τη λύση πάνω 
στις προβολές των χαρακτηριστικών (§5.9)]. 

Η εξίσωση Eikonal [Εξ. (7.1)] ορίζει το µέτρο του διανύσµατος µέγιστης αύξησης της 
λύσης. Οι προβολές των χαρακτηριστικών είναι εφαπτόµενες στο διάνυσµα µέγιστης 
αύξησης. Εποµένως, η εξίσωση Eikonal δίνει το µέτρο της αύξησης (που είναι η µέγιστη) 
πάνω στις προβολές των χαρακτηριστικών. Το πρώτο ζητούµενο του άµεσου τρόπου 
επίλυσης είναι να «βηµατίσει» πάνω στις προβολές των χαρακτηριστικών, οι οποίες 
καθορίζονται από τη µέγιστη αύξηση της λύσης. Τα αριθµητικά σχήµατα διακριτοποίησης 
της εξίσωσης Eikonal που περιγράφτηκαν στην §7.3.1 είναι ειδικά σχεδιασµένα για να 
ικανοποιήσουν αυτό το ζητούµενο. 

Επειδή η τιµή της λύσης αυξάνεται πάνω στις προβολές των χαρακτηριστικών, η τιµή 
της λύσης σε ένα τυχαίο σηµείο (το οποίο προφανώς ανήκει σε κάποια προβολή 
χαρακτηριστικής) θα εξαρτάται µόνο από µικρότερες τιµές της λύσης. Το δεύτερο ζητούµενο 
του άµεσου τρόπου επίλυσης είναι να «χτίζει» τη λύση, ξεκινώντας από τις συνοριακές 
συνθήκες, από µικρότερες προς µεγαλύτερες τιµές. 

Η µέθοδος ΤΒ χρησιµοποιεί αριθµητικό σχήµα διακριτοποίησης από την §7.3.1 και 
εποµένως ικανοποιεί το πρώτο ζητούµενο του αλγορίθµου άµεσης επίλυσης. Επίσης, 
υπολογίζει τη λύση από µικρότερες προς µεγαλύτερες τιµές. Αυτό εκπληρώνει η εισαγωγή 
του κόµβου µε την ελάχιστη δοκιµαστική τιµή (έτοιµου κόµβου) στο σύνολο των αποδεκτών 
σε κάθε βήµα του αλγορίθµου. Οι τιµές των έτοιµων κόµβων συνθέτουν τη λύση της 
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εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο ΤΒ. Συνεπώς, αν οι τιµές στους έτοιµους κόµβους σε κάθε 
βηµατισµό είναι σε αύξουσα τάξη µεγέθους, τότε η µέθοδος ΤΒ εκπληρώνει την απαίτηση 
για υπολογισµούς από µικρότερες προς µεγαλύτερες τιµές. Το µόνο που θα µπορούσε να 
διαταράξει την αύξουσα σειρά διάταξης τιµών στους έτοιµους κόµβους είναι η ανανέωση 
των τιµών γύρω από τον εκάστοτε έτοιµο κόµβο. Θα δειχθεί στην §7.4.3 ότι η ανανέωση των 
δοκιµαστικών τιµών γύρω από τον έτοιµο κόµβο δεν είναι δυνατό να οδηγήσει σε τιµή 
µικρότερη από αυτήν του έτοιµου. 

 
 
7.4.3 Υπολογισµός δοκιµαστικής τιµής 
 

Για τον υπολογισµό της δοκιµαστικής τιµής ui,j, χρησιµοποιείται το αριθµητικό σχήµα 
της Εξ. (7.18) µε µερικές παραγώγους 1ης τάξης [Εξ. (7.14) – (7.17)]:  

 
2 2

, 1, 1, , , , 1 , 1 , 2max , ,0 max , ,0i j i j i j i j i j i j i j i j
ij

u u u u u u u u
f

∆x ∆x ∆y ∆y
− + − +− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= .(7.31) 

 
Έστω ότι ο κόµβος (i–1,j) είναι ο έτοιµος, ο κόµβος (i,j+1) ανήκει στο σύνολο των 

αποδεκτών, και οι κόµβοι (i+1,j) και (i,j–1) ανήκουν το σύνολο των γειτονικών. Εφόσον οι 
τιµές σε όλους τους κόµβους εκτός των αποδεκτών και του έτοιµου θεωρείται ότι είναι ∞, η 
Εξ. (7.31) γίνεται: 

 
2 2

, 1, , 1 , 2max ,0 max ,0i j i j i j i j
ij

u u u u
f

∆x ∆y
− +− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (7.32) 

 
Η τιµή ui,j είναι ο άγνωστος της Εξ. (7.32), συνεπώς πριν τον υπολογισµό του δεν 

είναι δυνατό να υπολογιστούν οι συναρτήσεις max της Eξ. (7.32). Έστω ότι οι τιµές ui-1,j και 
ui,j+1 είναι µικρότερες από την ui,j (η παραδοχή θα ελεγχθεί µετά τη λύση). Συνεπώς η Εξ. 
(7.32) γίνεται: 

 
2 2

, 1, , 1 , 2 0i j i j i j i j
ij

u u u u
f

∆x ∆y
− +− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=      (7.33) 

 
Λύνοντας την παραπάνω εξίσωση προκύπτουν δύο λύσεις. Ο Sethian [Sethian 

(1996b)], οι Helmsen et al. [Helmsen et al. (1996)] και o Chopp [Chopp (2001)] αναφέρουν 
ότι επιλέγεται η µεγαλύτερη των δύο λύσεων χωρίς να εξηγούν γιατί. Στη συνέχεια 
περιγράφεται γιατί επιλέγεται η µεγαλύτερη λύση του τριωνύµου της Εξ. (7.33) και κυρίως 
πως εξασφαλίζεται ότι το τριώνυµο της Εξ. (7.33) έχει λύσεις.  
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Έστω ότι ο κόµβος Β στο Σχήµα 7.13 ανήκει στο σύνολο των αποδεκτών και οι 
Α,Ε,C,D ανήκουν στο σύνολο των γειτονικών. Έστω ότι ο Α είναι ο κόµβος µε την ελάχιστη 
δοκιµαστική τιµή, δηλαδή ο έτοιµος κόµβος. Η εξίσωση υπολογισµού της δοκιµαστικής 
τιµής στον κόµβο Ε, µε βάση την Εξ. (7.33) είναι: 
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2 0Ε Α Ε Β
Ε

u u u u f
∆x ∆y

⎛ ⎞− −⎛ ⎞ + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

A B

B

.      (7.34) 

 
Για την κατασκευή του τριωνύµου έχει θεωρηθεί ότι  

 

Eu u≥  και .        (7.35) Eu u≥

 
Επίσης, επειδή ο κόµβος Α είναι ο έτοιµος και ο Β αποδεκτός, ισχύει 

 

Au u≥ .         (7.36) 

B

A CE

D

 
Σχήµα 7.13 Τµήµα πλέγµατος. Ο κόµβος Β ανήκει στο σύνολο των αποδεκτών (µαύροι κύκλοι) και οι 
A, C, D, E στο σύνολο των γειτονικών (λευκά τετράγωνα), µε τον Α να φέρει την ελάχιστη τιµή 
(έτοιµος κόµβος, γκρι τετράγωνο). 

 
Το πρόβληµα υπολογισµού δοκιµαστικής τιµής στον κόµβο Ε (γεωµετρικά 

ισοδυναµεί µε την) ανάγεται στην εύρεση των σηµείων τοµής της έλλειψης 
 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 1A Β

E E

x u y u
f ∆x f ∆y
− −

+ = ,       (7.37) 

 
µε την ευθεία 
 
 y=x.          (7.38) 
 

∆ιακρίνονται τρεις περιπτώσεις: α) Υπάρχουν δύο σηµεία τοµής της ευθείας µε την 
έλλειψη, και το ένα από τα αυτά βρίσκεται στο πρώτο τεταρτηµόριο της έλλειψης (Σχήµα 
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7.14α). β) Υπάρχουν δύο σηµεία τοµής της ευθείας µε την έλλειψη, χωρίς κάποιο από αυτά 
να βρίσκεται στο πρώτο τεταρτηµόριο της έλλειψης (Σχήµα 7.14β). Οριακά σε αυτή την 
περίπτωση ανήκει και αυτή στην οποία η ευθεία εφάπτεται στην έλλειψη. γ) ∆εν υπάρχουν 
σηµεία τοµής της ευθείας µε την έλλειψη (Σχήµα 7.14γ). 
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(γ) 

Σχήµα 7.14 Γραφική παράσταση έλλειψης [Εξ. (7.37)] και ευθείας [Εξ. (7.38)]. (α) ∆ύο σηµεία 
τοµής, και το ένα από τα δύο σηµεία βρίσκεται στο πρώτο τεταρτηµόριο της έλλειψης. (β) ∆ύο 
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σηµεία τοµής, χωρίς κάποιο από αυτά να βρίσκεται στο πρώτο τεταρτηµόριο της έλλειψης. Οριακά 
σε αυτή την περίπτωση ανήκει και αυτή στην οποία η ευθεία εφάπτεται στην έλλειψη. (γ) Κανένα 
σηµείο τοµής. 
 

Για να είναι η διακρίνουσα του τριωνύµου θετική θα πρέπει να υπάρχουν δύο σηµεία 
τοµής ευθείας–έλλειψης [περιπτώσεις (α) και (β), Σχήµατα 7.14α και 7.14β] και για να 
ικανοποιούνται οι ανισώσεις (7.35) για τη ρίζα uE του τριωνύµου, θα πρέπει να υπάρχει 
σηµείο τοµής στο πρώτο τεταρτηµόριο της έλλειψης [περίπτωση (α), Σχήµα 7.14α]. Οι 
απαιτήσεις αυτές ικανοποιούνται ταυτόχρονα όταν η σχέση ευθείας–έλλειψης ανήκει στην 
περίπτωση (α), δηλαδή όταν η θέση και το σχήµα της έλλειψης που καθορίζονται από τα uA, 
uB, fE, ∆x και ∆y είναι τέτοια ώστε: 

 

A Eu f ∆x u+ ≥ B

A

B

u u

        (7.39) 
και 

B Eu f ∆y u+ ≥ .        (7.40) 
 

Το ερώτηµα είναι αν στο πρόβληµα υπολογισµού της δοκιµαστικής τιµής uE [Εξ. 
(7.34)], ισχύουν οι ανισώσεις (7.39) και (7.40). 

Η (7.39) συνεπάγεται ότι 
 

A B Eu u f ∆x≥ −  που ισχύει, διότι  [ανίσωση (7.35)]. Au u≥
 

Το άθροισµα  στο πρώτο µέλος της ανίσωσης (7.40) είναι η 

δοκιµαστική τιµή του γειτονικού κόµβου Ε πριν την ανανέωση µέσω της Εξ. (7.34). Από το 
Σχήµα 7.13 φαίνεται ότι για τον υπολογισµό της u

,E OLD B Eu u f ∆y= +

E,OLD, µόνο ο αποδεκτός κόµβος Β είχε 
χρησιµοποιηθεί. Είναι , διότι αν ,E OLD Au ≥ ,E OLD Au ≤ , o E και όχι ο Α θα ήταν ο έτοιµος 

κόµβος. Συνεπώς ισχύει και ο περιορισµός της ανίσωσης (7.40). 
Λόγω της ισχύος των ανισώσεων (7.39) και (7.40), η διακρίνουσα του τριωνύµου της 

Εξ. (7.34) είναι πάντα θετική, υπάρχουν πάντα δύο λύσεις – σηµεία τοµής της ευθείας µε την 
έλλειψη. Το θετικό πρόσηµο της διακρίνουσας του τριωνύµου επιβεβαιώνεται επιβάλλοντας 
τις ανισώσεις (7.39) και (7.40) στην εξίσωση που δίνει τη διακρίνουσα του τριωνύµου της 
Εξ. (7.34): 

 

( ) ( 22 2 2
2 2

4
E A∆ f ∆x ∆y u u

∆x ∆y
⎡= + −⎣ )B

⎤− ⎦ .     (7.41) 

 
Το δεύτερο που προκύπτει από τις ανισώσεις (7.39) και (7.40), είναι ότι η µία από τις 

δύο λύσεις του τριωνύµου είναι µεγαλύτερη από uA και uB (Σχήµα 7.14α). Η δεύτερη λύση 
είναι µικρότερη από uA και uB (Σχήµα 7.14α) και λόγω των ανισώσεων (7.35) δεν είναι 
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αποδεκτή. Έτσι αιτιολογείται η επιλογή της µεγαλύτερης των δύο λύσεων του τριωνύµου της 
Εξ. (7.34). Με την επιλογή της µεγαλύτερης των δύο λύσεων εξασφαλίζεται ότι η ανανέωση 
των δοκιµαστικών τιµών γύρω από τον έτοιµο κόµβο Α δεν είναι δυνατό να οδηγήσει σε τιµή 
µικρότερη από αυτήν του έτοιµου (§7.4.2). 

Τα ίδια συµπεράσµατα προκύπτουν και στην περίπτωση όπου  αλλά και σε 
κάθε πιθανή διαµόρφωση κόµβων γύρω από τον κόµβο Ε. 

Bu u≥ A

 
 
7.4.4 Εύρεση ελαχίστης δοκιµαστικής τιµής µε φίλτρο ελαχίστου 

 
Η µέθοδος ΤΒ βασίζεται σε διεργασίες στο σύνολο των γειτονικών κόµβων:  εύρεση 

του γειτονικού κόµβου µε την ελάχιστη δοκιµαστική τιµή [βήµα (∆)], εισαγωγή νέων 
κόµβων στο σύνολο των γειτονικών [βήµα (Ε)], ανανέωση δοκιµαστικών τιµών σε 
γειτονικούς κόµβους [βήµα (ΣΤ)] και διαγραφή κόµβου από το σύνολο των γειτονικών [βήµα 
(Ζ)]. 

Οι παραπάνω διαδικασίες γίνονται ευκολότερες όταν οι γειτονικοί κόµβοι 
φιλοξενούνται σε φίλτρο ελαχίστου. Το φίλτρο ελαχίστου είναι υλοποίηση ουράς 
προτεραιότητας. Ουρά προτεραιότητας {priority queue, [Γεωργακόπουλος (2002), σ. 55]} 
καλείται µία δοµή δεδοµένων µε την οποία είναι εφικτή η ταχεία εισαγωγή και διαγραφή 
στοιχείων συλλογής, καθώς και ο άµεσος εντοπισµός του ελαχίστου (µεγίστου) στοιχείου. Η 
υλοποίηση µιας δοµής δεδοµένων περιλαµβάνει το σχήµα καταχώρισης των δεδοµένων και 
τους αλγόριθµους χειρισµού τους. Στο φίλτρο ελαχίστου, τα δεδοµένα καταχωρούνται σε 
δυαδικό δένδρο (Παράρτηµα Ε) που ικανοποιεί τη συνθήκη φίλτρου {heap condition, 
[Sedgewick (1992), σ. 149]} ελαχίστου: κάθε κόµβος του δυαδικού δένδρου περιέχει στοιχείο 
µικρότερο ή ίσο από τα στοιχεία των θυγατρικών του κόµβων. Οι αλγόριθµοι χειρισµού 
δεδοµένων του φίλτρου ελαχίστου (π.χ. εισαγωγή, διαγραφή, εύρεση ελαχίστου) οφείλουν να 
διατηρούν αναλλοίωτη την παραπάνω συνθήκη. 

Στην περίπτωση της µεθόδου ΤΒ, δεδοµένα είναι οι γειτονικοί κόµβοι, ή πιο 
συγκεκριµένα είναι αντικείµενα µε χαρακτηριστικά α) τη θέση γειτονικού κόµβου στο 
πλέγµα και β) τη δοκιµαστική τιµή της άγνωστης συνάρτησης σε αυτόν, που αποτελεί και το 
στοιχείο διάταξης του δεδοµένου. Στο Σχήµα 7.15 φαίνεται η καταχώριση γειτονικών 
κόµβων σε φίλτρο ελαχίστου. 

Το ελάχιστο στοιχείο βρίσκεται πάντα στην ρίζα (κορυφή) του δένδρου, συνεπώς η 
διαδικασία για την εύρεση ελαχίστου είναι Ο(1). Επίσης, η διαδικασία ανανέωσης 
δοκιµαστικής τιµής της άγνωστης συνάρτησης σε γειτονικό κόµβο, είναι Ο(log2k), όπου k το 
πλήθος των γειτονικών κόµβων (των δεδοµένων του δένδρου) ή Ο(1), αν διατηρείται 
βοηθητικός πίνακας µε τη θέση του γειτονικού κόµβου στο δυαδικό δένδρο. Αν για 
παράδειγµα, απαιτηθεί η ανανέωση της τιµής στον κόµβο (i,j) του πλέγµατος, µε τη 
χρησιµοποίηση του βοηθητικού πίνακα εντοπίζεται άµεσα η θέση του κόµβου στο δυαδικό 
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δένδρο. Οι διαδικασίες εισαγωγής και διαγραφής στοιχείου από το φίλτρο ελαχίστου είναι 
επίσης Ο(log2k). 

Στο Παράρτηµα Ε περιέχονται περισσότερες λεπτοµέρειες για το φίλτρο ελαχίστου, 
όπως ο υπολογισµός της τάξης (πολυπλοκότητας) των αλγορίθµων χειρισµού δεδοµένων και 
ο τρόπος αποθήκευσης των δεδοµένων, καθώς και η σύγκριση του φίλτρου ελαχίστου µε 
άλλους αλγορίθµους εύρεσης ελαχίστου. Υπάρχουν ακόµη πληροφορίες για τις βασικές 
έννοιες του δυαδικού δένδρου. 

0.20 (5,4)

0.22 (5,6)

0.32 (6,7)

0.42 (3,1) 0.39 (2,2)

0.26 (7,7)

0.42 (3,4) 0.39 (7,8)

0.29 (4,4)

0.33 (6,8)

0.49 (5,5) 0.34 (1,2)

0.44 (4,5)

0.41 (7,6) 0.39 (6,6)
 

Σχήµα 7.15 ∆υαδικό δένδρο που περιέχει τις δοκιµαστικές τιµές της άγνωστης συνάρτησης και τις 
θέσεις των γειτονικών κόµβων στο πλέγµα. Για παράδειγµα, ο γειτονικός κόµβος στη ρίζα (κορυφή) 
του δυαδικού δένδρου έχει δοκιµαστική τιµή u=0.2 και η θέση του στο πλέγµα είναι i=5, j=4. 
 
 
7.4.5 Πολυπλοκότητα της µεθόδου ταχυ-βηµατισµού 
 

Η πολυπλοκότητα των αλγορίθµων χειρισµού των δεδοµένων στο φίλτρο ελαχίστου 
καθορίζει και την πολυπλοκότητα της µεθόδου ΤΒ. Το πιο αργό στάδιο της µεθόδου είναι η 
εύρεση της ελάχιστης δοκιµαστικής τιµής της άγνωστης συνάρτησης στο σύνολο των 
γειτονικών [Osher & Fedkiw (2003), σ. 70]. Η µέθοδος ΤΒ είναι Ο(Νlog2N) [Sethian 
(1999b)] στη χείριστη περίπτωση, όπου Ν είναι το πλήθος των κόµβων του πλέγµατος.ℜ Αν 
σε κάθε βήµα της µεθόδου ΤΒ βρίσκεται το ελάχιστο µε µια απλή µέθοδο εντοπισµού 
ελαχίστου Ο(N), τότε η µέθοδος ΤΒ θα είναι O(Ν2). Με τη χρησιµοποίηση του φίλτρου 
ελαχίστου, η µέθοδος TB επιταχύνεται κατά ένα παράγοντα ανάλογο του N/log2N. 
 Στο Σχήµα 7.16 φαίνεται στην πράξη η επίδραση του αλγόριθµου εύρεσης ελαχίστης 
δοκιµαστικής τιµής στο χρόνο επίλυσης της εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο ΤΒ [Σπετσιέρης 
(2004)]. Για την εύρεση της ελάχιστης δοκιµαστικής τιµής της άγνωστης συνάρτησης στο 
σύνολο των γειτονικών κόµβων χρησιµοποιείται α) φίλτρο ελαχίστου και β) µια απλή 
µέθοδος Ο(Ν) που σαρώνει κάθε φορά τις δοκιµαστικές τιµές  και εντοπίζει την ελάχιστη µε 

                                                 
ℜ Στις περισσότερες εργασίες η πολυπλοκότητα αναφέρεται ως ΝlogN, η οποία είναι ίδια µε την Νlog2N, αφού 
ΝlogN =  Νlog2Ν/log210. Η πολυπλοκότητα της µεθόδου ΤΒ καθορίζεται από τις διαδικασίες χειρισµού των 
δεδοµένων του φίλτρου ελαχίστου. Ο όρος log2Ν εκφράζει (Παράρτηµα Ε) το ύψος του πλήρως ισορροπηµένου 
δυαδικού δένδρου στο οποίο αποθηκεύεται το σύνολο των γειτονικών κόµβων. 
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διαδοχικές συγκρίσεις. Στο Σχήµα 7.16, φαίνεται ο χρόνος επίλυσης συναρτήσει του πλήθους 
των κόµβων του αριθµητικού πλέγµατος για το πρόβληµα 7.Α (πρόβληµα σε δύο διαστάσεις, 
2δ). Στο ίδιο σχήµα, φαίνονται αντίστοιχα αποτελέσµατα για ένα πρόβληµα σε τρεις 
διαστάσεις (3δ). Και για τα δύο προβλήµατα, και ειδικά για το πρόβληµα σε τρεις 
διαστάσεις, φαίνεται το πλεονέκτηµα χρησιµοποίησης του φίλτρου ελαχίστου. Αναφέρεται 
χαρακτηριστικά ότι για ένα πλέγµα 150x150x150, ο χρόνος επίλυσης είναι περίπου 80s µε 
φίλτρο ελαχίστου και περίπου 1h χωρίς φίλτρο ελαχίστου. 
 Από το Σχήµα 7.16 µπορεί να επιβεβαιωθεί στην πράξη η πολυπλοκότητα της 
µεθόδου ΤΒ µε το φίλτρο ελαχίστου. Ένα σηµείο που αξίζει αναφοράς είναι ότι για το ίδιο 
πλήθος κόµβων, ο χρόνος επίλυσης για το πρόβληµα σε δύο διαστάσεις είναι µικρότερος (2-3 
φορές) από αυτόν για το πρόβληµα σε τρεις διαστάσεις. Αυτό οφείλεται στο ότι στην πράξη 
ο χρόνος επίλυσης είναι ανάλογος του Μlog2M, όπου Μ είναι το µέσο πλήθος γειτονικών 
κόµβων κατά τη διαδικασία επίλυσης. Το πλήθος των γειτονικών κόµβων σε προβλήµατα σε 
τρεις διαστάσεις είναι γενικά µεγαλύτερο από τα αντίστοιχα σε δύο. 

πλήθος κόµβων πλέγµατος
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Σχήµα 7.16 Επίδραση του αλγορίθµου εύρεσης της ελάχιστης δοκιµαστικής τιµής στο χρόνο επίλυσης 
της εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο Godunov/ΤΒ [Σπετσιέρης (2004)]. Ο χρόνος επίλυσης 
συναρτήσει του πλήθους των κόµβων του αριθµητικού πλέγµατος χρησιµοποιώντας φίλτρο 
ελαχίστου και µια απλή µέθοδο Ο(Ν) που σαρώνει κάθε φορά τις δοκιµαστικές τιµές και εντοπίζει 
την ελάχιστη µε διαδοχικές συγκρίσεις. Παρουσιάζονται αποτελέσµατα για το πρόβληµα 7.Α 
(πρόβληµα σε δύο διαστάσεις, 2δ) µε τετραγωνικό αριθµητικό πλέγµα, και για ένα πρόβληµα σε τρεις 
διαστάσεις (3δ) µε κυβικό αριθµητικό πλέγµα. 
 
 
7.4.6 Προσαρµογή τυχαίου συνόρου σε αριθµητικό πλέγµα και επιβολή των συνθηκών 
Dirichlet της εξίσωσης Eikonal 
 

Στα προβλήµατα 7.A και 7.Β το σύνορο Γ πάνω στο οποίο ορίζονται συνθήκες 
Dirichlet [συνάρτηση g(x) της Εξ. (7.1)] ταυτίζεται µε το σύνορο ∂Ω του υπολογιστικού 
χωρίου Ω. Στη γενική περίπτωση ωστόσο, το σύνορο Γ είναι οποιαδήποτε κλειστή καµπύλη 
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στο Ω. Στο Σχήµα 7.17 φαίνονται δύο παραδείγµατα. Όταν το σύνορο Γ δεν ταυτίζεται µε το 
σύνορο ∂Ω, χωρίζει το υπολογιστικό χωρίο σε εξωτερικό και εσωτερικό του συνόρου Γ και 
τους κόµβους του αριθµητικού πλέγµατος σε εξωτερικούς και εσωτερικούς. 
 

x

y

σύνορο Γ

εξωτερικός
κόµβος

εσωτερικός
κόµβος

χωρίο Ω

x
y

χωρίο Ω

 
(α) (β) 

Σχήµα 7.17 Το σύνορο Γ πάνω στο οποίο ορίζονται οι συνθήκες Dirichlet της εξίσωσης Eikonal. Το Γ 
χωρίζει τους κόµβους του πλέγµατος σε εσωτερικούς και εξωτερικούς. (α) Τα σηµεία τοµής του 
συνόρου Γ µε το πλέγµα είναι κόµβοι του πλέγµατος. (β) Τα σηµεία τοµής του συνόρου Γ µε το 
πλέγµα δεν είναι µόνο κόµβοι του πλέγµατος. 
 

Και στις δύο περιπτώσεις, για την επίλυση της εξίσωσης Eikonal, χρειάζεται η 
προσαρµογή του συνόρου Γ στο αριθµητικό πλέγµα. Η διαφορά στα δύο σύνορα του 
Σχήµατος 7.17, είναι ότι αυτό του Σχήµατος 7.17α τέµνει το αριθµητικό πλέγµα µόνο σε 
κόµβους του πλέγµατος, ενώ το αντίστοιχο του Σχήµατος 7.17β τέµνει το πλέγµα και σε 
άλλα σηµεία. Έτσι, στο σύνορο του Σχήµατος 7.17α και µετά την προσαρµογή του στο 
αριθµητικό πλέγµα, η επιβολή των συνθηκών Dirichlet είναι άµεση µέσω της συνάρτησης 
g(x) της Εξ. (7.1). Στην περίπτωση του συνόρου του Σχήµατος 7.17β, εκτός από την 
προσαρµογή χρειάζεται και προεκβολή των συνθηκών Dirichlet που υπαγορεύει η 
συνάρτηση g(x), x ∈ Γ, της Εξ. (7.1), σε κόµβους του πλέγµατος. 

Το πρόβληµα που µελετάται στην παρούσα παράγραφο, αφορά σε τυχαίο κλειστό 
σύνορο Γ,ℜ πάνω στο οποίο ορίζονται οι συνθήκες Dirichlet που περιγράφονται από τη 
συνάρτηση g(x), x ∈ Γ και συνίσταται από τα παρακάτω διαδοχικά βήµατα: α) Προσαρµογή 
του Γ σε αριθµητικό πλέγµα (§7.4.6.1). β) Εντοπισµός των κόµβων Dirichlet, δηλαδή των 
κόµβων στους οποίους θα αποδοθούν οι συνθήκες Dirichlet (§7.4.6.2). γ) Προεκβολή των 
συνθηκών Dirichlet στους κόµβους του βήµατος (β) (§7.4.6.3). Τα βήµατα (α) και (β) είναι 
γενικά και δεν απαιτούν τη µέθοδο ΤΒ. Η µέθοδος ΤΒ χρησιµοποιείται στο βήµα (γ), και για 
αυτό το λόγο το συνολικό πρόβληµα µελετάται και επιλύεται στο πλαίσιο της µεθόδου ΤΒ. 

                                                 
ℜ που δεν τέµνει το εαυτό του. 
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Το πρόβληµα προσαρµογής τυχαίου συνόρου σε αριθµητικό πλέγµα και επιβολής των 
συνθηκών Dirichlet της εξίσωσης Eikonal αφορά κάθε προσέγγιση επίλυσης της εξίσωσης 
Eikonal, δηλαδή και τις µεθόδους EIO/Galerkin-ΠΣ/NR και Godunov/NR. Θα µπορούσε να 
θεωρηθεί και σαν αυτόνοµο βήµα των αλγορίθµων επίλυσης τόσο του «στατικού» (Σχήµα 5.10) 
όσο και του «γενικού» (Σχήµα 5.9) προβλήµατος εξέλιξης συνόρου. 
 
 
7.4.6.1 Αλγόριθµος προσαρµογής συνόρου σε αριθµητικό πλέγµα 
 

Η προσαρµογή συνόρου σε αριθµητικό καρτεσιανό πλέγµα ανάγεται στην εύρεση 
των σηµείων τοµής αυτού µε τις πλεγµατικές γραµµές. Υπάρχει µια πρόσθετη απαίτηση: τα 
σηµεία τοµής του συνόρου µε τις πλεγµατικές γραµµές θα πρέπει να διαταχθούν µε βάση το 
µήκος τόξου του συνόρου, διότι ενδεχοµένως απαιτηθεί ολοκλήρωση πάνω στο σύνορο σε 
άλλο βήµα της συνολικής διαδικασίας εξέλιξης συνόρου µε τη µέθοδο των ισοϋψών (§3). 

Η διακριτή µορφή του συνόρου είναι σειρά σηµείων που ορίζουν ευθύγραµµα 
τµήµατα. Έστω ευθύγραµµο τµήµα συνόρου AB (Σχήµα 7.18α). Για την προσαρµογή του 
στο πλέγµα, αρχικά προσδιορίζονται τα σηµεία τοµής του µε τις πλεγµατικές γραµµές: 
σηµεία A,Α3,Α6,Α9 για τις x-γραµµές και Α,Α1,Α2,Α4,Α5,Α7,Α8,Α10,Β για τις y-γραµµές στο 
Σχήµα 7.18α. Στη συνέχεια, υπολογίζονται οι αποστάσεις όλων των σηµείων τοµής από την 
αρχή του τµήµατος (σηµείο Α στο Σχήµα 7.18α). Με βάση τις αποστάσεις από την αρχή του 
τµήµατος, τα σηµεία τοµής ταξινοµούνται και προστίθενται µε αύξουσα σειρά απόστασης 
στη λίστα των σηµείων ορισµού του προσαρµοσµένου στο πλέγµα συνόρου. Τα τµήµατα του 
συνόρου υποβάλλονται στην παραπάνω διαδικασία διαδοχικά (αρχικά το 1ο, έπειτα το 2ο, 
κοκ). Με τον τρόπο αυτό ικανοποιείται η πρόσθετη απαίτηση της προσαρµογής για τη 
διάταξη των σηµείων τοµής. 

Τα προ της προσαρµογής σηµεία του τµήµατος συνόρου στο Σχήµα 7.18α είναι τα Α 
και Β, ενώ µετά την προσαρµογή τα σηµεία είναι τα Α,A1,A2,A3,A4,A5,Α6,Α7,Α8,Α9,Α10,B. 
Το σχήµα του συνόρου δεν αλλάζει µε την προσαρµογή. Γενικά, το σχήµα του συνόρου δεν 
αλλοιώνεται µε την προσαρµογή, µόνον αν το αρχικό και τελικό σηµείο κάθε ευθύγραµµου 
τµήµατος του συνόρου ανήκει σε πλεγµατική γραµµή. Το ευθύγραµµο τµήµα στο Σχήµα 
7.18α ικανοποιεί αυτή την απαίτηση. Αναγκαία συνθήκη για τη διατήρηση του σχήµατος του 
συνόρου είναι τα ευθύγραµµα τµήµατα που συνθέτουν το σύνορο να έχουν µήκος 
µεγαλύτερο από τις πλεγµατικές σταθερές. Αυτό δεν αποτελεί και ικανή συνθήκη, όπως 
φαίνεται στο Σχήµα 7.18β. Η αλλοίωση του σχήµατος του συνόρου είναι εντονότερη όταν τα 
ευθύγραµµα τµήµατα που το ορίζουν είναι µικρότερα από τις πλεγµατικές σταθερές. Στο 
Σχήµα 7.18γ το τµήµα ABCDEF του συνόρου αντικαθίσταται µετά την προσαρµογή µε το 
ευθύγραµµο τµήµα AF. Γενικά, κατά την προσαρµογή συνόρου σε πλέγµα δεν µπορεί να 
αποφευχθεί η αλλοίωση του σχήµατος του συνόρου, παρά µόνο να περιοριστεί µε πυκνή 
διαµέριση. 
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A

B

A1

A2

A3

A4 A5 A6 A7
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(β) 

σύνορο πριν την προσαρµογή
σύνορο µετά την προσαρµογή

A

B

C

D
E

F

 
(γ) 

Σχήµα 7.18 Προσαρµογή τµήµατος συνόρου σε πλέγµα. (α) Το ευθύγραµµο τµήµα AB (που ορίζεται 
από τα διαδοχικά σηµεία A, B του συνόρου) προσαρµόζεται σε πλέγµα. Τα σηµεία του συνόρου µετά 
την προσαρµογή είναι τα Α,A1,A2,A3,A4,A5,Α6,Α7,Α8,Α9,Α10,B. Τα σηµεία A και B ανήκουν σε 
πλεγµατικές γραµµές και άρα η προσαρµογή διατηρεί το σχήµα του συνόρου. (β) Τα ευθύγραµµα 
τµήµατα συνόρου AB και BC προσαρµόζονται σε πλέγµα. Το Β δεν ανήκει σε πλεγµατική γραµµή 
και το σχήµα του συνόρου αλλοιώνεται: το νέο σύνορο δεν περιέχει το σηµείο Β. (γ) Τα ευθύγραµµα 
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τµήµατα συνόρου AB, BC, CD, DE  και EF προσαρµόζονται σε πλέγµα. Οι πλεγµατικές σταθερές 
είναι µεγαλύτερες από τα ευθύγραµµα τµήµατα και η προσαρµογή αλλοιώνει το σχήµα του συνόρου. 
 
 
7.4.6.2 Εντοπισµός των κόµβων του πλέγµατος στους οποίους αποδίδονται οι συνθήκες 
Dirichlet 

 
Ο αλγόριθµος εντοπισµού των κόµβων του πλέγµατος στους οποίους αποδίδονται οι 

συνθήκες Dirichlet (κόµβοι Dirichlet) που ακολουθεί, έχει δύο προϋποθέσεις: α) Το σύνορο 
Γ, πάνω στο οποίο ορίζονται οι συνθήκες Dirichlet [g(x), x ∈ Γ] της εξίσωσης Eikonal [Εξ. 
(7.1)], θα πρέπει να είναι προσαρµοσµένο στο αριθµητικό πλέγµα (§7.4.6.1). β) Συµβατικά, 
θα πρέπει τα σηµεία που ορίζουν το σύνορο Γ να είναι µε τέτοια σειρά, ώστε αριστερά να 
βρίσκεται το εξωτερικό του συνόρου. Ο αλγόριθµος εντοπίζει κόµβους Dirichlet στο 
εξωτερικό και εξωτερικό του συνόρου Γ και συλλέγει πληροφορίες για τη θέση του συνόρου 
Γ ως προς αυτούς, απαραίτητες για τον υπολογισµό των αντίστοιχων τιµών Dirichlet σε 
αυτούς (§7.4.6.3). 

 

Bk

Bk-1

Bk+1

Bk+2εκτός

εντός

AW

N

 
Σχήµα 7.19 Τµήµα συνόρου που ορίζεται από τα σηµεία Βk-1, Βk, Βk+1, Βk+2 (µαύροι κύκλοι) που δεν 
είναι κόµβοι του πλέγµατος. Οι κόµβοι Dirichlet (άσπρα τετράγωνα) διακρίνονται σε εξωτερικούς και 
εσωτερικούς. 
 

Το σύνολο των κόµβων Dirichlet αποτελείται από κόµβους του πλέγµατος στη 
γειτονιά του συνόρου Γ, και πιο συγκεκριµένα από κόµβους του πλέγµατος που έχουν ένα 
τουλάχιστο πρώτο γείτονα στην άλλη πλευρά του συνόρου Γ. Πρώτοι γείτονες ενός κόµβου 
σε πλέγµα ορίζονται ο προηγούµενος και επόµενος του εν λόγω κόµβου στις πλεγµατικές 
γραµµές που ανήκει. Για την εύρεση των κόµβων Dirichlet, εξετάζονται σειριακά όλα τα 
σηµεία ορισµού του συνόρου Γ. Για κάθε σηµείο του Γ εντοπίζεται η θέση του στο 
καρτεσιανό αριθµητικό πλέγµα µε παρεµβολή. Με βάση τη θέση του Γ πριν και µετά το 
εξεταζόµενο σηµείο ορισµού του, χαρακτηρίζονται ως κόµβοι Dirichlet ένας ή περισσότεροι 
κόµβοι του πλέγµατος στη γειτονιά του σηµείου. Επίσης, αποθηκεύονται τα σηµεία του 
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συνόρου που αυτός ή αυτοί γειτνιάζουν και ο αντίστοιχος προσανατολισµός των σηµείων ως 
προς τους κόµβους Dirichlet. Για παράδειγµα στο Σχήµα 7.19, όταν εξεταζόµενο σηµείο του 
συνόρου είναι το Bk, προκύπτει ότι α) ο κόµβος Α είναι κόµβος Dirichlet στο εξωτερικό του 
συνόρου και β) έχει στα νότιά του το σηµείο Βk του συνόρου. Όταν εξεταζόµενο σηµείο του 
συνόρου είναι το Bk+1, προκύπτει ότι α) ο κόµβος Α είναι κόµβος Dirichlet στο εξωτερικό 
του συνόρου και β) έχει στα ανατολικά του το σηµείο Βk+1 του συνόρου. 

Μετά την εξέταση όλων των σηµείων του συνόρου Γ, και προκειµένου να 
συµπληρωθούν οι πληροφορίες για κάθε κόµβο Dirichlet, ακολουθεί σύνθεση των 
πληροφοριών για τους κόµβους Dirichlet. Με το πέρας των παραπάνω διαδικασιών α) είναι 
γνωστοί οι κόµβοι Dirichlet στο εξωτερικό της καµπύλης και β) είναι γνωστά τα σηµεία της 
καµπύλης µε τα οποία κάθε εξωτερικός κόµβος Dirichlet γειτνιάζει, καθώς και ο 
προσανατολισµός τους ως προς αυτόν. Αξιοποιώντας τον προσανατολισµό του συνόρου ως 
προς κάθε εξωτερικό κόµβο Dirichlet, προκύπτουν οι κόµβοι Dirichlet και από την άλλη 
πλευρά, στο εσωτερικό του συνόρου. 

Στο Σχήµα 7.20 και στον Πίνακα 7.ΙΙΙ περιγράφεται παράδειγµα εφαρµογής του 
αλγόριθµου εντοπισµού των κόµβων Dirichlet για ένα τµήµα συνόρου Γ: Στο Σχήµα 7.20 
φαίνονται οι εξωτερικοί και εσωτερικοί κόµβοι Dirichlet και στον Πίνακα 7.ΙΙΙ φαίνονται οι 
πληροφορίες για τον προσανατολισµό του συνόρου Γ ως προς κάθε εξωτερικό κόµβο 
Dirichlet. 

x
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Σχήµα 7.20  Εξωτερικοί (κύκλοι) και εσωτερικοί (τετράγωνα) κόµβοι Dirichlet για τµήµα συνόρου  Γ. 
Πληροφορίες για τους εξωτερικούς κόµβους υπάρχουν στον Πίνακα 7.Ι. 
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Πίνακας 7.Ι Οι πληροφορίες για τους κόµβους Dirichlet για το τµήµα συνόρου Γ του Σχήµατος 7.20. 
x, y είναι οι συντεταγµένες των εξωτερικών κόµβων Dirichlet. Οι κεφαλίδες E, W, N και S είναι τα 
αρχικά των αγγλικών λέξεων East (Ανατολή), West (∆ύση), North (Βορράς) και South (Νότος), και 
οι αντίστοιχες στήλες περιέχουν πληροφορία για τον προσανατολισµό του συνόρου ως προς τον 
κόµβο Dirichlet. Η τιµή 0 στη στήλη Ε σηµαίνει ότι δεν υπάρχει σηµείο του συνόρου ανατολικά του 
κόµβου Dirichlet. Αντίθετα, αν η τιµή στη στήλη Ε είναι 1, τότε υπάρχει σηµείο του συνόρου 
ανατολικά του κόµβου Dirichlet και το σηµείο αυτό του συνόρου φαίνεται στη στήλη nE. Για 
παράδειγµα, ο κόµβος Dirichlet µε συντεταγµένες (1.7,0.2), έχει το σηµείο 38 του συνόρου στα 
ανατολικά του και το σηµείο 37 του συνόρου στα νότιά του. 
 

x y E W N S nE nW nN nS x y E W N S nE nW nN nS 
0 2.1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0.7 0 1 0 1 0 24 0 25 

0.1 2.1 0 0 0 1 0 0 0 2 1.1 0.6 0 1 0 1 0 26 0 27 
0.2 2.1 0 0 0 1 0 0 0 3 1.2 0.5 0 1 0 0 0 28 0 0 
0.3 2 0 1 0 1 0 4 0 5 1.2 0.4 0 1 0 1 0 29 0 30 
0.4 1.9 0 1 0 0 0 6 0 0 1.3 0.3 0 1 0 1 0 31 0 32 
0.4 1.8 0 1 0 1 0 7 0 8 1.4 0.2 0 1 0 1 0 33 0 34 
0.5 1.7 0 1 0 1 0 9 0 10 1.5 0.2 0 0 0 1 0 0 0 35 
0.6 1.6 0 1 0 0 0 11 0 0 1.6 0.2 0 0 0 1 0 0 0 36 
0.6 1.5 0 1 0 1 0 12 0 13 1.7 0.2 1 0 0 1 38 0 0 37 
0.7 1.4 0 1 0 0 0 14 0 0 1.8 0.3 1 0 0 1 40 0 0 39 
0.7 1.3 0 1 0 1 0 15 0 16 1.9 0.4 1 0 0 1 42 0 0 41 
0.8 1.2 0 1 0 0 0 17 0 0 2 0.5 1 0 0 1 44 0 0 43 
0.8 1.1 0 1 0 1 0 18 0 19 2 0.6 1 0 0 0 45 0 0 0 
0.9 1 0 1 0 0 0 20 0 0 2.1 0.7 1 0 0 1 47 0 0 46 
0.9 0.9 0 1 0 1 0 21 0 22 2.2 0.8 0 0 0 1 0 0 0 48 
1 0.8 0 1 0 0 0 23 0 0           

 
 
7.4.6.3 Προεκβολή των συνθηκών Dirichlet  

 
Οι τιµές στους κόµβους Dirichlet υπολογίζονται µε βάση το αριθµητικό σχήµα 

επίλυσης της εξίσωσης Eikonal [Εξ. (7.18) µε 1ης τάξης µερικές παραγώγους, Εξ. (7.14) – 
(7.17)]. Για παράδειγµα, για τον υπολογισµό της τιµής στον κόµβο Α του Σχήµατος 7.19 
χρησιµοποιούνται οι γνωστές συνθήκες Dirichlet στα σηµεία του συνόρου Βk και Bk+1. Στους 
κόµβους W και N, δυτικά και βόρεια του κόµβου Α αντίστοιχα, η τιµή της άγνωστης 
συνάρτησης θεωρείται ∞. 

Όλες οι πιθανές περιπτώσεις προσανατολισµού κόµβου Dirichlet ως προς σύνορο,  
ανάγονται σε 5 [Adalsteinsson & Sethian (1999)] και περιγράφονται στο Σχήµα 7.21. Η τιµή 
στον κόµβο Α, uA, του Σχήµατος 7.21 υπολογίζεται για κάθε µία από αυτές τις περιπτώσεις. 
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Σχήµα 7.21 Οι 5 πιθανές περιπτώσεις προσανατολισµού συνόρου ως προς τον κόµβο Α. 
 

Στο Σχήµα 7.21α, µόνο ένας γείτονας του κόµβου Α είναι στην άλλη πλευρά του 
συνόρου. Από το αριθµητικό σχήµα προκύπτει ότι η τιµή στον κόµβο Α δίδεται από την 
εξίσωση: 
 

uA – uB = fA⋅ (yA – yB)        (7.42) 
 
όπου fA η τιµή της συνάρτησης f της Εξ. (7.1) στον κόµβο Α. 

Στο Σχήµα 7.21β, δύο γείτονες του κόµβου Α βρίσκονται στην άλλη πλευρά του 
συνόρου. Η τιµή στον κόµβο Α υπολογίζεται από την εξίσωση: 
 

2 2
2C A A B

A
C A A B

u u u u f
x x y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

= .      (7.43) 

 
Στο Σχήµα 7.21γ, η τιµή στον κόµβο Α υπολογίζεται από την εξίσωση: 
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22
2max , ,0C A A B D A

A
C A A B D A

u u u u u u f
x x y y y y

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛− − −
− + −⎢⎜ ⎟ ⎜− − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎞
=⎥⎟ .   (7.44) 

  
Στο Σχήµα 7.21δ, η uA υπολογίζεται από την εξίσωση: 

 

max , ,0C AA B
A

A B C A

u uu u f
y y y y

⎛ ⎞−−
− =⎜ − −⎝ ⎠

⎟ .      (7.45) 

 
Στο Σχήµα 7.21ε, η uA υπολογίζεται από την εξίσωση: 
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=⎟

                                                

. (7.46) 

 
Οι τιµές uB, uC, uD και uE των Εξ. (7.42) – (7.46) προκύπτουν άµεσα από τη 

συνάρτηση g(x) της Εξ. (7.1). Για παράδειγµα, uB = g(xB, yB). 
 Οι Εξ. (7.42) – (7.46)  αποτελούν γενίκευση της προσέγγισης που έχει προταθεί 
[Adalsteinsson & Sethian (1999)] για την εύρεση τιµών στο, αναγκαίο για την εκκίνηση της 
µεθόδου ΤΒ, σύνολο κόµβων. Οι αντίστοιχες εξισώσεις των Adalsteinsson και Sethian είναι 
απλοποιηµένες αφού αφορούν το πρόβληµα υπολογισµού της προσηµασµένης απόστασης 
από τυχαίο σύνορο Γ: |∇u(x)| = 1, x ∈ Ω και u(x) = 0, x ∈ Γ. Οι Εξ. (7.42) – (7.46) µπορούν 
να εφαρµοστούν στη γενική περίπτωση επίλυσης της εξίσωσης Eikonal: |∇u(x)| = f(x) > 0, x 
∈ Ω και u(x) = g(x), x ∈ Γ.  

Πρέπει να σηµειωθεί ότι στην εργασία των Adalsteinsson και Sethian, δεν περιέχεται 
αλγόριθµος προσαρµογής του συνόρου Γ στο πλέγµα (§7.4.6.1), ούτε αλγόριθµος 
εντοπισµού των κόµβων Dirichlet (§7.4.6.2). Επίσης, δεν είναι σαφές, αν οι κόµβοι Dirichlet 
εισάγονται στο σύνολο των αποδεκτών [βήµα (Α) του αλγόριθµου ΤΒ] ή στο σύνολο των 
αρχικών γειτονικών [βήµα (Β) του αλγόριθµου ΤΒ]. Ο Chop αναφέρει ρητά ότι οι κόµβοι 
αυτοί εισάγονται στο σύνολο των αποδεκτών [Chopp (2001)]. Στην περίπτωση τυχαίας 
καµπύλης Γ (που δεν διέρχεται µόνο από κόµβους του πλέγµατος), η εισαγωγή των κόµβων 
Dirichlet στο σύνολο των αρχικών γειτονικών γενικά πλεονεκτεί. Για παράδειγµα, για τον 
υπολογισµό της τιµής στον κόµβο Ν του Σχήµατος 7.19, αν αυτός εισαχθεί στο σύνολο των 
αρχικών γειτονικών, χρησιµοποιούνται δύο κόµβοι, ο Α και ο Bk+2,ℜ ενώ αν εισαχθεί στο 
σύνολο των αποδεκτών χρησιµοποιείται µόνο η τιµή στον κόµβο Bk+2. 

Συνοψίζοντας, στη γενική περίπτωση τυχαίου συνόρου Γ, το βήµα (Α) του αλγορίθµου 
ΤΒ παραλείπεται: δεν υπάρχουν αρχικά αποδεκτοί κόµβοι. Στο βήµα (Β), ο εντοπισµός των 
αρχικών γειτονικών κόµβων γίνεται µε τον αλγόριθµο που περιγράφηκε, δηλαδή οι κόµβοι 
Dirichlet εισάγονται στο σύνολο των αρχικών γειτονικών. Οι Εξ. (7.42) – (7.46) 

 
ℜ Η τιµή στον κόµβο Α χρησιµοποιείται αν αυτός εισαχθεί πριν τον κόµβο Ν στο σύνολο των αποδεκτών.  
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χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό των δοκιµαστικών τιµών σε αυτούς. Η τελική τιµή σε 
κόµβο Dirichlet υπολογίζεται όταν αυτός εισάγεται στο σύνολο των αποδεκτών. 

Σηµειώνεται ότι µε την ολοκλήρωση υπολογισµού των τιµών στους κόµβους 
Dirichlet, οι κόµβοι Dirichlet και οι επιβληθείσες τιµές σε αυτούς µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν ως συνοριακές συνθήκες για την επίλυση της εξίσωσης Eikonal και µε τις 
δύο άλλες µεθόδους [ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR (§7.2) και Godunov/NR (§7.3)]. 
 
 
7.4.7 Παράδειγµα υπολογισµού µε τη µέθοδο ταχυ-βηµατισµού. Βηµατισµός στο 
εξωτερικό και εσωτερικό του συνόρου 
 

Η µέθοδος ΤΒ εφαρµόζεται στο πρόβληµα υπολογισµού της προσηµασµένης 
απόστασης από το τυχαίο σύνορο Γ του Σχήµατος 7.22α. Στο εσωτερικό του συνόρου Γ, η 
απόσταση θεωρείται αρνητική και στο εξωτερικό θετική. Το πρόβληµα διατυπώνεται µε την 
εξίσωση: 

 

( ) 1,  [1,6]x[0,5]
( ) 0,  
u

u Γ
⎧∇ = ∈ ⎫⎪
⎨

= ∈⎪ ⎪⎩ ⎭

x x
x x

⎪
⎬ , όπου Γ το σύνορο του Σχήµατος 7.22α.  (7.47) 

 
Τα δεδοµένα του προβλήµατος υπολογισµού της προσηµασµένης απόστασης από το 

κλειστό σύνορο Γ είναι µια σειρά σηµείων που ορίζουν το σύνορο Γ (Σχήµα 7.22α), καθώς 
και το πλέγµα στο οποίο θα λυθεί η Εξ. (7.47) (Σχήµα 7.22β).  
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(α) (β) 

Σχήµα 7.22 (α) Τυχαίο κλειστό σύνορο Γ που ορίζεται από µια σειρά σηµείων (xi,yi). (β) Καρτεσιανό 
πλέγµα στο οποίο επιλύεται το πρόβληµα υπολογισµού της προσηµασµένης απόστασης από το 
σύνορο Γ. 
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Αρχικά γίνεται προσαρµογή του συνόρου Γ στο πλέγµα (§7.4.6.1). Στο Σχήµα 7.23 
φαίνεται η προσαρµογή του κλειστού συνόρου Γ (Σχήµα 7.22α) στο αριθµητικό πλέγµα 
επίλυσης (Σχήµα 7.22β). 
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Σχήµα 7.23 Προσαρµογή τυχαίου κλειστού συνόρου (σύνορο Γ, Σχήµα 7.22α) σε αριθµητικό πλέγµα 
(Σχήµα 7.22β). Εύρεση των σηµείων τοµής του συνόρου Γ µε το αριθµητικό πλέγµα. 
 

Στη συνέχεια εντοπίζονται οι αρχικοί γειτονικοί κόµβοι (κόµβοι Dirichlet, §7.4.6.2)  
και υπολογίζονται οι δοκιµαστικές τιµές της άγνωστης συνάρτησης σε αυτούς (§7.4.6.3). Στο 
Σχήµα 7.24 φαίνονται οι εσωτερικοί και εξωτερικοί αρχικοί γειτονικοί κόµβοι για το σύνορο 
Γ του Σχήµατος 7.23. 
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Σχήµα 7.24 Εξωτερικοί (λευκά τετράγωνα) και εσωτερικοί (γκρι τετράγωνα) αρχικοί γειτονικοί 
κόµβοι για το κλειστό σύνορο του Σχήµατος 7.18. 
 

Ακολουθεί βηµατισµός µε τη µέθοδο ΤΒ στο εξωτερικό του συνόρου και στη συνέχεια 
στο εσωτερικό του. Κατά το βηµατισµό στο εξωτερικό του συνόρου, οι εσωτερικοί αρχικοί 
γειτονικοί κόµβοι δρουν σαν ένα φράγµα που παρεµποδίζει την προέλαση του συνόλου των 
γειτονικών κόµβων στο εσωτερικό του συνόρου. Μετά την ολοκλήρωση των υπολογισµών στο 
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εξωτερικό του συνόρου Γ, ακολουθεί βηµατισµός στο εσωτερικό του. Ως αποδεκτοί 
χαρακτηρίζονται όλοι οι εξωτερικοί του συνόρου κόµβοι, στους οποίους έχει ολοκληρωθεί ο 
υπολογισµός της άγνωστης συνάρτησης. Το πρόσηµο στους αποδεκτούς αλλάζει και ως αρχικοί 
γειτονικοί θεωρούνται οι κόµβοι Dirichlet στο εσωτερικό. Μετά την ολοκλήρωση του 
βηµατισµού στο εσωτερικό, αλλάζει πρόσηµο η υπολογισµένη συνάρτηση (ώστε να είναι 
αρνητική στο εσωτερικό και θετική στο εξωτερικό) και προκύπτει η λύση του προβλήµατος. 

Η προσηµασµένη απόσταση για το τυχαίο σύνορο Γ του Σχήµατος 7.22α 
περιγράφεται από τις ισοϋψείς του Σχήµατος 7.25. Από µια άλλη σκοπιά, οι ισοϋψείς 
εκφράζουν τους χρόνους άφιξης του συνόρου Γ όταν αυτό κινείται µε ταχύτητα σταθερή και 
κάθετη σε αυτό, ίση µε F=1 (f=1/F=1). Οι ισοϋψείς δίνουν τις διαδοχικές θέσεις του συνόρου 
στο χρόνο. 
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Σχήµα 7.25 Ισοϋψείς της προσηµασµένης απόστασης από το σύνορο Γ του Σχήµατος 7.22α. Το 
σύνορο Γ είναι η ισοϋψής µηδέν. Οι ισοϋψείς ισοδύναµα εκφράζουν τις διαδοχικές θέσεις του 
συνόρου Γ όταν αυτό κινείται ισοτροπικά µε ταχύτητα F=1, µε φορά προς το εξωτερικό (θετικές 
τιµές) ή προς το εσωτερικό (αρνητικές τιµές). 
 
 
7.4.8 Σύγκριση της µεθόδου ταχυ-βηµατισµού µε τις άλλες µεθόδους επίλυσης 
 

Η µέθοδος Godunov/TB δεν περιλαµβάνει επαναληπτική διαδικασία για την επίλυση 
της εξίσωσης Eikonal, συνεπώς δεν χρειάζεται κατάλληλη αρχική εκτίµηση της λύσης, όπως 
η µέθοδος Godunov/NR (§7.3.3).  

Η µέθοδος Godunov/ΤΒ χρησιµοποιεί για την επίλυση της εξίσωσης Eikonal το 
σχήµα τύπου Godunov που χρησιµοποιείται και στη µέθοδο Godunov/NR. Αυτό που αλλάζει 
στις δύο µεθόδους είναι o τρόπος επίλυσης. Ο µόνος πιθανός λόγος για να υπάρχει διαφορά 
στα αποτελέσµατα των δύο µεθόδων,ℜ είναι να είναι σηµαντικά τα σφάλµατα 
στρογγυλοποίησης (λόγω της επαναληπτικής διαδικασίας) µε τη µέθοδο Godunov/NR. Στα 

                                                 
ℜ αν οι αντίστοιχοι κώδικες έχουν επαληθευθεί. 
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προβλήµατα 7.Α και 7.Β, η επίδραση της πυκνότητας διαµέρισης στην ακρίβεια της λύσης µε 
τη µέθοδο Godunov/ΤΒ είναι ίδια µε αυτή που παρουσιάστηκε στην §7.3.3. Συνεπώς, στα 
προβλήµατα 7.Α και 7.Β, τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης δεν ήταν σηµαντικά. Τα 
σφάλµατα στρογγυλοποίησης δεν είναι σηµαντικά ούτε για το κοινό πρόβληµα που 
χρησιµοποιείται για την επαλήθευση των κωδίκων των µεθόδων Godunov/NR και 
Godunov/ΤΒ στις §Α.5.2.2 και §Α.5.2.3. Ακόµη κι αν στα προβλήµατα που εξετάστηκαν δεν 
υπάρχουν διαφορές στα αποτελέσµατα, η προσέγγιση µε τη µέθοδο Godunov/ΤΒ γενικά 
πλεονεκτεί σε ακρίβεια έναντι των επαναληπτικών µεθόδων επίλυσης (όταν 
χρησιµοποιούνται τα ίδια αριθµητικά σχήµατα και σε περιπτώσεις προβληµάτων όπου τα 
σφάλµατα στρογγυλοποίησης είναι σηµαντικά), διότι λύνει αναλυτικά το αριθµητικό σχήµα. 
Οι επαναληπτικές µέθοδοι λύνουν προσεγγιστικά, µε όριο ανοχής, τις εξισώσεις του 
αριθµητικού σχήµατος. 

Η άµεση, χωρίς επαναληπτική διαδικασία, επίλυση της εξίσωσης Eikonal καθιστά τη 
µέθοδο Godunov/ΤΒ ταχύ αλγόριθµο επίλυσης. Η ταχύτητα της µεθόδου ΤΒ οφείλεται και 
στην επιλογή του φίλτρου ελαχίστου (§7.4.5, Παράρτηµα Ε) για τη διατήρηση και 
ταξινόµηση του συνόλου των γειτονικών κόµβων, αφού το αργό στάδιο στον αλγόριθµο ΤΒ 
είναι η εύρεση του γειτονικού κόµβου µε την ελάχιστη δοκιµαστική τιµή. Στο Σχήµα 7.26 
φαίνεται ο απαιτούµενος χρόνος εκτέλεσης για την επίλυση των προβληµάτων 7.Α και 7.Β 
χρησιµοποιώντας τις µεθόδους Godunov/NR και Godunov/ΤΒ για διαφορετικές διαµερίσεις. 
Ο χρόνος επίλυσης µε τη µέθοδο Godunov/TB υπολογίζεται ανάλογος του Nlog2N και για τα 
δύο προβλήµατα, ενώ µε τη µέθοδο Godunov/NRℜ είναι ανάλογος του Ν1.5 για το πρόβληµα 
7.Α, και του Nlog2(N) για το πρόβληµα 7.Β. Αν και στο πρόβληµα 7.Β οι χρόνοι επίλυσης 
και για τις δύο µεθόδους µεταβάλλονται µε τον ίδιο νόµο (~Νlog2N), o χρόνος επίλυσης είναι 
35 φορές µεγαλύτερος µε τη µέθοδο Godunov/NR. Σηµειώνεται ότι η επίδοση της µεθόδου 
Godunov/NR, και γενικά κάθε επαναληπτικής µεθόδου, εξαρτάται από την αρχική εκτίµηση. 
Η αναγκαία αρχική εκτίµηση της λύσης για τη µέθοδο Godunov/NR, προκύπτει από το 
αντίστοιχο ιξώδες πρόβληµα [Εξ. (7.3)] όταν ε=1, και φαίνεται να πλεονεκτεί έναντι άλλων 
αρχικών εκτιµήσεων όσον αφορά την ταχύτητα σύγκλισης της NR. 

Η σειρά παρουσίασης των προσεγγίσεων επίλυσης είναι η ιστορική: αρχικά 
υλοποιήθηκε η µέθοδος ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR, χωρίς και µε τον επιλύτη µετώπου, έπειτα η 
µέθοδος Godunov/NR, µε επιλύτη τη SOR χωρίς και µε συµπαγή διαχείριση του πίνακα του 
γραµµικού συστήµατος, και µετά η µέθοδος Godunov/ΤΒ, χωρίς και µε το φίλτρο ελαχίστου. Το 
απτό κέρδος της µετάβασης από µία προσέγγιση στην επόµενη ήταν ο χρόνος επίλυσης, ο 
οποίος µειώθηκε σηµαντικά. 

 
                                                 
ℜ Στην §7.3.3 υπολογίστηκε, για τα προβλήµατα 7.Α και 7.Β, ο χρόνος για την κατασκευή του Ιακωβιανού 
πίνακα και την επίλυση του αντίστοιχου γραµµικού συστήµατος σε µία επανάληψη της NR και βρέθηκε 
περίπου ανάλογος του πλήθους των κόµβων του πλέγµατος (~Ν1.1 για το πρόβληµα 7.Α και ~Ν για το πρόβληµα 
7.Β). Η επίλυση της εξίσωσης Eikonal επαναληπτικά περιλαµβάνει µια σειρά από κατασκευές Ιακωβιανών και 
επιλύσεις των αντίστοιχων γραµµικών συστηµάτων. Ο λόγος για τον οποίο οι µετρήσεις επίδοσης για τη 
επίλυση µεταβάλλονται (~Ν1.5 για το πρόβληµα 7.Α και ~Νlog2N για το πρόβληµα 7.Β), είναι διότι καθώς το 
πλήθος των κόµβων του πλέγµατος αυξάνεται, αυξάνεται και το πλήθος των επαναλήψεων της NR. 
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Σχήµα 7.26 Συνολικός χρόνος εκτέλεσης για την επίλυση (α) του προβλήµατος 7.Α και (β) του 
προβλήµατος 7.Β, συναρτήσει της πυκνότητας διαµέρισης, χρησιµοποιώντας τις µεθόδους 
Godunov/NR, Godunov/ΤΒ. Η αναγκαία αρχική εκτίµηση της λύσης για τη µέθοδο Godunov/NR 
προκύπτει από το αντίστοιχο ιξώδες πρόβληµα [Εξ. (7.3)] όταν ε=1 και ικανοποιεί τον περιορισµό να 
µην οδηγεί στα προβλήµατα που περιγράφονται στην §7.3.3 (π.χ. ιδιάζων Ιακωβιανός πίνακας). 
 
 
7.5 Επίδραση της αριθµητικής επίλυσης της εξίσωσης Eikonal στην ακρίβεια 
υπολογισµών στο «γενικό» πρόβληµα εξέλιξης συνόρου (§5.4) 
  

Εξετάζεται η επίδραση της ακρίβειας υπολογισµού της αρχικής συνθήκης της 
εξίσωσης ισοϋψών (η οποία προκύπτει από την επίλυση της εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο 
Godunov/ΤΒ) στη θέση του συνόρου. Επιλύεται το πρόβληµα 6.Α (§6.6.1), όπου α) η 
ταχύτητα F είναι γνωστή σε όλο το υπολογιστικό χωρίο και δεν απαιτείται προεκβολή τιµών 
από το σύνορο σε όλο το υπολογιστικό χωρίο και β) η ακρίβεια εύρεσης της ισοϋψούς είναι 
τέτοια που δεν αλλοιώνει αυτή της αριθµητικής λύσης της εξίσωσης ισοϋψών (Κεφ. 8). Έτσι 
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(§6.6), η ακρίβεια της θέση του συνόρου εξαρτάται µόνο την ακρίβεια υπολογισµού της 
αρχικής συνθήκης και την ακρίβεια των αριθµητικών σχηµάτων επίλυσης της εξίσωσης 
ισοϋψών. 

Στο Σχήµα 7.27 φαίνονται η µεταβολή του σφάλµατος στη θέση του συνόρου και η 
παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας καθώς µειώνεται το ∆x=∆y για το πρόβληµα 6.Α (§6.6.1). 
Χρησιµοποιούνται όλα τα διαθέσιµα σχήµατα για την επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών (§6.2) 
και η µέθοδος Godunov/ΤΒ για τον υπολογισµό της αρχικής συνθήκης της ίδιας εξίσωσης. 
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Σχήµα 7.27 Σφάλµα στην υπολογιζόµενη ισοϋψή µηδέν (||R–Rreal||F/||Rreal||F) και παρατηρούµενη τάξη 
ακρίβειας, καθώς το ∆x=∆y µειώνεται για το πρόβληµα 6.Α (§6.6.1). Εξετάζονται όλα τα διαθέσιµα 
σχήµατα για την επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών (§6.2) και η µέθοδος Godunov/ΤΒ για τον 
υπολογισµό της αρχικής συνθήκης της ίδιας εξίσωσης (x= Euler ή SSPRK2 ή SSPRK3, y=OS ή 
LLLF, t=0.25, ∆t=0.0001). 

 
Όταν η αρχική συνθήκη της εξίσωσης ισοϋψών υπολογίζεται αναλυτικά και δεν 

περιέχει αριθµητικά σφάλµατα, η ακρίβεια της θέσης του συνόρου είναι η θεωρητική των 
σχηµάτων διακριτοποίησης (§6.6.1, Πίνακας 6.Ι, Σχήµα 6.2). Στην περίπτωση όπου 
υπολογίζεται η αρχική συνθήκη µε την επίλυση της εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο 
Godunov/ΤΒ, η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας ελαττώνεται για τα σχήµατα υψηλότερης τάξης. 
Αυτό οφείλεται στην τάξη ακρίβειας της µεθόδου υπολογισµού της αρχικής συνθήκης που είναι 
p=1, αλλά και στην, αναγκαία για τον υπολογισµό της αρχικής συνθήκης, διαδικασία 
προσαρµογής του αρχικού συνόρου στο πλέγµα (§7.4.6.1). 
 
 
7.6 Αξιολόγηση 

 
Ο στόχος δεν ήταν η επισκόπηση των µεθόδων επίλυσης της εξίσωσης Eikonal. Ο 

στόχος ήταν η ακριβής και γρήγορη επίλυση της εξίσωσης Eikonal, τόσο στο πλαίσιο του 
«γενικού» προβλήµατος εξέλιξης συνόρου (υπολογισµός αρχικής συνθήκης εξίσωσης 
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ισοϋψών, §5.4), όσο και στο πλαίσιο του «στατικού» προβλήµατος (υπολογισµός χρόνου 
άφιξης συνόρου, §5.5). 

Η συνεισφορά του κεφαλαίου, αφορά α) στη συγκριτική και λεπτοµερής παρουσίαση 
3 διαφορετικών µεθόδων επίλυσης της εξίσωσης Eikonal (ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR και 
Godunov/NR και Godunov/TB), β) στη µελέτη και αποσαφήνιση λεπτοµερειών του 
αλγορίθµου ΤΒ που δεν περιγράφονται στη βιβλιογραφία (§7.4), γ) στον αλγόριθµο 
προσαρµογής τυχαίου συνόρου σε αριθµητικό πλέγµα και την επιβολή των συνθηκών 
Dirichlet της εξίσωσης Eikonal (§7.4.6), και δ) στη µικρή τροποποίηση των βηµάτων (Α) και 
(Β) του αλγορίθµου ΤΒ (§7.4.6.3). 

Οι δύο πρώτες µέθοδοι (ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR και Godunov/NR) ανήκουν στη γενική 
κατηγορία επαναληπτικών µεθόδων για την επίλυση της εξίσωσης Eikonal. 

Η µέθοδος Godunov/ΤΒ ανήκει στη δεύτερη κατηγορία µεθόδων που λύνουν άµεσα, 
χωρίς επαναληπτική διαδικασία. Η µέθοδος ΤΒ είναι O(Nlog2N), και οι πρώτοι που την 
παρουσίασαν και εφάρµοσαν σε προβλήµατα εξέλιξης συνόρου ήταν οι Sethian [Sethian 
(1996c), Sethian (1996b)] και οι Helmsen et al. [Helmsen et al. (1996)]. Στην εργασία των 
Helmsen et al., η µέθοδος αναφέρεται ως στατικός αλγόριθµος ισοϋψών (steady level set 
algorithm). Ο όρος που χρησιµοποίησε ο Sethian για την περιγραφή της µεθόδου, ήταν 
µέθοδος ταχυ-βηµατισµού (fast marching method), ο οποίος και επικράτησε. Οι Osher και 
Fedkiw αναφέρουν [Osher & Fedkiw (2003), σ. 73] ότι ο εµπνευστής της µεθόδου ήταν ο 
Tsitsiklis [Tsitsiklis (1995)] και ότι οι εργασίες των Sethian και Helmsen et al. την 
επαναδιατύπωσαν, αποσαφήνισαν και εφάρµοσαν σε προβλήµατα εξέλιξης συνόρου. Οι 
Sethian και Vladimirsky εφάρµοσαν τη µέθοδο ΤΒ σε µη καρτεσιανά πλέγµατα [Sethian 
(1999b), Sethian & Vladimirsky (2000)].  

Υπάρχει µία τρίτη κατηγορία µεθόδων για την επίλυση του «στατικού» προβλήµατος 
εξέλιξης συνόρου, οι οποίες βασίζονται στην επίλυση του ισοδύναµου «γενικού» 
προβλήµατος εξέλιξης συνόρου και στην αντιστοιχία (§5.5) των ισοϋψών της συνάρτησης 
χρόνου άφιξης (λύση του «στατικού» προβλήµατος) µε τις ισοϋψείς µηδέν της συνάρτησης 
ισοϋψών (λύση του «γενικού» προβλήµατος). Ωστόσο, αν η επίλυση του ισοδύναµου 
«γενικού» προβλήµατος εξέλιξης συνόρου γίνει σε όλο το υπολογιστικό χωρίο, οι µέθοδοι 
αυτές είναι αργές συγκριτικά µε τη µέθοδο ΤΒ. Για την επιτάχυνση των µεθόδων αυτής της 
κατηγορίας, έχουν προταθεί τεχνικές που περιορίζουν την επίλυση σε µια στενή ζώνη γύρω 
από την ισοϋψή µηδέν. Ο Chop εισήγαγε [Chopp (1993)], και οι Adalsteinsson και Sethian 
εφάρµοσαν [Adalsteinsson & Sethian (1995)] σε προβλήµατα εξέλιξης συνόρου, τη µέθοδο 
στενής ζώνης (narrow band method), η οποία λύνει τοπικά γύρω από την ισοϋψή µηδέν την 
εξίσωση ισοϋψών. Οι Peng et al. επίσης παρουσίασαν [Peng et al. (1999)] την τοπικά 
εντοπισµένη µέθοδο των ισοϋψών (localized level set method), αναφέροντας ότι είναι Ο(Ν). 
Τόσο ο Sethian, όσο και ο Osher σε νεότερες εργασίες τους συγκρίνουν τις µεθόδους µε τη 
µέθοδο ΤΒ. Ο Sethian αναφέρει αναφέρει η µέθοδος στενής ζώνης είναι Ο(kN), όπου k το 
εύρος της ζώνης [Sethian (1999), σ. 100]. Επίσης, σηµειώνει ότι ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα 
της µεθόδου ΤΒ είναι ότι, αν και επιλύει πρόβληµα που δίνει την εξέλιξη συνόρου στο 
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χρόνο, δε χρειάζεται η ικανοποίηση του κριτηρίου Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) για την 
ευστάθεια του αριθµητικού σχήµατος που χρησιµοποιείται. Τέλος, ισχυρίζεται ότι η 
πολυπλοκότητα των δύο µεθόδων αφορά στη χείριστη περίπτωση. Η πραγµατική ταχύτητα 
της µεθόδου ΤΒ εξαρτάται από το πλήθος των γειτονικών κόµβων, το οποίο είναι πολύ 
µικρότερο από το συνολικό πλήθος των κόµβων του πλέγµατος Ν (µε βάση το οποίο 
εκτιµάται η πολυπλοκότητα). Οι Osher και Fedkiw διορθώνουν την εκτίµηση για την 
πολυπλοκότητα της τοπικά εντοπισµένης µεθόδου των ισοϋψών σε Nlog2N [Osher & Fedkiw 
(2001)]. Επίσης, αναφέρουν ότι στην πράξη η επίλυση µε τη µέθοδο ΤΒ ολοκληρώνεται σε 
χρόνους περίπου µια τάξη µικρότερους, τόσο από την τοπικά εντοπισµένη µέθοδο των 
ισοϋψών, όσο και από τη µέθοδο στενής ζώνης. 

Η ταχύτητα της µεθόδου TB φαίνεται να είναι µεγαλύτερη από αυτές των 
προσεγγίσεων της τρίτης κατηγορίας. Επίσης, είναι ταχύτερη [Sethian (1999b)] από τις 
πρώτες επαναληπτικές µέθοδοι που προτάθηκαν. Πρόσφατα, προτάθηκαν ταχείες 
επαναληπτικές µέθοδοι (µέθοδοι της πρώτης κατηγορίας): Οι Tsai et al. περιγράφουν τον 
ταχύ αλγόριθµο σάρωσης (fast sweeping algorithm) που χρησιµοποιεί τη διάδοση 
πληροφορίας πάνω στις προβολές των χαρακτηριστικών και είναι Ο(Ν) [Tsai et al. (2003)]. 
Οι Kao et al. περιγράφουν µέθοδο σάρωσης µε χρόνο επίλυσης ανάλογο του Ν, του Nlog2N 
και Nk, k<2, o οποίος εξαρτάται από το πρόβληµα που επιλύεται [Kao et al. (2004)]. Τέλος, ο 
Kim περιγράφει µια µέθοδο Ο(Ν), η οποία οµοιάζει µε τη µέθοδο ΤΒ και την οποία καλεί 
µέθοδο βηµατισµού οµάδων [Group Marching method, Kim (2001)]. Για τη σύγκριση της 
ταχύτητας των αλγορίθµων σάρωσης µε τη µέθοδο ΤΒ θα πρέπει να ληφθεί υπόψη ότι οι 
χρόνοι επίλυσης µε τη µέθοδο ΤΒ είναι στην πράξη ανάλογοι του Mlog2M, όπου Μ το µέσο 
πλήθος των γειτονικών κόµβων, το οποίο είναι σηµαντικά µικρότερο από το πλήθος των 
κόµβων, Ν. 

Τόσο η µέθοδος ΤΒ που υλοποιήθηκε, όσο και οι ταχείς αλγόριθµοι σάρωσης είναι 
µόνο 1ης τάξης ακρίβειας. Για τη βελτίωση της ακρίβειας της µεθόδου ΤΒ έχουν προταθεί 
σχήµατα 2ης τάξης [Sethian (1999b)] ακόµη και 3ης τάξης [Chopp (2001)]. Η πραγµατική 
ακρίβειά τους εξαρτάται από το πλήθος των σηµείων στα οποία εκφυλίζονται σε σχήµατα 
µικρότερης τάξης [ο.π]. Ένα σχήµα υψηλής τάξης χρειάζεται τιµές σε περισσότερους από 
ένα γείτονες για την εκτίµηση των µερικών παραγώγων. Οι τιµές σε αυτούς τους γείτονες δεν 
είναι πάντα γνωστές, κυρίως στα πρώτα στάδια βηµατισµού της µεθόδου και για αυτό το 
λόγο η τάξη ακρίβειας του αριθµητικού σχήµατος πέφτει. Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι 
το σχήµα 2ης τάξης στην §7.3.2. Ένα ακόµη σηµείο που χρειάζεται προσοχή στη 
χρησιµοποίηση σχηµάτων υψηλότερης τάξης και ισχύει για κάθε κατηγορία µεθόδων, είναι 
ότι όταν χρειάζεται προεκβολή των συνθηκών Dirichlet στο αριθµητικό πλέγµα, τότε η 
ακρίβεια αυτής της προεκβολής επηρεάζει τη συνολική ακρίβεια της µεθόδου. Για τη 
χρησιµοποίηση σχήµατος υψηλής τάξης πρέπει να είναι υψηλή και η τάξη της προεκβολής 
των συνθηκών Dirichlet. 

Για τη βελτίωση της ακρίβειας της µεθόδου Godunov/ΤΒ που υλοποιήθηκε, θα 
µπορούσαν να εφαρµοστούν τεχνικές αντίστοιχες µε αυτές που χρησιµοποιούνται για την 
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αποκατάσταση της συνάρτησης ισοϋψών σε προσηµασµένη απόσταση {re-initialization, 
[Peng et al. (1999)], [Osher & Fedkiw (2003), σ. 66]}. Η εφαρµογή αφορά στη βελτίωση της 
λύσης µε τη µέθοδο Godunov/ΤΒ, επαναληπτικά λύνοντας µέχρι τη µόνιµη κατάσταση το 
πρόβληµα, 

 

( )( ) 0tu sign u u f+ ∇ − =

                                                

,       (7.48) 

 
χρησιµοποιώντας υψηλής τάξης ακρίβειας προσεγγίσεις για τις µερικές παραγώγους. Τα 
πρώτα αποτελέσµατα [Σπετσιέρης (2004)] δείχνουν ότι µπορεί να επιτευχθεί βελτίωση της 
ακρίβειας, αλλά αυτή η προσέγγιση χρειάζεται περαιτέρω διερεύνηση καθώς δε συγκλίνει 
γρήγορα στη µόνιµη κατάσταση. 

Αντίθετα µε τη µέθοδο ΤΒ, στις µεθόδους της τρίτης κατηγορίας µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν σχήµατα υψηλής τάξης (π.χ. τα σχήµατα της §7.2.3). Σχήµατα υψηλότερης 
τάξης θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν για την προσέγγιση των µερικών παραγώγων στο 
αριθµητικό σχήµα της Εξ. (7.18) κατά την επίλυση µε τη µέθοδο Godunov/NR. 

Τέλος, υπενθυµίζεται ότι στο κεφάλαιο επιλύεται η εξίσωση Eikonal, δηλαδή το 
δεύτερο µέλος της Εξ. (7.1) είναι f=f(x).ℜ Είναι ενδιαφέρον να µελετηθεί και η γενική 
περίπτωση όπου f=f(x, y, u, ux, uy), ώστε να επεκταθεί η θεώρηση του «στατικού» 
προβλήµατος και σε γενικότερα προβλήµατα εξέλιξης συνόρου (π.χ. ανισοτροπική 
εγχάραξη). Οι Sethian και Vladimirsky τροποποίησαν τη µέθοδο ΤΒ και την εφαρµόσουν σε 
γενικά προβλήµατα όπου  f=f(x, y, u, ux, uy) [Sethian & Vladimirsky (2001), Sethian & 
Vladimirsky (2003)]. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ℜ Στο κεφάλαιο παρουσιάστηκαν παραδείγµατα όπου f=1. 
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Κεφάλαιο 8 

 

 

 

 
 

Εύρεση ισοϋψούς συνάρτησης 

 

 

 

 

 

 
Περιγράφεται αλγόριθµος εύρεσης ισοϋψούς συνάρτησης που βασίζεται στον υπολογισµό του 
κάθετου διανύσµατος στις ισοϋψείς της συνάρτησης. Για την εύρεση ισοϋψούς, α) απαιτείται να 
είναι γνωστό ένα σηµείο της ζητούµενης ισοϋψούς και β) επιλύεται ένα σύστηµα συνήθων 
διαφορικών εξισώσεων µε ζεύγος µεθόδων Runge-Kutta υψηλής τάξης ακρίβειας (Παράρτηµα 
∆). Παραλλαγές του αλγόριθµου αξιολογούνται στο πλαίσιο του «γενικού» προβλήµατος 
εξέλιξης συνόρου και τα αποτελέσµατα συγκρίνονται µε αυτά του αλγορίθµου του MATLAB για 
την εύρεση ισοϋψούς συνάρτησης. 
 
 
 
 
 
 
 



8.1 Εισαγωγή  
 
 Η εύρεση της ισοϋψούς µηδέν της συνάρτησης ισοϋψών αποτελεί το βήµα (Β) του 
αλγορίθµου του «γενικού» προβλήµατος εξέλιξης συνόρου (§5.10). Η ισοϋψής µηδέν της 
συνάρτησης ισοϋψών είναι το κινούµενο σύνορο του οποίου η εξέλιξη έµµεσα 
παρακολουθείται µε την εξέλιξη της συνάρτησης ισοϋψών. Η εύρεση των ισοϋψών της 
συνάρτησης χρόνου άφιξης του συνόρου αποτελεί το βήµα (Γ) του αλγορίθµου του 
«στατικού» προβλήµατος εξέλιξης συνόρου (§5.10). Οι ισοϋψείς του συνάρτησης χρόνου 
άφιξης δίνουν τη θέση του συνόρου στις αντίστοιχες των ισοϋψών χρονικές στιγµές. 
 Στις παραγράφους που ακολουθούν περιγράφεται ο αλγόριθµος εύρεσης ισοϋψούς 
συνάρτησης (§8.2). Επίσης, περιγράφεται ο τρόπος υπολογισµού του κάθετου διανύσµατος 
στις ισοϋψείς της συνάρτησης που αποτελεί κεντρικό σηµείο του αλγορίθµου (§8.3). Στη 
συνέχεια µελετάται η ακρίβεια του προτεινόµενου αλγορίθµου στην εύρεση της ισοϋψούς 
µηδέν της συνάρτησης ισοϋψών (§8.4). Ειδικότερα, εξετάζεται αν ο προτεινόµενος 
αλγόριθµος µπορεί να διατηρήσει την ακρίβεια των αριθµητικών σχηµάτων επίλυσης (§6.2) 
της εξίσωσης ισοϋψών. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε σύντοµες παρατηρήσεις (§8.5). Η 
επαλήθευση του κώδικα που υλοποιεί τον αλγόριθµο εύρεσης ισοϋψούς βρίσκεται στο 
Παράρτηµα ∆. 
 
 
8.2 Αλγόριθµος 
 

Για την εύρεση ισοϋψούς συνάρτησης u(x,y) αξιοποιείται o τρόπος υπολογισµού του 
κάθετου στις ισοϋψείς της u διανύσµατος,   

 
u
u

∇
=
∇

n .         (8.1) 

 
Αν το κάθετο διάνυσµα σε ισοϋψή c (c∈R) της u είναι το n, τότε εφαπτόµενο σε αυτή 

είναι το διάνυσµα 
 
G = H – (H·n)n,        (8.2) 

 
όπου H τυχαίο διάνυσµα. 
 Αν είναι γνωστό ένα σηµείο (x0, y0) της ισοϋψούς c, τότε είναι δυνατό κινούµενοι 
συνεχώς εφαπτοµενικά σε αυτή να τη διανύσουµε. Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων της 
ισοϋψούς c της u προκύπτει από τη διανυσµατική εξίσωση: 
 

 d
ds

=
R G , R(s=0)=R0=(x0, y0)=[x(s=0), y(s=0)],    (8.3) 
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όπου R το διάνυσµα θέσης της ισοϋψούς c, G = H – (H⋅n)n διάνυσµα εφαπτόµενο στην 
ισοϋψή c, R0 ένα διάνυσµα θέσης της ισοϋψούς c και s το µήκος τόξου της ισοϋψούς c. 
 Στη συνέχεια φαίνεται γιατί µε την επιλογή του G [Εξ. (8.2)] προκύπτει από την Εξ. 
(8.3) ισοϋψής της u. Είναι 
 

( , )du x y u dx u dy du
ds x ds y ds ds

∂ ∂
= + = ∇ ⋅
∂ ∂

R .      (8.4) 

 
Με τις Εξ. (8.1), (8.2) και (8.3) η Εξ. (8.4) γίνεται 
 

( , ) 0du x y u uu u
ds u u

⎡ ⎤⎛ ⎞∇ ∇
= ∇ ⋅ − ⋅ = ∇ ⋅ − ⋅∇ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∇ ∇⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

H H H H u    (8.5) 

 

Η Εξ. (8.5) λέει ότι αν d
ds

=
R G , τότε ( , ) 0du x y

ds
= , δηλαδή u(x,y) = c. Η ακριβής τιµή 

του c καθορίζεται από την αρχική συνθήκη της Εξ. (8.3), δηλαδή από το σε ποια ισοϋψή της 
u δείχνει το R0. 

Για την επίλυση της Εξ. (8.3) είναι απαραίτητη η επιλογή διανύσµατος Η. Για την 
απλοποίηση των υπολογισµών, επιλέγεται διάνυσµα H⊥n, συνεπώς από την Εξ. (8.2) 
προκύπτει 

 
G = H.          (8.6) 

G=H

n

R0=R(s=0)=[x(s=0),y(s=0)]

R=[x(s),y(s)]

s=0 θ

x

y

ισοϋψής c
 

Σχήµα 8.1 Το διάνυσµα n είναι κάθετο στη ζητούµενη ισοϋψή c, το G=H το εφαπτόµενο. Ξεκινώντας 
από σηµείο R0=R(s=0)=(x0,y0) και κινούµενοι εφαπτοµενικά (κατά την κατεύθυνση του G) είναι 
δυνατό να διανύσουµε την ισοϋψή c. θ είναι η γωνία που σχηµατίζει το κάθετο διάνυσµα µε τον 
άξονα x. 
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Η επιλογή H⊥n δεν καθορίζει µονοσήµαντα το διάνυσµα H, καθώς υπάρχουν δύο 
εφαπτόµενα διανύσµατα (µε αντίθετη φορά) σε σηµείο καµπύλης. Η συµβατική επιλογή είναι 
το H (άρα και το G) να έχει δεξιά το εσωτερικό της ισοϋψούς σε όλο το µήκος της. Τότε, αν 
θ είναι η γωνία που σχηµατίζει το κάθετο στην ισοϋψή µε την οριζόντια (άξονας x στο Σχήµα 
8.1) τότε το διάνυσµα Η θα «προηγείται» κατά γωνία π/2 (Σχήµα 8.1). Έτσι, το διάνυσµα Η 
µπορεί να γραφεί ως 
 

cos sin
2 2
πθ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
πH H i H j ,     (8.7) 

 
όπου i,j τα µοναδιαία διανύσµατα στους άξονες x και y. 

Αυτό που µένει για τον ακριβή ορισµό του H είναι το µέτρο του. Για να εκφράζει η 
µεταβλητή s το µήκος τόξου της ισοϋψούς, πρέπει  
 

 
2 2

1d dx dy
ds ds ds

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

R
=  .       (8.8) 

 
Η Εξ. (8.8) συνεπάγεται λόγω των Εξ. (8.3) και (8.6) ότι 
 

2 2
1 2 1H H+ = ⇒ |H| = 1,       (8.9) 

 
όπου H1 και H2 οι συνιστώσες του H κατά x και y αντίστοιχα. 

Τελικά για την εύρεση ισοϋψούς c συνάρτησης χρειάζεται να λυθεί το σύστηµα 
συνήθων διαφορικών εξισώσεων (Σ∆Ε) 
 

 1 cos
2

dx πH θ
ds

⎛= = −⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ , x(s=0) = x0,     

           (8.10) 

 2 sin
2

dy πH θ
ds

⎛= = −⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟

⎫
⎬

, y(s=0) = y0,      

 
όπου (x0 , y0) σηµείο της ισοϋψούς c.  

Η γωνία θ είναι συνάρτηση του κάθετου στην ισοϋψή c διανύσµατος, n, 
 

1 2

1 2

cos( ), 0
2 cos( ), 0

a n n
θ

π a n n
≥⎧

= ⎨ − <⎩ ⎭
 ,      (8.11) 

 
όπου n1 και n2 οι συνιστώσες του n, κατά x και y. 
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Ο προτεινόµενος αλγόριθµος εύρεσης της ισοϋψούς c συνάρτησης απαιτεί να είναι 
γνωστό ένα σηµείο της ισοϋψούς c, (x0, y0). Οι συντεταγµένες του σηµείου µπορούν να 
προσδιοριστούν µε παρεµβολή στις γνωστές κοµβικές τιµές της συνάρτησης. 

Τα χαρακτηριστικά του αλγορίθµου που περιγράφηκε συµπληρώνονται από τον 
τρόπο υπολογισµού του κάθετου διανύσµατος n, δηλαδή τη διακριτοποίηση της Εξ. (8.1) 
(§8.3), και τη µέθοδο επίλυσης του συστήµατος Σ∆Ε της Εξ. (8.10). Στο Παράρτηµα ∆ 
περιγράφονται αναλυτικά, δοκιµάζονται και αξιολογούνται ζεύγη µεθόδων Runge-Kutta 5(4) 
και 4(5) µε ελεγχόµενο βήµα και επαληθεύεται ο κώδικας που τα υλοποιεί. 
 
 
8.3 Υπολογισµός του κάθετου διανύσµατος 
 

Το κάθετο διάνυσµα σε ισοϋψή επιφάνειας που εκφράζεται από τη συνάρτηση z=u(x, 
y) είναι 

 

( ) ( )1/ 2 1/ 22 2 2 2

yx

x y x y

uu

u u u u
= +

+ +
n i j .       (8.12) 

 
Αν η συνάρτηση u(x, y) είναι γνωστή, τότε για τον υπολογισµό του n, αρκεί ο 

αναλυτικός υπολογισµός των µερικών παραγώγων της Εξ. (8.12). Στην πράξη, αφού η u είναι 
αποτέλεσµα αριθµητικών υπολογισµών, είναι γνωστή µόνο σε διακριτά σηµεία, στους 
κόµβους του υπολογιστικού χωρίου. Για αυτή την περίπτωση, δοκιµάστηκαν οι παρακάτω 
τρόποι υπολογισµού του κάθετου διανύσµατος: 

 
Α) Η συνάρτηση u προσεγγίζεται από µια πεπερασµένη σειρά συναρτήσεων,  
 

1

( , ) ( , )
N

j
j

j

u x y u φ x y
=

= ∑ ,       (8.13) 

 
όπου uj οι τιµές της συνάρτησης u στους κόµβους του υπολογιστικού χωρίου, φj  οι 
συναρτήσεις βάσης (πολυώνυµα συνήθως 1ου ή 2ου βαθµού των x,y) και N το πλήθος των 
κόµβων του υπολογιστικού χωρίου. 
 

1

jN

x j
j

φu u
x=

∂
=

∂∑  και  

          (8.14) 

1

jN

y j
j

φu u
y=

∂
=

∂∑ . 
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Χρησιµοποιούνται γραµµικές συναρτήσεις βάσης. 
 

Β) Οι Sethian και Strain πρότειναν τον παρακάτω τρόπο υπολογισµού για το κάθετο 
διάνυσµα σε κόµβο που βρίσκεται στη θέση i, j του υπολογιστικού χωρίου [Sethian & Strain 
(1992), Sethian (1999), σ. 70-71]: 

 
*

*
ij

ij
ij

n
n

n
= ,         (8.15) 

 
όπου 
 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

*
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 22 2 2 2 2 2 2 2

x x x xij ij ij ij
ij

x y x y x y x yij ij ij ij ij ij ij ij

u u u u
n

u u u u u u u u

+ − + −

+ + − + + − − −

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= + + +⎨ ⎬
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪+ + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

i +        

             

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 22 2 2 2 2 2 2 2

y y y yij ij ij ij

x y x y x y x yij ij ij ij ij ij ij ij

u u u u

u u u u u u u u

+ − + −

+ + − + + − − −

⎧ ⎫
⎪ ⎪

+ + + +⎨ ⎬
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪+ + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

j , 

 
(8.16) 

προσεγγίζοντας τις µερικές παραγώγους µε 1ης τάξης πεπερασµένες διαφορές: 
 

( ) , 1,i j i j
x ij

u u
u

∆x
−− −

= , ( ) 1, ,i j i j
x ij

u u
u

∆x
++ −

= , ( ) , , 1i j i j
y ij

u u
u

∆y
−− −

= , ( ) , 1 ,i j i j
y ij

u u
u

∆y
++ −

= .  (8.17) 

 
Οι Εξ. (8.15), (8.16) και (8.17) εφαρµόζονται µε κατάλληλες µετατροπές και σε 

σηµεία που δεν είναι κόµβοι του πλέγµατος. 
 

Γ) Υιοθετείται η προσέγγιση που περιγράφεται από τις Εξ. (8.15) και (8.16)  µε τη διαφορά 
ότι δεν χρησιµοποιούνται αποκλειστικά 1ης τάξης διαφορές για την προσέγγιση των µερικών 
παραγώγων: Οι µερικές παράγωγοι της Εξ. (8.16) µπορούν να προσεγγιστούν µε τα 
υψηλότερης τάξης ENO και WENO σχήµατα που περιγράφονται στην §6.2.3 και 
χρησιµοποιούνται κατά την επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών [Εξ. (6.1)]. Το σχήµα που 
επιλέγεται για την προσέγγιση των µερικών παραγώγων της Εξ. (8.16) είναι το ίδιο µε αυτό 
που χρησιµοποιείται για την προσέγγιση των χωρικών παραγώγων της εξίσωσης ισοϋψών. 

Ο υπολογισµός του καθέτου διανύσµατος από την Εξ. (8.16), ανεξάρτητα µε το αν 
χρησιµοποιούνται 1ης ή υψηλότερης τάξης προσεγγίσεις για τις µερικές παραγώγους, αφορά 
µόνο τους κόµβους του υπολογιστικού χωρίου. Ο υπολογισµός του καθέτου διανύσµατος 
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κατά τη διαδικασία επίλυσης του συστήµατος της Εξ. (8.10) είναι αναγκαίος σε σηµεία που 
δεν είναι κόµβοι. 

Το κάθετο διάνυσµα σε τυχαίο σηµείο του υπολογιστικού χωρίου προκύπτει µε 
παρεµβολή στις τιµές nij. Πρόκειται για πρόβληµα παρεµβολής διανυσµατικής συνάρτησης 
n(x,y) σε δύο διαστάσεις. Το πρόβληµα επιλύεται µε κατασκευή πολυωνύµων παρεµβολής µε 
την ιδιότητα οι τιµές τους στους κόµβους του υπολογιστικού χωρίου να είναι ίσες µε τις τιµές 
της προσεγγιζόµενης συνάρτησης. Ο βαθµός των πολυωνύµων παρεµβολής της συνάρτησης 
n(x,y) σχετίζεται µε το βαθµό των αντίστοιχων πολυωνύµων της συνάρτησης u(x, y) από την 
οποία προκύπτει η n(x,y) [Εξ. (8.16)]. Για την προσέγγιση της διανυσµατικής συνάρτησης 
n(x,y) κατασκευάζονται τοπικά πολυώνυµα παρεµβολήςℜ1 µε τον αλγόριθµο Neville [Press 
et al. (1997), σ. 108-110]. 
 
 
8.4 Μελέτη ακρίβειας 

 
Η µελέτη ακρίβειας αφορά κυρίως την εφαρµογή ενδιαφέροντος, δηλαδή την εύρεση 

ισοϋψούς µηδέν της αριθµητικής λύσης της εξίσωσης ισοϋψών.ℜ2 Στη συνέχεια, εξετάζεται η 
επίδραση του τρόπου υπολογισµού του κάθετου διανύσµατος, n, στην ακρίβεια των 
υπολογισµών. Επίσης, συγκρίνεται η ακρίβεια του προτεινόµενου αλγόριθµου µε τον 
αλγόριθµο για την εύρεση ισοϋψών που είναι διαθέσιµος στο MATLAB. 

Στο πλαίσιο του «γενικού» προβλήµατος εξέλιξης συνόρου (§5.4), η συνάρτηση στην 
οποία εφαρµόζεται ο αλγόριθµος εύρεσης ισοϋψούς είναι η συνάρτηση ισοϋψών, δηλαδή η 
αριθµητική λύση της εξίσωσης ισοϋψών: 

 
0tu F u+ ∇ = , u(x,t=0) = q(x), x ∈ Ω,     (8.18) 

 
όπου q(x) η αρχική συνθήκη και Ω το υπολογιστικό χωρίο. 
 Αναζητείται η ισοϋψής µηδέν της συνάρτησης ισοϋψών και επιθυµητό είναι η 
διαδικασία εύρεσης ισοϋψούς να µην αλλοιώνει την ακρίβεια της συνάρτησης ισοϋψών 
[αριθµητικής λύσης u της Εξ. (8.18)]. Είναι δύσκολο να οριστεί ένα κοινό µέτρο για την 
ακρίβεια της συνάρτησης ισοϋψών u(x,y) και της ισοϋψούς της u, R(s). Η πρώτη είναι 
βαθµωτή συνάρτηση δύο µεταβλητών και η δεύτερη διανυσµατική συνάρτηση µίας 
µεταβλητής, συνεπώς η τιµή του σφάλµατος δεν µπορεί να αποτελέσει µέτρο για την 
ακρίβεια. Αντί της τιµής του σφάλµατος, εξετάζεται η µεταβολή του σφάλµατος και στις δύο 

                                                 
ℜ1 Το πολυώνυµο βαθµού k που παρεµβάλλει µια συνάρτηση f σε k+1 σηµεία (οι τιµές του στα σηµεία αυτά 
είναι ίσες µε τις τιµές της προσεγγιζόµενης συνάρτησης) είναι µοναδικό [Παπαγεωργίου & Τσίτουρας (2000), 
σ. 195]. Συνεπώς, τα πολυώνυµα Lagrange, Newton ή αυτά που κατασκευάζονται µε τον αλγόριθµο Neville, 
και παρεµβάλλουν µια συνάρτηση σε συγκεκριµένο πλήθος σηµείων, είναι διαφορετικές εκφράσεις του ίδιου 
πολυωνύµου.  
ℜ2 Το πρώτο βήµα στην µελέτη είναι η επαλήθευση του κώδικα επίλυσης συστήµατος διαφορικών εξισώσεων 
µε τα ζεύγη µεθόδων Runge-Kutta 5(4) και 4(5) που χρησιµοποιούνται (Παράρτηµα ∆). 
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λύσεις [u(x,y) και R(s)] καθώς το πλέγµα διακριτοποίησης για την Εξ. (8.18) πυκνώνει, 
δηλαδή υπολογίζεται η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας κάθε λύσης. Αν η παρατηρούµενη 
τάξη ακρίβειας για την R(s) δεν είναι µικρότερη από αυτή της u(x,y), θεωρείται ότι η 
ακρίβεια των υπολογισµών δεν αλλοιώνεται µε την εύρεση της ισοϋψούς. 

Εξετάζονται δύο προβλήµατα, ένα όπου η ισοϋψής µηδέν είναι λεία και ένα όπου 
υπάρχει ασυνέχεια στην κλίση της ισοϋψούς. Στο πρόβληµα 8.Α, υπολογίζεται η ισοϋψής 
µηδέν της συνάρτησης ισοϋψών που προκύπτει από την αριθµητική επίλυση της Εξ. (8.18) 
µε παραµέτρους: 

 

Πρόβληµα 8.Α: 
2 2

[0,1] [0,1], 1 και

( , ) ( 0.5) ( 0.5) 0.1

Ω x F

q x y x y

= =⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬

= − + − −⎪ ⎪⎩ ⎭
.ℜ

 
Τη χρονική στιγµή t=0.25, η πραγµατική λύση της Εξ. (8.18) (πρόβληµα 8.Α) είναι (Σχήµα 
8.2α) 

 
2 2( , , 0.25) ( 0.5) ( 0.5) 0.35realu x y t x y= = − + − − ,  

 
και η πραγµατική ισοϋψής µηδέν της ureal(x,y,t=0.25), όταν R0=R(s=0)=(x0,y0)=(0.15,0.5) 
είναι (Σχήµα 8.2β): 

 

( ) [ ( ), ( )] 0.15 0.35cos ,0.5 0.35sin
0.35 0.35

s ss x s y s π π⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛= = + − + −⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
realR ⎞

⎟

                                                

. (8.19)  

 
Στο πρόβληµα 8.B, υπολογίζεται η ισοϋψής µηδέν της συνάρτησης ισοϋψών που 

προκύπτει από την αριθµητική επίλυση της Εξ. (8.18) µε παραµέτρους: 
 

Πρόβληµα 8.Β: . 
[0,1] [0,1], 1 και

( , ) προσηµασµένη απόσταση από τετράγωνο πλευράς 0.7 
               µε σηµείο τοµής των διαγωνίων του το (0.5,0.5)

Ω x F
q x y
= = −⎧ ⎫

⎪ ⎪=⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

 
Τη χρονική στιγµή t=0.25, η πραγµατική λύση της Εξ. (8.18) (πρόβληµα 8.Β) είναι (Σχήµα 
8.2γ) 
 

ureal(x,y,t=0.25) = προσηµασµένη απόσταση από τετράγωνο πλευράς 0.2 µε  
                                         σηµείο τοµής των διαγωνίων του το (0.5,0.5).  
 

 
ℜ Η q(x,y) είναι η προσηµασµένη απόσταση από κύκλο ακτίνας 0.1 και κέντρου (0.5,0.5). 
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Η πραγµατική ισοϋψής µηδέν της ureal(x,y,t=0.25), όταν R0=R(s=0)=(x0,y0)=(0.4,0.5) είναι 
(Σχήµα 8.2δ): 

 

[0.4,0.5 ], 0 0.1
[0.4 ( 0.1),0.6], 0.1 0.3

( ) [ ( ), ( )] [0.6,0.6 ( 0.3)], 0.3 0.5
[0.6 ( 0.5),0.4], 0.5 0.7
[0.4,0.4 ( 0.7)], 0.7 0.8

s s
s s

s x s y s s s
s s

s s

+ ≤ ≤⎧ ⎫
⎪ ⎪+ − < ≤⎪ ⎪⎪ ⎪= − − < ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪− − < ≤⎪ ⎪

+ − < <⎪ ⎪⎩ ⎭

realR .   (8.20) 

 

-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

0.20.40.6
0.8

1.0 0.0
0.2 0.4 0.6 0.81.0

u(
x,

 t=
0.

25
)

x
y

 x
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

y

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
ισοϋψής 0 της u, t=0.25

(α) (β) 

-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

0.20.40.6
0.8

1.0 0.0
0.2 0.4 0.6 0.81.0

u(
x,

 t=
0.

25
)

x
y

 x
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

y

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ισοϋψής 0 της u, t=0.25

(γ) (δ) 
Σχήµα 8.2 (α) Η πραγµατική συνάρτηση ισοϋψών για το πρόβληµα 8.Α όταν t=0.25. (β) Η 
πραγµατική ισοϋψής µηδέν της συνάρτησης ισοϋψών του (α). (γ) Τα ίδια µε (α) για το πρόβληµα 8.Β. 
(δ) Τα ίδια µε (β) για το πρόβληµα 8.Β. 

 
Για τον υπολογισµό της συνάρτησης ισοϋψών [αριθµητική λύση Εξ. (8.18)] 

χρησιµοποιείται το αριθµητικό σχήµα SSPRK3/OS/WENO5 (§6.2). Στους Πίνακες 8.I  και 
8.II φαίνεται το σφάλµα στην υπολογιζόµενη συνάρτηση ισοϋψών u(x,y,t=0.25), καθώς το 
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∆x=∆y µειώνεται, για τα προβλήµατα 8.Α και 8.B αντίστοιχα. Στους ίδιους πίνακες φαίνεται 
και το σφάλµα της υπολογιζόµενης ισοϋψούς µηδέν και η παρατηρούµενη τάξη σε κάθε 
περίπτωση. ∆οκιµάζονται οι τρεις τρόποι υπολογισµού του κάθετου διανύσµατος της §8.3. 
Για το (Γ) τρόπο της §8.3 έχει χρησιµοποιηθεί σχήµα WENO5 για την προσέγγιση των 
µερικών παραγώγων της Εξ. (8.16) [το ίδιο µε το σχήµα προσέγγισης των χωρικών 
παραγώγων της συνάρτησης ισοϋψών της Εξ. (8.18)] και πολυώνυµα παρεµβολής της 
συνάρτησης n(x,y) βαθµού 1ου έως και 4ου. ∆οκιµάζεται επίσης και ο αλγόριθµος που είναι 
διαθέσιµος στο MATLAB (συνάρτηση contourc), ο οποίος δίνει την ισοϋψή συνάρτησης 
εντοπίζοντας τα στοιχεία του υπολογιστικού χωρίου από τα οποία διέρχεται η ζητούµενη 
ισοϋψής και υλοποιώντας γραµµική παρεµβολή σε κάθε ένα από αυτά [MATLAB 6.5 help 
(2002)]. 

Για το πρόβληµα 8.Α, όπου η ισοϋψής µηδέν είναι λεία, το συµπέρασµα που 
προκύπτει είναι ότι, αν χρησιµοποιηθούν ο (Α) ή ο (Β) τρόπος υπολογισµού του καθέτου 
διανύσµατος της §8.3 ή χρησιµοποιηθεί ο διαθέσιµος αλγόριθµος από το MATLAB, η 
παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας στην υπολογιζόµενη ισοϋψή µηδέν είναι χαµηλότερη από 
αυτή της υπολογιζόµενης συνάρτησης ισοϋψών. Αν ο (Γ) τρόπος της §8.3 χρησιµοποιηθεί, 
τα αποτελέσµατα είναι καλύτερα. Σηµαντικός είναι ο ρόλος του βαθµού των πολυωνύµων 
παρεµβολής: όταν ο βαθµός είναι ≥ 3, οι παρατηρούµενες τάξεις στην υπολογιζόµενη 
συνάρτηση ισοϋψών και στην υπολογιζόµενη ισοϋψή µηδέν αυτής συµφωνούν. 
 
Πίνακας 8.Ι Μεταβολή του σφάλµατος της υπολογιζόµενης συνάρτησης ισοϋψών [της αριθµητικής 
λύσης της Εξ. (8.18)] (||u – ureal||2/||ureal||2) και της υπολογιζόµενης ισοϋψούς (||R – Rreal||F/||Rreal||F), 
καθώς το ∆x=∆y µειώνεται για το πρόβληµα 8.Α. Φαίνονται αποτελέσµατα και για τους τρεις τρόπους 
υπολογισµού του κάθετου διανύσµατος της §8.3. Για το (Γ) τρόπο της §8.3 έχει χρησιµοποιηθεί 
σχήµα WENO5 για την προσέγγιση των χωρικών παραγώγων της Εξ. (8.16) και ο βαθµός των 
πολυωνύµων παρεµβολής (β.π.π) για τη συνάρτηση n(x,y) είναι 1 έως και 4. Φαίνονται επίσης τα 
αποτελέσµατα και για τον αλγόριθµο εύρεσης ισοϋψούς που είναι διαθέσιµος στο MATLAB 
(συνάρτηση contourc). Σε κάθε περίπτωση υπολογίζεται η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας. 
 
 
∆x=∆y 

Υπολογιζόµενη 
συνάρτηση ισοϋψών 

[TVDRK3/Godunov/WENO5] 

Υπολογιζόµενη 
 ισοϋψής  

[(Α) συναρτήσεις βάσης] 

Υπολογιζόµενη  
ισοϋψής  

[(Β) Sethian & Strain]] 

Υπολογιζόµενη  
ισοϋψής  

[αλγόριθµος MATLAB] 
 Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 

0.1 1.13E+00  1.91E-03  1.96E-03  2.80E-02  
0.05 1.74E-01 2.69 1.24E-03 0.63 1.22E-03 0.68 3.80E-03 2.88 

0.025 7.89E-03 4.47 3.69E-04 1.75 3.59E-04 1.77 3.52E-04 3.43 
0.0125 2.49E-04 4.99 1.90E-04 0.96 1.95E-04 0.88 1.50E-04 1.23 

0.00625 7.14E-06 5.12 1.38E-04 0.46 1.64E-04 0.25 3.21E-05 2.22 
 
∆x=∆y 

Υπολογιζόµενη 
ισοϋψής 

[(Γ), WENO5, β.π.π=1] 

Υπολογιζόµενη 
ισοϋψής 

[(Γ), WENO5, β.π.π=2] 

Υπολογιζόµενη 
ισοϋψής 

[(Γ), WENO5, β.π.π=3] 

Υπολογιζόµενη  
ισοϋψής  

[(Γ), WENO5, β.π.π=4] 
 Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 

0.1 8.22E-04  4.08E-03  5.63E-04  7.43E-04  
0.05 1.68E-03 -1.03 1.03E-03 1.99 1.65E-03 -1.55 1.74E-03 -1.23 

0.025 2.21E-04 2.92 1.48E-04 2.79 1.61E-04 3.36 1.68E-04 3.37 
0.0125 2.91E-06 6.25 6.59E-06 4.49 5.01E-06 5.00 4.98E-06 5.08 

0.00625 4.56E-06 -0.65 1.33E-06 2.30 1.34E-07 5.22 1.20E-07 5.37 
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Για το πρόβληµα 8.Β, όπου η ισοϋψής µηδέν εµφανίζει ασυνεχή κλίση σε κάποια 
σηµεία της, το συµπέρασµα που προκύπτει είναι ότι όλοι οι τρόποι υπολογισµού του καθέτου 
δίνουν σχεδόν το ίδιο αποτέλεσµα για την ισοϋψή µηδέν. Η παρατηρούµενη τάξη στην 
ισοϋψή µηδέν είναι ίδια σε κάθε περίπτωση µε την παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της 
υπολογιζόµενης συνάρτησης ισοϋψών. 
 
Πίνακας 8.ΙΙ Μεταβολή του σφάλµατος της υπολογιζόµενης συνάρτησης ισοϋψών [της αριθµητικής 
λύσης της Εξ. (8.18)] (||u – ureal||2/||ureal||2) και της υπολογιζόµενης ισοϋψούς (||R – Rreal||F/||Rreal||F), 
καθώς το ∆x=∆y µειώνεται για το πρόβληµα 8.Β. Φαίνονται αποτελέσµατα και για τους τρεις τρόπους 
υπολογισµού του κάθετου διανύσµατος της §8.3. Για το (Γ) τρόπο της §8.3 έχει χρησιµοποιηθεί 
σχήµα WENO5 για την προσέγγιση των χωρικών παραγώγων της Εξ. (8.16) και ο βαθµός των 
πολυωνύµων παρεµβολής (β.π.π) για τη συνάρτηση n(x,y) είναι 1 έως και 4. Φαίνονται επίσης τα 
αποτελέσµατα και για τον αλγόριθµο εύρεσης ισοϋψούς που είναι διαθέσιµος στο MATLAB 
(συνάρτηση contourc). Σε κάθε περίπτωση υπολογίζεται η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας. 
 
 
∆x=∆y 

Υπολογιζόµενη 
συνάρτηση ισοϋψών 

[TVDRK3/Godunov/WENO5] 

Υπολογιζόµενη 
 ισοϋψής  

[(Α) συναρτήσεις βάσης] 

Υπολογιζόµενη  
ισοϋψής  

[(Β) Sethian & Strain] 

Υπολογιζόµενη  
ισοϋψής  

[αλγόριθµος MATLAB] 
 Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 

0.1 7.72E-01  1.08E-01  1.07E-01  2.24E-01  
0.05 3.27E-01 1.24 5.89E-02 0.88 5.92E-02 0.85 9.21E-02 1.28 

0.025 1.42E-01 1.21 3.50E-02 0.75 3.27E-02 0.86 5.27E-02 0.81 
0.0125 6.27E-02 1.18 1.75E-02 1.00 1.69E-02 0.95 2.73E-02 0.95 

0.00625 2.69E-02 1.22 8.98E-03 0.97 9.16E-03 0.88 1.38E-02 0.98 
 
∆x=∆y 

Υπολογιζόµενη 
ισοϋψής 

[(Γ), WENO5, β.π.π=1] 

Υπολογιζόµενη 
ισοϋψής 

[(Γ), WENO5, β.π.π=2] 

Υπολογιζόµενη 
ισοϋψής 

[(Γ), WENO5, β.π.π=3] 

Υπολογιζόµενη 
ισοϋψής 

[(Γ), WENO5, β.π.π=4] 
 Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 

0.1 9.91E-02  1.15E-01  1.07E-01  9.40E-02  
0.05 6.31E-02 0.65 2.65E-02 2.11 4.63E-02 1.21 4.22E-02 1.16 

0.025 3.17E-02 0.99 2.06E-02 0.36 2.66E-02 0.80 2.47E-02 0.77 
0.0125 1.70E-02 0.90 1.20E-02 0.78 1.38E-02 0.94 1.40E-02 0.82 

0.00625 8.31E-03 1.03 5.99E-03 1.00 8.08E-03 0.78 7.24E-03 0.95 
 

Και για τα δύο παραδείγµατα, ο προτεινόµενος αλγόριθµος εύρεσης ισοϋψούς 
χρησιµοποιώντας τον (Γ) τρόπο της §8.3 για τον υπολογισµό του καθέτου διανύσµατος 
διατηρεί την παρατηρούµενη ακρίβεια της υπολογιζόµενης συνάρτησης ισοϋψών. Στα ίδια 
συµπεράσµατα καταλήγει κανείς, αν χρησιµοποιήσει για τον αριθµητικό υπολογισµό της 
συνάρτησης ισοϋψών [αριθµητική επίλυση της Εξ. (8.18)] και τα υπόλοιπα σχήµατα της §6.2 
και εφαρµόσει το αντίστοιχο αριθµητικό σχήµα για την προσέγγιση των µερικών παραγώγων 
της Εξ. (8.16) [π.χ. αν το αριθµητικό σχήµα SSPRK3/OS/WENO3 χρησιµοποιηθεί για την 
επίλυση της Εξ. (8.18), το αριθµητικό σχήµα WENO3 εφαρµόζεται για την προσέγγιση των 
χωρικών παραγώγων της Εξ. (8.16)]. Στα παραδείγµατα που εξετάστηκαν, ο ενδεδειγµένος 
βαθµός των πολυωνύµων παρεµβολής για τον υπολογισµό του κάθετου διανύσµατος [(Γ) 
τρόπος] είναι ≥ k – 1, όπου k η τάξη ακρίβειας προσέγγισης των χωρικών παραγωγών. Για 
παράδειγµα, όταν χρησιµοποιείται το σχήµα WENO3, ο ενδεδειγµένος βαθµός παρεµβολής 
είναι ≥ 2. 

 269



8.5 Αξιολόγηση 
  

Η εύρεση ισοϋψούς της συνάρτησης ισοϋψών είναι το βήµα του αλγορίθµου του 
«γενικού» προβλήµατος εξέλιξης συνόρου (§5.10) στο οποίο από την πεπλεγµένη απεικόνιση 
συνόρου (συνάρτηση ισοϋψών) προκύπτει η άµεση (§5.2). Στο σύνολο των εργασιών που 
αφορούν στην επίλυση προβληµάτων εξέλιξης συνόρου µε τη µέθοδο των ισοϋψών, ο 
υπολογισµός της ισοϋψούς µηδέν, δηλαδή του κινούµενου συνόρου, θεωρείται δεδοµένος και 
δεν δίνονται περαιτέρω διευκρινήσεις επί των απαιτήσεων που πρέπει αυτός να ικανοποιεί. 
Στην προηγούµενη παράγραφο φάνηκε (Πίνακες 8.Ι και 8.ΙΙ) ότι ο αλγόριθµος εύρεσης της 
ισοϋψούς µηδέν υπολογιζόµενης συνάρτησης ισοϋψών µπορεί να αλλοιώσει την ακρίβεια 
υπολογισµού της συνάρτησης ισοϋψών και να κάνει άσκοπη τη χρήση σχηµάτων υψηλής τάξης 
ακρίβειας για την επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών. 

Το αριθµητικό πρόβληµα του αλγορίθµου που περιγράφεται είναι ένα σύστηµα 
συνήθων διαφορικών εξισώσεων, το οποίο επιλύεται µε ζεύγος µεθόδων Runge-Kutta 
υψηλής τάξης ακρίβειας. Η χρησιµοποίηση ζεύγους µεθόδων Runge-Kutta εµφανίζει το 
πλεονέκτηµα του µεταβλητού και προσαρµοζόµενου βήµατος ολοκλήρωσης. 

Ο αλγόριθµος που περιγράφεται διατηρεί την ακρίβεια της αριθµητικής λύσης της 
εξίσωσης ισοϋψών, τουλάχιστο για τα παραδείγµατα που εξετάστηκαν. Μπορεί να 
χρησιµοποιηθεί γενικά σε προβλήµατα εύρεσης ισοϋψών συνάρτησης και δίνει εκτός από τα 
σηµεία της ισοϋψούς και τη σειρά τους. Ο ακριβής εντοπισµός του πρώτου σηµείου της 
ισοϋψούς είναι κρίσιµος στους αριθµητικούς υπολογισµούς, διότι ο αλγόριθµος της §8.2 
δίνει την ισοϋψή στην οποία ανήκει το πρώτο σηµείο. Στο ίδιο πλαίσιο, ένα πιθανό 
µειονέκτηµα του προτεινόµενου αλγορίθµου είναι ότι αν κατά το βηµατισµό επίλυσης 
αλλάξει, λόγω αριθµητικού σφάλµατος, η ισοϋψής πάνω στην οποία γίνεται ο βηµατισµός, 
αυτός θα συνεχιστεί πάνω στη νέα ισοϋψή. Τέλος, στα πλαίσια επέκτασης της µεθόδου 
ισοϋψών σε τρεις διαστάσεις, θα πρέπει και ο αλγόριθµος εύρεσης ισοϋψούς να τροποποιηθεί 
κατάλληλα, ώστε να υπολογίζει ισοεπιφάνειες. 
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Κεφάλαιο 9 

 

 

 

 
 

Προεκβολή ταχύτητας συνόρου στο 

υπολογιστικό χωρίο επίλυσης  

της εξίσωσης ισοϋψών 

 

 

 

 
Η προεκβολή της ταχύτητας του συνόρου στο υπολογιστικό χωρίο είναι αναγκαία για την 
επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών. Περιγράφονται συνοπτικά οι µέθοδοι για την προεκβολή της 
ταχύτητας που έχουν χρησιµοποιηθεί, και µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια η επιλεγείσα µέθοδος των 
Adalsteinsson και Sethian [Adalsteinsson & Sethian (1999)]. Η µέθοδος αυτή εκµεταλλεύεται 
την ταχύτητα της µεθόδου ταχυ-βηµατισµού (§7.4) και διατηρεί τη συνάρτηση ισοϋψών ως 
προσηµασµένη απόσταση από το σύνορο. Μέσα από την επίλυση δύο προβληµάτων 
προεκβολής, σηµειώνεται η επίδραση της προεκβολής ταχύτητας του συνόρου στην ακρίβεια 
υπολογισµού της θέσης του συνόρου µε τη µέθοδο των ισοϋψών. 
 
 
 
 
 
 



9.1 Εισαγωγή 
 

Για την αριθµητική επίλυση της εξίσωσης ισοϋψώνℜ

 
0tu F u+ ∇ = , όπου u(x,t=0) = q(x), x ∈ Ω,     (9.1) 

 
χρειάζεται να είναι γνωστή η ταχύτητα F σε όλο το υπολογιστικό χωρίο Ω. Στο πλαίσιο 
εξέλιξης συνόρου µε τη µέθοδο των ισοϋψών, σε πολλές περιπτώσεις η ταχύτητα F είναι 
γνωστή µόνο πάνω στην ισοϋψή µηδέν, δηλαδή το κινούµενο σύνορο. Για παράδειγµα, σε 
εφαρµογές όπως η εγχάραξη και η απόθεση, δεν υπάρχει φυσικός ορισµός της ταχύτητας 
εγχάραξης και απόθεσης σε σηµεία διαφορετικά του κινούµενου συνόρου. Αν Fmb είναι η 
ταχύτητα του κινούµενου συνόρου, για την επίλυση της Εξ. (9.1) χρειάζεται να γίνει 
προεκβολή της Fmb σε όλο το υπολογιστικό χωρίο Ω, οπότε και προκύπτει η F [βήµα (∆) 
αλγορίθµου «γενικού» προβλήµατος εξέλιξης συνόρου, §5.10]. Η σχέση µεταξύ F και Fmb 
είναι 
  

F = Fmb για x ∈ Ω: u(x,t) = 0.       (9.2) 
 

σύνορο Γ

F=Fmb

F=Fmb
F=Fmb

F=Fmb
F?

F?

F?

 
Σχήµα 9.1 Το πρόβληµα προεκβολής της ταχύτητας Fmb του κινούµενου συνόρου (ισοϋψούς µηδέν) 
στο υπολογιστικό χωρίο. Απόδοση τιµών στη συνάρτηση F. 
 

Οι τιµές της F σε σηµεία διαφορετικά του κινούµενου συνόρου δεν έχουν φυσική 
σηµασία, αντιπροσωπεύουν την ταχύτητα των ισοϋψών εκτός της µηδενικής. Θεωρητικά, η 
ταχύτητα των ισοϋψών εκτός της µηδενικής δεν επηρεάζει την εξέλιξη της ισοϋψούς µηδέν. 
Ωστόσο, επιδρά σηµαντικά στην αριθµητική επίλυση της Εξ. (9.1): η διακριτοποίηση στο χώρο 
απαιτεί τιµές της u και της F και σε σηµεία διαφορετικά της ισοϋψούς µηδέν. 

                                                 
ℜ Στο υπόλοιπο του κεφαλαίου χρησιµοποιείται το σύµβολο u για την άγνωστη συνάρτηση, αντί του συµβόλου 
φ που χρησιµοποιήθηκε στο Κεφ. 5. Ο συµβολισµός φ αναφέρεται σε έµµεση συνάρτηση περιγραφής συνόρου 
και ο συµβολισµός u αφορά στην άγνωστη συνάρτηση σε ένα αριθµητικό πρόβληµα. 
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Στις επόµενες παραγράφους περιγράφονται µέθοδοι προεκβολής της ταχύτητας του 
συνόρου σε όλο το υπολογιστικό χωρίο επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών (§9.2), και µε 
µεγαλύτερη λεπτοµέρεια (§9.3) η µέθοδος που προτείνουν οι Adalsteinsson και Sethian 
[Adalsteinsson & Sethian (1999)]. Εξετάζεται η επίδραση της προεκβολής ταχύτητας του 
κινούµενου συνόρου στο υπολογιστικό χωρίο στον υπολογισµό της θέσης του συνόρου µε τη 
µέθοδο των ισοϋψών (§9.4). Τέλος, αναφέρονται τα βασικά συµπεράσµατα της µελέτης 
(§9.5). Η επαλήθευση του κώδικα που υλοποιεί τη µέθοδο προεκβολής που επιλέγεται 
βρίσκεται στην  §Α.5.3. 
 
 
9.2 Μέθοδοι προεκβολής της ταχύτητας του συνόρου 
 

Ο µαθηµατικός περιορισµός που πρέπει η ταχύτητα F να ικανοποιεί, είναι 
πλησιάζοντας στο σύνορο να παίρνει τις τιµές της ταχύτητας στο σύνορο, Fmb [Adalsteinsson 
& Sethian (1999)]: 

 
lim ( ) ( )mbF F

→
=

x a
x a ,        (9.3) 

 
όπου a είναι σηµείο του συνόρου. 

Ο περιορισµός της Εξ. (9.3) δίνει µεγάλη ελευθερία στη µέθοδο προεκβολής. Οι, 
επιπλέον της Εξ. (9.3), περιορισµοί είναι η ακρίβεια της αριθµητικής λύσης της εξίσωσης 
ισοϋψών (για την επίλυση της οποίας είναι απαραίτητη η προεκβολή της ταχύτητας) και το 
υπολογιστικό κόστος της µεθόδου προεκβολής. 

Στη συνέχεια περιγράφονται µέθοδοι που έχουν χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό 
της F: 
 
Α) Σε προβλήµατα εξέλιξης συνόρου – διεπιφάνειας ρευστών, στην ταχύτητα F µπορεί να 
αποδοθεί η πραγµατική ταχύτητα των ρευστών [Sussman et al. (1994)]. 
 
Β) Στην ταχύτητα F σε σηµείο x του υπολογιστικού χωρίου αποδίδεται τιµή ίση µε την Fmb 
στο κοντινότερο στο x σηµείο του συνόρου [Hsiau et al. (1997)]. Η εύρεση του κοντινότερου 
στο σηµείο x σηµείου του συνόρου έχει υψηλό υπολογιστικό κόστος. 
 
Γ) Οι Adalsteinsson και Sethian προτείνουν την παρακάτω εξίσωση [Adalsteinsson & 
Sethian (1999)] 
 

0F u∇ ⋅∇ = ,         (9.4) 
 
για την προεκβολή της F στο υπολογιστικό χωρίο επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών.  
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Πρακτικά, η Εξ. (9.4) συνεπάγεται ότι οι ισοϋψείς της F είναι κάθετες στις ισοϋψείς 
της u. Στη συνέχεια αναδεικνύεται µια σηµαντική συνέπεια της Εξ. (9.4). Έστω F, u 
παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Είναι 
 

( )
2

2 2 t

d u d du u u u u u
dt dt dt
∇

= ∇ ⋅∇ = ∇ ⋅ ∇ = ∇ ⋅∇ .    (9.5) 

 
Από την Εξ. (9.1) προκύπτει ότι 
 

(tu F∇ = −∇ ∇ )u         (9.6) 

 
Συνεπώς η Εξ. (9.5) γίνεται 
 

( )
2

2 2 2
d u

u F u F u u u u
dt
∇

= − ∇ ⋅∇ ∇ = − ∇ ⋅∇ ∇ − ∇ ∇ ⋅∇F .  (9.7) 

 
Λόγω της Εξ. (9.4), η Εξ. (9.7) γίνεται 

 
2

2
d u

F u u
dt
∇

= − ∇ ⋅∇ ∇ .       (9.8) 

 
Μια λύση της Εξ. (9.8) είναι η |∇u| = c, η οποία αν u είναι η προσηµασµένη 

απόσταση από το κινούµενο σύνορο τη χρονική στιγµή t=0, είναι η |∇u| = 1. Εποµένως, αν 
⇒ |∇u| = 1, µε την προϋπόθεση ότι η λύση |∇u| = 1 είναι η µοναδική λύση της 

Εξ. (9.8). Αυστηρότερα [χωρίς την απόδειξη για τη µοναδικότητα της λύσης της Εξ. (9.8)], η 
είναι αναγκαία συνθήκη για να διατηρηθεί η u προσηµασµένη απόσταση. Από 

την Εξ. (9.7) είναι φανερό ότι µια τυχαία επιλογή της F οδηγεί την u σε απόκλιση από την 
προσηµασµένη απόσταση. 

0F u∇ ⋅∇ =

0F u∇ ⋅∇ =

Οι απαραίτητες βοηθητικές συνθήκες για την επίλυση της Εξ. (9.4) περιγράφονται 
στην §9.4. Οι Adalsteinsson και Sethian χρησιµοποιούν τη µέθοδο ταχυ-βηµατισµού για την 
επίλυση της Εξ. (9.4) [Adalsteinsson & Sethian (1999)]. 
 
∆) Οι Peng et al. προτείνουν, για την προεκβολή της Fmb σε όλο το υπολογιστικό χωρίο, την 
επίλυση της υπερβολικής εξίσωσης [Peng et al. (1999)] 

 

( ) 0τF S u F+ ⋅∇ =n ,        (9.9) 
 

όπου n είναι το κάθετο στις ισοϋψείς της u διάνυσµα [Εξ. (5.7)], τ ο χρόνος και S(u) η 
συνάρτηση που δίνει το πρόσηµο της u, 
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1, 0
( ) 0, 0

1, 0

u
S u u

u

− <⎧ ⎫
⎪= =⎨
⎪ ⎪>⎩ ⎭

⎪
⎬  ,        (9.10) 

 

η οποία συνήθως προσεγγίζεται από την  
 

2 2
ˆ( ) uS u

u δ
=

+
,        (9.11) 

 
όπου δ µια µικρή σταθερά που παρεµποδίζει τη διαίρεση µε το µηδέν. 

Η Εξ. (9.9) λύνεται µέχρι τη µόνιµη κατάσταση. Για την επίλυση της Εξ. (9.9) 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν αριθµητικά σχήµατα αντίστοιχα της §6.2. 

Η Εξ. (9.9) προεκβάλλει την ταχύτητα Fmb του συνόρου σε όλο το υπολογιστικό 
χωρίο διατηρώντας την F σταθερή πάνω στις προβολές των χαρακτηριστικών. Οι προβολές 
των χαρακτηριστικών στο επίπεδο (x,y) είναι κάθετες στις ισοϋψείς της u (§5.9). Εποµένως, 
από την επίλυση της Εξ. (9.9) προκύπτει και πάλι ότι οι ισοϋψείς της u θα είναι κάθετες στις 
ισοϋψείς της F. Η Εξ. (9.9) σχετίζεται µε την Εξ. (9.4), αφού στη µόνιµη κατάσταση η Εξ. 
(9.9) γίνεται 
 

0F u F⋅∇ = ⇒∇ ⋅∇ =n 0

                                                

,       (9.12) 
 
δηλαδή η Εξ. (9.4). 
 
 Εκτός από τις παραπάνω µεθόδους, έχουν χρησιµοποιηθεί και άλλες προσεγγίσεις  
για την προεκβολή της ταχύτητας συνόρου [Richards et al. (2001)]. 
  Οι µέθοδοι (Β),ℜ (Γ) και (∆) γενικά διατηρούν τη συνάρτηση ισοϋψών ως 
προσηµασµένη απόσταση από το σύνορο. Η διατήρηση της συνάρτησης ισοϋψών ως 
προσηµασµένη απόσταση διευκολύνει τόσο την επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών, όσο και την 
εύρεση των ισοϋψών της συνάρτησης ισοϋψών: αποφεύγονται οι απότοµες ή οι πολύ µικρές 
µεταβολές κλίσης. Με την µέθοδο (Α) η συνάρτηση ισοϋψών δεν διατηρείται ως 
προσηµασµένη απόσταση. Σε αυτή την περίπτωση, για να ξαναγίνει η συνάρτηση ισοϋψών 
προσηµασµένη απόσταση από το σύνορο, χρειάζεται να εφαρµοστεί η διαδικασία 
αποκατάστασης της συνάρτησης ισοϋψών σε προσηµασµένη απόσταση [re-initialization, 
Peng et al. (1999), Adalsteinsson & Sethian (1999)].  

Η µέθοδος (Β) εµφανίζει υψηλό υπολογιστικό κόστος. Η µέθοδος (∆) µπορεί να λυθεί 
µε αριθµητικά σχήµατα υψηλής τάξης. Επιλέγεται η µέθοδος (Γ), η οποία αξιοποιεί τη 

 
ℜ Οι Zhao et al. απέδειξαν ότι η µέθοδος προεκβολής (Β) διατηρεί τη συνάρτηση ισοϋψών ως προσηµασµένη 
απόσταση [Zhao et al. (1996)]. 
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µέθοδο ταχυ-βηµατισµού, λόγω της υψηλής ταχύτητας της µεθόδου, αλλά και της 
κεκτηµένης εξοικείωσης µε τη µέθοδο ταχυ-βηµατισµού (§7.4). 
 
 
9.3 Αλγόριθµος προεκβολής ταχύτητας συνόρου των Adalsteinsson και Sethian 
 

Από τις µεθόδους που περιγράφηκαν στην §9.2 επιλέγεται η µέθοδος (Γ), δηλαδή η 
επίλυση της εξίσωσης, 
 

( ) ( ) 0,  
( ) ( ),  ,  mb

u F Ω
F F Γ Γ Ω
∇ ⋅∇ = ∈⎧ ⎫
⎨ = ∈ ⊂⎩ ⎭

x x x
x x x ⎬ ,      (9.13) 

 
η οποία διατηρεί τη συνάρτηση ισοϋψών προσηµασµένη απόσταση. Για την επίλυση της Εξ. 
(9.13) χρειάζεται η διακριτοποίηση των βαθµίδων ∇u και ∇F.  Οι Adalsteinsson και Sethian  
κατασκευάζουν την προσηµασµένη απόσταση από το σύνορο, ut, χρησιµοποιώντας σχήµα 
τύπου Godunov [Εξ. (7.18)] και τη µέθοδο ταχυ-βηµατισµού [Adalsteinsson & Sethian 
(1999)]. Κάθε φορά που ένας γειτονικός κόµβος εισάγεται στο σύνολο των αποδεκτών 
(αλγόριθµος στην §7.4.1), υπολογίζεται και η προεκβολή της ταχύτητας Fmb στον κόµβο 
αυτό. Το σχήµα διακριτοποίησης της ∇F εξαρτάται από τους κόµβους που 
χρησιµοποιήθηκαν για τον υπολογισµό της προσηµασµένης απόστασης στον πρόσφατα 
αποδεκτό κόµβο. Αν για παράδειγµα για τον υπολογισµό της απόστασης ut στον κόµβο (i, j) 
χρησιµοποιήθηκαν οι αποστάσεις στους κόµβους (i + 1, j) και (i, j – 1), τότε για τον 
υπολογισµό της ταχύτητας F στον κόµβο (i, j) χρησιµοποιείται η σχέση: 
 

1, , , , 1 1, , , , 1, ,
t t t t
i j i j i j i j i j i j i j i ju u u u F F F F
∆x ∆y ∆x ∆y

+ − +⎛ ⎞− − − −⎛ ⎞
⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

0− ⇒ 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

, 1, , , 1
1, , 12 2

,
, 1, , , 1

2 2

t t t t
i j i j i j i j

i j i j

i j t t t t
i j i j i j i j

u u u u
F F

∆x ∆y
F

u u u u

∆x ∆y

+ −
+ −

+ −

− −
+

=
− −

+

.     (9.14) 

 
Όπως και στον αλγόριθµο ταχυ-βηµατισµού, είναι απαραίτητο να εντοπιστεί το 

σύνολο των αρχικών αποδεκτών κόµβων και να υπολογιστεί η ταχύτητα F σε αυτούς. Η 
προεκβολή της ταχύτητας στο σύνολο των αρχικών αποδεκτών κόµβων γίνεται κατά 
αντιστοιχία µε τον υπολογισµό της ταχύτητας σε κάθε αποδεκτό κόµβο, δηλαδή µε την 
επίλυση της εξίσωσης . Οι δυνατές περιπτώσεις για τη θέση ενός αρχικού 0tF u∇ ⋅∇ =

 276



γειτονικού κόµβου σε σχέση µε το σύνορο φαίνονται στο Σχήµα 7.21. Η ταχύτητα FA 
υπολογίζεται από τις εξισώσεις 

Για το Σχήµα 7.21α:  
 

0
t t
A B A B

A B A B

u u F F
y y y y

⎛ ⎞⎛ ⎞− −
=⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

⇒ FA = FB.      (9.15) 

 
Για το Σχήµα 7.21β: 

 

, ,
t t t t
C A C AA B A B

C A A B C A A B

u u F Fu u F F
x x y y x x y y

⎛ ⎞ ⎛− −−
− ⋅ −⎜ ⎟ ⎜− − − −⎝ ⎠ ⎝

0
⎞−
=⎟

⎠
.    (9.16) 

 
Για το Σχήµα 7.21γ: 
 

, , 0
⎞
=⎟

⎠

t t t t
C A C AA B A B

C A A B C A A B

u u F Fu u F F
x x y y x x y y

⎛ ⎞ ⎛− −− −
− ⋅ −⎜ ⎟ ⎜− − − −⎝ ⎠ ⎝

, αν max ,
t t t t t t
A B D A A B

A B D A A B

u u u u u u
y y y y y y

⎛ ⎞− − −
− =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

, 

         (9.17) 
ή  
 

, ,
t t t t
C A C AD A D A

C A D A C A D A

u u F Fu u F F
x x y y x x y y

⎛ ⎞ ⎛− −− −
− − ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜− − − −⎝ ⎠ ⎝

0
⎞
=⎟

⎠
,αν  

max ,
t t t t t t
A B D A D A

A B D A D A

u u u u u u
y y y y y y

⎛ ⎞− − −
− = −⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

. (9.18) 

  
Για το Σχήµα 7.21δ: 
 

0
t t
A B A B

A B A B

u u F F
y y y y

⎛ ⎞⎛ ⎞− −
=⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

, αν max ,
t t t t t t
A B D A A B

A B D A A B

u u u u u u
y y y y y y

⎛ ⎞− − −
− =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 ,  (9.19) 

 
ή 

 

0
t t
D A D A

D A D A

u u F F
y y y y

⎛ ⎞⎛ ⎞− −
− −⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

= , αν max ,
t t t t t t
A B D A D A

A B D A D A

u u u u u u
y y y y y y

⎛ ⎞− − −
− = −⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

,  (9.20) 

 
Για το Σχήµα 7.21ε: 
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, ,
t t t t
C A C AA B A B

C A A B C A A B

u u F Fu u F F
x x y y x x y y

⎛ ⎞ ⎛− −− −
− ⋅ −⎜ ⎟ ⎜− − − −⎝ ⎠ ⎝

0
⎞
=⎟

⎠
, αν  

 

max ,
t t t tt t
C A CA E

A E C A C A

u u u uu u A

x x x x x x
⎛ ⎞− −−

− = −⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
 και max ,

t t t t t t
A B D A A B

A B D A A B

u u u u u u
y y y y y y

⎛ ⎞− − −
− =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

. 

    (9.21) 
ή 

 

, ,
t t t t
A E A B A E A B

A E A B A E A B

u u u u F F F F
x x y y x x y y

⎛ ⎞ ⎛− − − −
⋅ =⎜ ⎟ ⎜− − − −⎝ ⎠ ⎝

0
⎞
⎟
⎠

, αν  

 

max ,
t tt t t t
C AA E A E

A E C A A E

u uu u u u
x x x x x x

⎛ ⎞−− −
− =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 και max ,
t t t t t t
A B D A A B

A B D A A B

u u u u u u
y y y y y y

⎛ ⎞− − −
− =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
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          (9.22) 
ή 

, ,
t t t t
C A C AD A D A

C A D A C A D A

u u F Fu u F F
x x y y x x y y

⎛ ⎞ ⎛− −− −
− − ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜− − − −⎝ ⎠ ⎝

0
⎞
=⎟

⎠
, αν  

 

max ,
t t t tt t
C A CA E

A E C A C A

u u u uu u A

x x x x x x
⎛ ⎞− −−

− = −⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
 και max ,

t t t t t t
A B D A D A

A B D A D A

u u u u u u
y y y y y y

⎛ ⎞− − −
− = −⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

. 

     (9.23) 
ή 

 

, ,
t t t t
A E D A A E D A

A E D A A E D A

u u u u F F F F
x x y y x x y y

⎛ ⎞ ⎛− − − −
− ⋅ −⎜ ⎟ ⎜− − − −⎝ ⎠ ⎝

0
⎞
=⎟

⎠
, αν  

 

max ,
t tt t t t
C AA E A E

A E C A A E

u uu u u u
x x x x x x

⎛ ⎞−− −
− =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 και max ,
t t t t t t
A B D A D A

A B D A D A

u u u u u u
y y y y y y

⎛ ⎞− − −
− = −⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

. 

     (9.24) 
 
Στις Εξ. (9.15) – (9.24) οι τιµές , ,t

Bu t
Cu t

Du ,  και Ft
Eu B, FC, FD, FE είναι γνωστές 

(συνοριακές συνθήκες), 
 

0t t t t
B C D Eu u u u= = = =         (9.25)  

 
και  
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FB=Fmb(xB,yB), FC=Fmb(xC,yC), FD=Fmb(xD,yD), FE=Fmb(xE,yE).  (9.26) 

 
Για να µπορούν να εφαρµοστούν Εξ. (9.15) – (9.24) θα πρέπει να είναι γνωστές οι 

τιµές της ταχύτητας F (Fmb) στα σηµεία τοµής του κινούµενου συνόρου µε τις πλεγµατικές 
γραµµές του υπολογιστικού χωρίου. Συνεπώς, αναγκαία για την εφαρµογή του αλγορίθµου 
είναι η προσαρµογή του συνόρου στο αριθµητικό πλέγµα (§7.4.6.1) και ο υπολογισµός της 
ταχύτητας F στα σηµεία τοµής του συνόρου µε το αριθµητικό πλέγµα. 
 
 
9.4 Επίδραση της προεκβολής της ταχύτητας του συνόρου στους υπολογισµούς 
 

Γενικά, η ακρίβεια της θέσης του συνόρου µετά από χρόνο t, επηρεάζεται (§6.6): α) 
από την ακρίβεια της αρχικής συνάρτησης ισοϋψών [q(x) στην Εξ. (9.1)]. Η συνάρτηση 
ισοϋψών τη χρονική στιγµή t=0 είναι η προσηµασµένη απόσταση και ο αριθµητικός 
υπολογισµός της (Κεφ. 7) θα εισάγει σφάλµατα στον υπολογισµό της θέσης του συνόρου 
(§7.5). β) Από την ακρίβεια προεκβολής της ταχύτητας Fmb µακριά από το σύνορο. γ) Από 
την ακρίβεια επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών µε τα σχήµατα της §6.2. δ) Από την ακρίβεια 
µε την οποία υπολογίζεται η ισοϋψής µηδέν όταν είναι γνωστή η συνάρτηση ισοϋψών (Κεφ. 
8). 

Στα προβλήµατα 9.Α και 9.Β, που περιγράφονται στη συνέχεια [Adalsteinsson & 
Sethian (1999)], προκειµένου να µελετηθεί η επίδραση της προεκβολής της ταχύτητας στην 
εξέλιξη συνόρου, η αρχική συνάρτηση ισοϋψών είναι η πραγµατική προσηµασµένη 
απόσταση, δεν υπολογίζεται αριθµητικά, και η ακρίβεια εύρεσης της ισοϋψούς είναι τέτοια 
που δεν αλλοιώνει αυτή της αριθµητικής λύσης της εξίσωσης ισοϋψών (§8.4). Εξετάζεται η 
ακρίβεια της θέσης του συνόρου µε και χωρίς την προεκβολή της ταχύτητας F. 
 
 
9.4.1 Πρόβληµα 9.A 
 

Επιλύεται πρόβληµα διαστολής συνόρου µε τη µέθοδο των ισοϋψών. Έστω ότι το 
σύνορο αρχικά είναι κύκλος µε κέντρο το (0, 0) και ακτίνα r0=3. Έστω ότι η ταχύτητα 
διαστολής του συνόρου είναι κάθετη σε αυτό και ίση µε 

 
2 22 (3.0 2 ) sin(4mbF x y t θ⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦ ) 2+ ,     (9.27) 

 
όπου θ είναι η γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα (x, y) µε τον θετικό άξονα x. Για το σκοπό 
αυτό επιλύεται η Εξ. (9.1) στο υπολογιστικό χωρίο Ω=[-8,8]x[-8,8] µε αρχική συνθήκη 
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 2 2
0( , , 0) ( , )u x y t q x y x y r= = = + − .ℜ

 

   
(α) (β) (γ) 

   
(δ) (ε) (στ) 

x
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y

-8

-6
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-2

0

2

4

6

8

t=0 t=0.2

t=0.8 t=0.8

 
(ζ) (η) 

Σχήµα 9.2 Ισοϋψείς της συνάρτησης ισοϋψών σε διαφορές χρονικές στιγµές για το πρόβληµα 9.A, 
όταν η ταχύτητα F δίδεται από την Εξ. (9.27) (χωρίς προεκβολή) ή υπολογίζεται µε προεκβολή: (α) 
χωρίς προεκβολή, t=0.2, (β) χωρίς προεκβολή, t=0.5, (γ) χωρίς προεκβολή, t=0.8, (δ) µε προεκβολή, 
t=0.2, (ε) µε προεκβολή, t=0.5. (στ) µε προεκβολή, t=0.8. (ζ) Στιγµιότυπα του συνόρου (ισοϋψούς 
µηδέν της συνάρτησης ισοϋψών) σε διάφορες χρονικές στιγµές που απέχουν 0.2, όταν η ταχύτητα F 
δίδεται από την Εξ. (9.27) (χωρίς προεκβολή). (η) Το ίδιο µε το (ζ) όταν η ταχύτητα F προκύπτει µε 
                                                 
ℜ Η q(x,y) είναι η προσηµασµένη απόσταση από κύκλο ακτίνας r0 και κέντρου (0, 0). 
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προεκβολή (∆x=∆y=0.25, ∆t=0.0005, χρησιµοποιείται αριθµητικό σχήµα Euler/OS/WENO5 για την 
επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών). 

 
Η ταχύτητα F α) δίδεται από την Εξ. (9.27) σε όλο το υπολογιστικό χωρίο Ω (F χωρίς 

προεκβολή) ή β) υπολογίζεται µε προεκβολή των τιµών Fmb στο Ω µε τη µέθοδο που 
περιγράφηκε στην §9.3. 

Η θέση του συνόρου σε κάθε χρονική στιγµή προκύπτει από την ισοϋψή µηδέν της 
συνάρτησης ισοϋψών (Κεφ. 8). Η πραγµατική λύση του προβλήµατος είναι, 

 

0 0
3 3( , ) [ ( , ), ( , )] (3 2 )cos , (3 2 )sin ,
2 3 2 2 3 2
π s π ss t x s t y s t x t y t

t t
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + + − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

realR  

(9.28) 
 
όπου 0≤ s 2π(3+2t). Η πραγµατική λύση είναι οµόκεντροι κύκλοι µε κέντρο (0,0) και 
ακτίνα 3+2t. 

≤

Στο Σχήµα 9.2 φαίνονται ισοϋψείς της συνάρτησης ισοϋψών σε διάφορες χρονικές 
στιγµές (t=0.2,0.5,0.8), όπως προκύπτουν όταν η ταχύτητα F προκύπτει χωρίς (Σχήµατα 
9.2α, 9.2β, 9.2γ) και µε προεκβολή (Σχήµατα 9.2δ, 9.2ε, 9.2στ). Στα Σχήµατα 9.2ζ και 9.2η 
φαίνονται και η θέση του συνόρου (ισοϋψής µηδέν) σε διάφορες χρονικές στιγµές. 

Στα Σχήµατα 9.2α, 9.2β, και 9.2γ (αποτελέσµατα χωρίς προεκβολή) φαίνεται ότι οι 
ισοϋψείς της συνάρτησης ισοϋψών σε κάποιες περιοχές του υπολογιστικού πλησιάζουν, 
οπότε η βαθµίδα της συνάρτησης ισοϋψών είναι µεγάλη, και σε άλλες αποµακρύνονται, 
οπότε η βαθµίδα της συνάρτησης ισοϋψών είναι µικρή. Στα Σχήµατα 9.2δ, 9.2ε, 9.2στ 
(αποτελέσµατα µε προεκβολή) η συνάρτηση ισοϋψών παραµένει προσηµασµένη απόσταση. 
Η διαφορά στην ακρίβια υπολογισµού των ισοϋψών µηδέν χωρίς και µε προεκβολή δεν είναι 
εµφανής στα Σχήµατα 9.2ζ, 9.2η. Προκειµένου να ποσοτικοποιηθεί η διαφορά ανάµεσα στις 
δύο τρόπους απόδοσης τιµών στην F, συγκρίνεται το σφάλµα σε κάθε περίπτωση. 

Στο Σχήµα 9.3 φαίνεται το σφάλµα στον υπολογισµό της ισοϋψούς µηδέν συναρτήσει 
του ∆x=∆y. Το σφάλµα όταν δεν γίνεται προεκβολή είναι σχετικά µεγαλύτερο, διότι αν και η 
ταχύτητα πάνω στο σύνορο είναι σωστή, οι τιµές της ταχύτητας στο υπόλοιπο υπολογιστικό 
χωρίο Ω επηρεάζουν την αριθµητική επίλυση. 

Το σφάλµα όταν γίνεται προεκβολή είναι γενικά µικρότερο. Μάλιστα, για τα σχήµατα 
2ης (Euler/OS/ENO2S) και 3ης (Euler/OS/WENO3) τάξης, η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας ως 
προς ∆x πλησιάζει τη θεωρητική. Κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει για το σχήµα 5ης τάξης 
(Euler/OS/WENO5). Στη διαφορά της παρατηρούµενης από τη θεωρητική τάξη συµβάλλει  η 
συσσώρευση σφαλµάτων κατά την εύρεση της θέσης του συνόρου. Στο πρόβληµα 9.A, η 
θέση του συνόρου καθορίζει την ταχύτητά του [Εξ. (9.27)]. Σηµαντική επίδραση στην 
ακρίβεια µπορεί να έχει και η, αναγκαία για την εφαρµογή της µεθόδου προεκβολής, 
προσαρµογή του συνόρου (ισοϋψούς µηδέν) στο αριθµητικό πλέγµα του υπολογιστικού 
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χωρίου (§7.4.6.1). Επίσης, στη διαφορά συµβάλλει και το ότι το σχήµα προεκβολής της 
ταχύτητας είναι 1ης τάξης. 

∆x=∆y
0.1 1

σφ
άλ

µα

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

Euler/OS/1 
Euler/OS/ENO2S 
Euler/OS/WENO3 
Euler/OS/WENO5 

∆x=∆y
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10-1

0.83

1.86

2.70

0.98

(α) (β) 
Σχήµα 9.3 Σφάλµα στην υπολογιζόµενη ισοϋψή µηδέν (||R–Rreal||F/||Rreal||F), καθώς το ∆x=∆y 
µειώνεται για το πρόβληµα 9.Α τη χρονική στιγµή t=0.8. Εξετάζονται τα σχήµατα Euler/OS/1, 
Euler/OS/ENO2S, Euler/OS/WENO3 και Euler/OS/WENO5 (∆t=0.0005). (α) Χωρίς προεκβολή. (β) 
Με προεκβολή. 
 
 
9.4.2 Πρόβληµα 9.B 
 

Έστω πρόβληµα εξέλιξης συνόρου κατά την εγχάραξη δύο υλικών µε διαφορετική 
ταχύτητα εγχάραξης. Η δοµή των δύο υλικών είναι αυτή που φαίνεται στο Σχήµα 9.4α: Στη 
λευκή περιοχή αντιστοιχεί υλικό το οποίο εγχαράσσεται µε ταχύτητα 1, και στη γκρίζα υλικό 
που εγχαράσσεται µε ταχύτητα 100. Το σύνορο είναι η µαύρη γραµµή που φαίνεται στο 
Σχήµα 9.4α. Ένας τρόπος απόδοσης τιµών στην ταχύτητα F στους κόµβους του 
υπολογιστικού χωρίου είναι να αποδίδεται η ταχύτητα F = 1 ή 100, ανάλογα µε την περιοχή 
στην οποία ανήκει ο κόµβος. Σε αυτή την περίπτωση η απόδοση γίνεται χωρίς προεκβολή. 
Ωστόσο, η απόδοση τιµών στην ταχύτητα F µπορεί να γίνει και µε προεκβολή: η ταχύτητα 
Fmb σε κάθε σηµείο του συνόρου υπολογίζεται µε βάση την περιοχή στην οποία ανήκει το 
σηµείο. Στη συνέχεια γίνεται προεκβολή της Fmb στο υπολογιστικό χωρίο. 

Στο Σχήµα 9.4 φαίνεται η εξέλιξη του συνόρου χωρίς και µε προεκβολή. Στα 
Σχήµατα 9.4β, 9.4δ και 9.4στ φαίνεται το σύνορο σε τρεις χρονικές στιγµές, όπως προκύπτει 
χωρίς προεκβολή. Παρατηρείται ότι το σύνορο εµφανίζει διακυµάνσεις και αυτό οφείλεται 
στη µεγάλη βαθµίδα της ταχύτητας F στη γειτονιά του συνόρου. Στα Σχήµατα 9.4γ, 9.4ε και 
9.4ζ φαίνεται το σύνορο σε τρεις χρονικές στιγµές, όπως προκύπτει όταν γίνεται προεκβολή 
της ταχύτητας. Σε αυτή την περίπτωση, το σύνορο δεν εµφανίζει τις διακυµάνσεις. Η 
προεκβολή της ταχύτητας συµβάλλει στην καλύτερη ποιότητα της λύσης. 
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Σχήµα 9.4 Στιγµιότυπα εξέλιξης συνόρου για το πρόβληµα 9.B σε διάφορες χρονικές στιγµές χωρίς 
και µε προεκβολή. Χρησιµοποιείται το αριθµητικό σχήµα Euler/OS/ENO2S, ∆x=∆y=0.4, ∆t=0.0005 
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(α) t=0, (β) t=0.05, χωρίς προεκβολή, (γ) t=0.05, µε προεκβολή, (δ) t=0.125, χωρίς προεκβολή, (ε) 
t=0.125, µε προεκβολή, (στ) t=0.2, χωρίς προεκβολή, (γ) t=0.2, µε προεκβολή.  
 
 
9.5 Αξιολόγηση  
 

Η προεκβολή της ταχύτητας του κινούµενου συνόρου στο υπολογιστικό χωρίο 
επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών είναι το βήµα (∆) του αλγορίθµου του «γενικού» 
προβλήµατος εξέλιξης συνόρου (§5.10). Ο προτεινόµενος αλγόριθµος [Adalsteinsson & 
Sethian (1999)] για την προεκβολή της ταχύτητας του συνόρου προϋποθέτει την προσαρµογή 
του συνόρου στο αριθµητικό πλέγµα επίλυσης και τον υπολογισµό της ταχύτητας στα σηµεία 
τοµής του συνόρου µε το αριθµητικό πλέγµα. Επίσης, διατηρεί τη συνάρτηση ισοϋψών ως 
προσηµασµένη απόσταση από το κινούµενο σύνορο και εκµεταλλεύεται την ταχύτητα της 
µεθόδου ταχυ-βηµατισµού.  

Από τα προβλήµατα που επιλύθηκαν, φάνηκε ότι ο προτεινόµενος αλγόριθµος µπορεί 
να συµβάλλει στη βελτίωση της ακρίβειας του υπολογιζόµενου συνόρου συγκριτικά µε την 
περίπτωση όπου δεν γίνεται προεκβολή, αλλά απόδοση τιµών µε βάση καθορισµένη 
συνάρτηση (προβλήµατα 9.Α και 9.Β). Ο προτεινόµενος αλγόριθµος φαίνεται να διατηρεί 
την ακρίβεια υπολογισµού της συνάρτησης ισοϋψών όταν χρησιµοποιούνται σχήµατα 2ης και 
3ης τάξης ακρίβειας για την προσέγγιση των χωρικών παραγώγων της συνάρτησης ισοϋψών. 
Για σχήµατα υψηλότερης τάξης, η ακρίβεια υπολογισµού της συνάρτησης ισοϋψών 
αλλοιώνεται. Αυτό οφείλεται α) στο ότι το αριθµητικό σχήµα για την επίλυση του 
προβλήµατος προεκβολής [Εξ. (9.13)] είναι 1ης τάξης ακρίβειας και β) στο σφάλµα κατά την 
απαραίτητη (για την εφαρµογή της µεθόδου) προσαρµογή του συνόρου στο αριθµητικό 
πλέγµα. 

Για τη βελτίωση της ακρίβειας υπολογισµών θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί σχήµα 
υψηλότερης τάξης ακρίβειας για τη διακριτοποίηση της Εξ. (9.13). Για παράδειγµα, θα 
µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν τα σχήµατα 2ης [Sethian (1999b)] και 3ης τάξης [Chopp 
(2001)] που έχουν προταθεί για την επίλυση της εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο ταχυ-
βηµατισµού. Επίσης, θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί και η µέθοδος των Peng et al. που 
περιγράφηκε συνοπτικά στην §9.2 [Peng et al. (1999)]. 
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Μέρος IV – Κεφάλαιο 10 

 

 

 

 
 

Εφαρμογές 

 

 

 

 

 

 
Το πλαίσιο προσοµοίωσης εφαρµόζεται στην εξέλιξη τοπογραφίας σε διεργασίες εγχάραξης 
δοµών µικροηλεκτρονικής και µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων. Ιδιαίτερη έµφαση 
δίδεται στην εγχάραξη δοµών SiO2, κατά την οποία προβλέπονται και ερµηνεύονται φαινόµενα 
απώλειας µικροσκοπικής οµοιοµορφίας. Το πλαίσιο προσοµοίωσης εφαρµόζεται και στη 
διεργασία πολυβηµατικής εγχάραξης δοµών Si µε εναλλαγή αερίων πλάσµατος που 
χρησιµοποιείται για την εγχάραξη βαθιών αυλακιών Si. Αναδεικνύονται οι δυνατότητες του 
πλαισίου για προσοµοίωση κι άλλων προβληµάτων κατά την εγχάραξη δοµών, όπως οι 
πτυχώσεις στη βάση των εγχαρασσόµενων δοµών και η τραχύτητα εγχαρασσόµενης επιφάνειας. 
Σηµειώνεται επίσης η ευελιξία του πλαισίου µέσα από εφαρµογές του σε άλλες διεργασίες, 
όπως η απόθεση και η εµφάνιση κατά τη λιθογραφία. 
 
 
 
 



10.1 Εισαγωγή 
 

Στο παρόν κεφάλαιο περιέχονται αποτελέσµατα της εφαρµογής των µοντέλων και 
των αλγορίθµων που περιγράφηκαν στην εργασία. Ειδικότερα παρουσιάζονται: 
 
Α) Εφαρµογές του αλγόριθµου σύζευξης (Κεφ. 4, Μέρος II) του µοντέλου υπολογισµού των 
τοπικών ροών µέσα σε δοµές (Κεφ. 2, Μέρος II) µε το µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας (Kεφ. 
3, Μέρος II) στην εγχάραξη πρότυπων δοµών (αυλάκια µε κάθετα πλάγια τοιχώµατα και 
πλήρως επίπεδη βάση και κυλινδρικές οπές). Κατασκευάζονται χάρτες εγχάραξης και 
εξηγούνται τα φαινόµενα που οδηγούν σε απώλεια µικροσκοπικής οµοιοµορφίας σε 
εγχαρασσόµενες δοµές SiO2 και Si µε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων. Τα 
αποτελέσµατα προσοµοίωσης συγκρίνονται µε πειραµατικά (§10.2). 
 
Β) Εφαρµογές της µεθόδου των ισοϋψών (Μέρος ΙΙΙ) ως αλγόριθµο εξέλιξης τοπογραφίας σε 
διεργασίες εγχάραξης, απόθεσης, εµφάνισης κατά τη λιθογραφία για τις οποίες η τοπική 
ταχύτητα του συνόρου είναι διαθέσιµη, δηλαδή προκαθορισµένη ή ήδη υπολογισµένη από 
κάποιο µοντέλο (§10.3). 
 
Γ) Εφαρµογές του συνολικού πλαισίου προσοµοίωσης α) στην εγχάραξη οπών SiO2, όπου 
προβλέπονται τα φαινόµενα υστέρησης και αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης, β) στη 
διεργασία πολυβηµατικής εγχάραξης αυλακιών Si µε εναλλαγή αερίων πλάσµατος και γ) 
στην εγχάραξη αυλακιών SiO2, οπότε και φανερώνεται πιθανός µηχανισµός για τις 
πτυχώσεις στη βάση των εγχαρασσόµενων δοµών (§10.4). 
 
∆) Πρώτα αποτελέσµατα από τη χρήση του αλγόριθµου εξέλιξης τοπογραφίας του πλαισίου 
προσοµοίωσης στην πρόβλεψη της τραχύτητας εγχαρασσόµενης επιφάνειας (§10.5). 
 

Στο τέλος του κεφαλαίου συνοψίζονται τα συµπεράσµατα της µελέτης (§10.6). 
 
 
10.2 Εφαρµογή σύζευξης των µοντέλων υπολογισµού των τοπικών ροών µέσα σε δοµές 
και εγχάραξης επιφάνειας 
 
10.2.1 Εγχάραξη εξαρτώµενη από το λόγο ασυµµετρίας των δοµών 
 

Η µελέτη στην παρούσα παράγραφο αποτελεί εφαρµογή της σύζευξης των µοντέλων 
εγχάραξης και υπολογισµού των τοπικών ροών µέσα σε δοµές (Μέρος ΙΙ). Ο στόχος της 
σύζευξης είναι η πρόβλεψη και η εξήγηση της απώλειας µικροσκοπικής οµοιοµορφίας (§1.5) 
κατά την εγχάραξη δοµών SiO2 και Si µε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων. Η 
απώλεια της µικροσκοπικής οµοιοµορφίας προκύπτει από τη διαφορά στο ρυθµό εγχάραξης 

 286



δοµών µε διαφορά στις διαστάσεις (βάθος, πλάτος). Ο ρυθµός εγχάραξης δοµών SiO2 και Si 
(και άλλων υποστρωµάτων) έχει παρατηρηθεί πειραµατικά ότι είναι συνάρτηση του λόγου 
ασυµµετρίας (ΛΑ) της δοµής (λόγος του βάθους προς το πλάτος της δοµής) και όχι των 
απόλυτων διαστάσεών της [Gottscho et al. (1992)]. Αυτή η σύνδεση του ρυθµού εγχάραξης 
µε το ΛΑ της δοµής περιγράφεται στη βιβλιογραφία από το αρκτικόλεξο ARDE {aspect ratio 
dependent etching, [ο.π.]}. Η απώλεια της µικροσκοπικής οµοιοµορφίας είναι συνέπεια της 
εξάρτησης του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ. 

Η συνηθέστερη εκδοχή εξάρτησης του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ είναι η 
υστέρηση εγχάραξης, όπου ο ρυθµός εγχάραξης είναι µικρότερος, κατά κάποιο τρόπο 
«υστερεί», στις στενότερες δοµές SiO2 [Joubert et al. (1994), Joubert et al. (1994b), Kato et 
al. (1994), Westerheim et al. (1995), Doh et al. (1997), Aoi et al. (1999)] και Si  [Chin et al. 
(1985), Ulacia et al. (1988), Sato et al. (1991), Lukichev (1998)]. Σε ορισµένες περιπτώσεις, 
η υστέρηση εγχάραξης είναι τόσο έντονη, ώστε η εγχάραξη διακόπτεται και συµβαίνει 
απόθεση [Joubert et al. (1994)]. Πειραµατικά έχει παρατηρηθεί και η αντίστροφη υστέρηση 
εγχάραξης (inverse RIE lag) σε δοµές SiO2 [Westerheim et al. (1995), Doemling et al. 
(1996)]: o ρυθµός εγχάραξης είναι µεγαλύτερος στις στενότερες δοµές. Σηµειώνεται ότι όλες 
οι εκδοχές εξάρτησης της εγχάραξης από το ΛΑ µπορούν να συµβούν και σε µία και µόνη 
εγχαρασσόµενη δοµή. Καθώς αυξάνεται ο χρόνος εγχάραξης, αυξάνεται το βάθος εγχάραξης, 
κι αν το πλάτος της δοµής διατηρείται σταθερό, αυξάνεται και ο ΛΑ της δοµής. 
 Η απαίτηση για µικροσκοπική οµοιοµορφία υπαγορεύει την εξάλειψη της εξάρτησης 
του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ της δοµής. Ακριβέστερα, η εξάλειψη της εξάρτησης του 
ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ είναι αναγκαία συνθήκη για τη µικροσκοπική οµοιοµορφία και 
γίνεται ικανή, όταν ο ρυθµός εγχάραξης παραµένει σταθερός συναρτήσει του ΛΑ.ℜ  
 Αρκετές µελέτες έχουν συσχετίσει την εξάρτηση του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ σε 
δοµές SiO2 και Si µε την απόθεση πολυµερικού στρώµατος [Oehrlein et al. (1994)] στην 
εγχαρασσόµενη επιφάνεια. Οι Gottscho et al. αναφέρουν ότι για την ερµηνεία και µελέτη της 
εξάρτησης της εγχάραξης από το ΛΑ είναι αναγκαίο να ληφθούν υπόψη όχι µόνο συστατικά 
που προκαλούν εγχάραξη (π.χ. άτοµα F), αλλά και εκείνα που προκαλούν απόθεση (π.χ. ρίζες 
CFx) [Gottscho et al. (1992)]. Οι Joubert et al. ισχυρίζονται ότι η υστέρηση εγχάραξης σε 
δοµές SiO2 προκαλείται από τη δηµιουργία ενός πολυµερικού στρώµατος στη βάση των 
δοµών, του οποίου το πάχος αυξάνεται µε την αύξηση του ΛΑ των δοµών κατά τη διάρκεια 
της εγχάραξης [Joubert et al. (1994), Joubert et al. (1994c)]. Στο ίδιο συµπέρασµα 
καταλήγουν και οι Kato et al. [Kato et al. (1994)]. Επίσης αναφέρουν ότι αν το πάχος του 
πολυµερικού στρώµατος αυξηθεί αρκετά, η εγχάραξη διακόπτεται. Με αντίστοιχο 
συλλογισµό οι Doemling et al. εξηγούν την αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης σε δοµές SiO2 

                                                 
ℜ  Οι Hwang και Giapis  µε µοντέλα Monte Carlo υπολόγισαν ότι, όταν ο ρυθµός εγχάραξης εξαρτάται µόνο 
από τη ροή ιόντων και ελλείψει απόθεσης παρεµποδιστή εγχάραξης, ο ρυθµός εγχάραξης εξαρτάται µόνο από 
το βάθος της εγχαραρασσόµενης δοµής [Hwang & Giapis (1997b)]. Μικροσκοπική οµοιοµορφία είναι εφικτή 
και όταν ο ρυθµός εγχάραξης εξαρτάται µόνο από το βάθος της δοµής, αν το αρχικό βάθος όλων των δοµών σε 
ένα βήµα κατασκευής διάταξης µικροηλεκτρονικής ή µικρο-ηλεκτρο-µηχανικού συστήµατος είναι το ίδιο.  
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[Doemling et al. (1996)]. Θεωρούν ότι οφείλεται στη µείωση του πάχους του πολυµερικού 
στρώµατος στη βάση της δοµών καθώς αυξάνεται ο ΛΑ κατά τη διάρκεια της εγχάραξης. 
Αυτή η µεταβολή του πάχους του πολυµερικού στρώµατος (αύξηση στην υστέρηση 
εγχάραξης, µείωση στην αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης) µε την αύξηση του ΛΑ  έχει 
συνδεθεί µε τη µεταβολή στην ενέργεια και τη ροή ιόντων [Joubert et al. (1994c)] ή/και µε τη 
µεταβολή των ροών των ουδέτερων συστατικών [Doemling et al. (1996)]. 
 Στη συνέχεια, µέσα από τη σύζευξη των µοντέλων εγχάραξης επιφανειών SiΟ2 και Si 
και υπολογισµού των τοπικών ροών µέσα σε δοµές προβλέπονται τα φαινόµενα – εκδοχές της 
εξάρτησης του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ των δοµών και συνδέονται µε τις συνθήκες στον 
κύριο όγκο ενός αντιδραστήρα πλάσµατος φθοριωµένων υδρογονανθράκων. Οι συνθήκες στον 
κύριο όγκο απεικονίζονται σε χάρτες εγχάραξης (§10.2.2). Επίσης, ερµηνεύονται τα 
φαινόµενα εξάρτησης του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ των δοµών (§10.2.3) και τα 
αποτελέσµατα συγκρίνονται µε πειραµατικά (§10.2.4). 
 
 
10.2.2 Χάρτες εγχάραξης δοµών SiO2 και Si 
 

Ο χάρτης εγχάραξης συνδέει τις συνθήκες στον κύριο όγκο αντιδραστήρα πλάσµατος 
φθοριωµένων υδρογονανθράκων µε τα φαινόµενα εξάρτησης του ρυθµού εγχάραξης από το 
ΛΑ των δοµών [Kokkoris et al. (2002)]. Ο χάρτης εγχάραξης προκύπτει υπολογίζοντας το 
ρυθµό εγχάραξης των δοµών σαν συνάρτηση του ΛΑ αυτών για πλήθος συνθηκών στον 
κύριο όγκο του αντιδραστήρα πλάσµατος. Το σύνολο των συνθηκών διαιρείται σε περιοχές 
όπου συµβαίνει συγκεκριµένο φαινόµενο (π.χ. υστέρηση εγχάραξης). Θεωρείται ότι το 
πλάσµα στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα αντιστοιχεί σε γενικό πλάσµα φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων, που αποτελείται από άτοµα F, ρίζες CFx (x=1,2,3) και ιόντα CFx

+ 
(x=1,2,3), όπως αυτό περιγράφεται στο Κεφ. 3. Έτσι, οι µεταβλητές που ορίζουν τις 
συνθήκες στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα πλάσµατος είναι οι ροές ατόµων F, ριζών CFx , 
καθώς και η ροή, σύσταση και ενέργεια των ιόντων που φτάνουν από τον κύριο όγκο σε 
ελεύθερη επιφάνεια (jF,0, jCFx,0, jION,0, xCF3+, xCF2+, E). Επίσης, τα ουδέτερα συστατικά (F, 
CFx) θεωρείται ότι έχουν ισοτροπική κατανοµή στον κύριο όγκο, ενώ τα ιόντα είναι µονο-
ενεργητικά µε κανονική γωνιακή κατανοµή τυπικής απόκλισης σ=2ο. Για τη διαίρεση του 
χάρτη εγχάραξης σε περιοχές υπολογίζεται η % µεταβολή του ρυθµού εγχάραξης καθώς 
αυξάνεται ο ΛΑ σε σχέση µε το ρυθµό εγχάραξης όταν ΛΑ→0. Έτσι, για την κατασκευή του 
χάρτη εγχάραξης δεν παίζει ρόλο η απόλυτη τιµή του ρυθµού εγχάραξης, αλλά µόνο η 
ανηγµένη στην τιµή όπου ΛΑ→0. Συνεπώς, για να κατασκευαστεί ο χάρτης, από τις 
µεταβλητές που ορίζουν τις συνθήκες στον κύριο όγκο, αρκεί να είναι γνωστές οι RF,0=jF,0,/ 
jION,0 , RCFx,0 = jCFx,0 / jION,0, xCF3+, xCF2+ και E. Πριν την παρουσίαση του χάρτη εγχάραξης 
κρίνεται σκόπιµο να διευκρινιστούν τα εξής:  
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Α) Οι δοµές που εξετάζονται είναι πρότυπες: αυλάκια µε κάθετα πλάγια τοιχώµατα και 
πλήρως επίπεδη βάση και κυλινδρικές οπές. 
 
Β) Ο ΛΑ δοµής ορίζεται ως το βάθος (βάθος εγχάραξης + πάχος µάσκας) προς το πλάτος της 
δοµής. Θεωρείται ότι η µάσκα εγχάραξης είναι µη εγχαράξιµη και πολύ λεπτή και συνεπώς 
οι υπολογισµοί του ρυθµού εγχάραξης συναρτήσει του ΛΑ ξεκινούν από την τιµή ΛΑ→0. 
 
Γ) Ο ρυθµός εγχάραξης υπολογίζεται στο µέσο της βάσης των δοµών και είναι στιγµιαίος. Ο 
ρυθµός εγχάραξης σε κάποιο ΛΑ εκφράζει το στιγµιαίο ρυθµό εγχάραξης πρότυπης δοµής µε 
αυτό το ΛΑ και όχι µια µέση τιµή του ρυθµού εγχάραξης µέχρι η δοµή να αποκτήσει αυτό το 
ΛΑ. Στην πλειοψηφία των περιπτώσεων τα πειραµατικά δεδοµένα αφορούν µέσες τιµές του 
ρυθµού εγχάραξης καθ’ όλο το διάστηµα εγχάραξης που χρειάστηκε για να φτάσει η δοµή σε 
αυτό το ΛΑ. 
 
∆) Τα ιόντα θεωρείται ότι κολλούν στην πρώτη σύγκρουση στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια 
(ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης των ιόντων είναι SE,ION=1), ενώ τα ουδέτερα 
συστατικά επανεκπέµπονται µε µηχανισµό «διάχυτης» επανεκποµπής. 
 
Ε) Ο ρυθµός εγχάραξης και οι φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης των ουδέτερων 
συστατικών υπολογίζονται από το µοντέλο επιφάνειας στην §3.3 και ο υπολογισµός των 
τοπικών ροών στο εσωτερικό των δοµών µε το µοντέλο που περιγράφεται στο Κεφ. 2. Ο 
αλγόριθµος σύζευξης των δύο µοντέλων περιγράφεται στο Σχήµα 4.1. 
 
ΣΤ) Ο χάρτης εγχάραξης αφορά την εξάρτηση του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ των δοµών 
και όχι την εξάρτηση του ρυθµού εγχάραξης από το χρόνο εγχάραξης. 
 
 Ο χάρτης εγχάραξης απεικονίζει την επίδραση δύο µεταβλητών από τις RF,0, RCFx,0, 
xCF3+, xCF2+ και E στη µεταβολή του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ της δοµής. Στους χάρτες 
που παρουσιάζονται στη συνέχεια θεωρείται σταθερή η σύσταση και η ενέργεια των ιόντων 
(xCF3+, xCF2+ και E) και µεταβάλλονται οι λόγοι RF,0, RCFx,0. Στο Σχήµα 10.1α φαίνεται χάρτης 
εγχάραξης για αυλάκια SiO2. Φαίνονται έξι διαφορετικές περιοχές, όπου λόγω της διαφοράς 
στις συνθήκες στον κύριο όγκο, συµβαίνει και διαφορετικό φαινόµενο. Στην περιοχή Α 
συµβαίνει απόθεση, ενώ σε όλες τις υπόλοιπες περιοχές συµβαίνει εγχάραξη. Στην περιοχή Β 
συµβαίνει υστέρηση εγχάραξης, ενώ στην περιοχή C έντονη υστέρηση και διακοπή 
εγχάραξης. Στην περιοχή D λαµβάνει χώρα αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης. Στην περιοχή 
Ε ο ρυθµός εγχάραξης δε µεταβάλλεται σηµαντικά καθώς ο ΛΑ αυξάνεται, ειδικά µακριά από 
την περιοχή απόθεσης (περιοχή Α). Για συνθήκες κοντά στην περιοχή απόθεσης, ο ρυθµός 
εγχάραξης είναι σχεδόν σταθερός (µείωση <5%) από ΛΑ→0 µέχρι ΛΑ=3. Καθώς οι συνθήκες 
αποµακρύνονται από την περιοχή απόθεσης, ο ρυθµός εγχάραξης είναι σχεδόν σταθερός από 
ΛΑ→0 µέχρι βαθµιαία ΛΑ=4,5,6 και 7. Στην περιοχή F o ρυθµός εγχάραξης είναι σχεδόν 
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σταθερός µέχρι ΛΑ=7. Για κάποιες συνθήκες στην περιοχή F παρατηρείται ελαφρά 
αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης και αυτό είναι που ξεχωρίζει την περιοχή F από την Ε. 
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Σχήµα 10.1 (α) Χάρτης εγχάραξης αυλακιών SiO2 που απεικονίζει την επίδραση των συνθηκών στον 
κύριο όγκο αντιδραστήρα πλάσµατος φθοριωµένων υδρογονανθράκων στη µεταβολή του ρυθµού 
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εγχάραξης συναρτήσει του ΛΑ των αυλακιών. Η ενέργεια και η σύσταση των ιόντων θεωρούνται 
δεδοµένες (E=100 eV, 10% CF3

+, 85% CF2
+, 5% CF+) και µεταβάλλονται οι λόγοι RF,0 και RCFx,0 (ροή 

ατόµων F και ριζών CFx προς ροή ιόντων σε ελεύθερη επιφάνεια). Ο χάρτης χωρίζεται σε περιοχές 
όπου συµβαίνει συγκεκριµένο φαινόµενο. Α: απόθεση αντί εγχάραξης. Β: υστέρηση χωρίς διακοπή 
εγχάραξης. C: έντονη υστέρηση και διακοπή εγχάραξης. D: αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης. E: 
σταθερός ρυθµός εγχάραξης (µεταβολή µικρότερη από 5%) για ΛΑ από 0 έως 3-7. Το άνω όριο του 
ΛΑ εξαρτάται από την απόσταση από την περιοχή απόθεσης, Α. Όσο πιο µακριά, τόσο υψηλότερο 
είναι το άνω όριο. F: σταθερός ρυθµός εγχάραξης για ΛΑ από 0 έως 7. Ήπια αντίστροφη υστέρηση 
εγχάραξης παρατηρείται για τις συνθήκες στην περιοχή F και αυτό την ξεχωρίζει από την περιοχή E. 
(β) Ο ρυθµός εγχάραξης (ER), η ροή ιόντων (jION) και ουδέτερων συστατικών (jF και jCFx), ανηγµένα 
στις αντίστοιχες τιµές σε ελεύθερη επιφάνεια συναρτήσει του ΛΑ. Φαίνονται επίσης τα κλάσµατα 
κάλυψης από πολυµερές (θP) και η απόδοση εγχάραξης (ΕΥ), συναρτήσει του ΛΑ. Οι συνθήκες 
αντιστοιχούν στο σηµείο (RF,0=6, RCFx,0=10) που βρίσκεται στην περιοχή C του χάρτη εγχάραξης του 
Σχήµατος 10.1α. Οι µέσοι φαινόµενοι συντελεστές στο πλάγιο τοίχωµα του αυλακιού υπολογίζονται 
SE,F=0.0138 και SE,CFx=0.0028. (γ) Το ίδιο µε (β) σε συνθήκες που αντιστοιχούν στο σηµείο (RF,0=0.5, 
RCFx,0=0.3) του χάρτη του Σχήµατος 10.1α. Υπολογίζεται ότι SE,F=0.0159 και  SE,CFx=0.0374. (δ) Το 
ίδιο µε (β) σε συνθήκες που αντιστοιχούν στο σηµείο (RF,0=3, RCFx,0=0.3) του χάρτη του Σχήµατος 
10.1α. Στο Σχήµα 10.1δ φαίνεται και το κλάσµα κάλυψης από ρίζες CFx (θCFx) συναρτήσει του ΛΑ. 
Υπολογίζεται ότι SE,F=0.0076 και SE,CFx=0.0396. 
 

Γύρω από το Σχήµα 10.1α φαίνονται διαγράµµατα µεταβολής του ανηγµένου ρυθµού 
εγχάραξης, των ανηγµένων ροών ουδέτερων συστατικών και ιόντων, του σηµαντικού ανά 
περίπτωση κλάσµατος κάλυψης της επιφάνειας και της απόδοσης εγχάραξης συναρτήσει του 
ΛΑ για συνθήκες που αντιστοιχούν στις περιοχές B, C και D, µε στόχο να εξηγηθούν τα 
φαινόµενα υστέρησης και αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης (§10.2.3). 

Οι περιοχές που φαίνονται στο χάρτη του Σχήµατος 10.1α είναι διαφορετικές αν η 
ενέργεια των ιόντων είναι διαφορετική. Στο Σχήµα 10.2α φαίνεται ο ίδιος χάρτης εγχάραξης 
όταν η ενέργεια των ιόντων είναι 140 eV (αντί των 100 eV του χάρτη στο Σχήµα 10.1α). 
Παρατηρείται ότι σε υψηλότερη ενέργεια η περιοχή απόθεσης (περιοχή Α) συρρικνώνεται 
ενώ η περιοχή Ε επεκτείνεται. Η περιοχή F είναι σχεδόν σταθερή και στις δύο ενέργειες, ενώ 
η περιοχή D έχει µετακινηθεί έξω από τα όρια µεταβολής των RF,0, RCFx,0 στο χάρτη που 
αντιστοιχεί σε ενέργεια 140 eV. 
 Στο Σχήµα 10.2β φαίνεται ο χάρτης εγχάραξης του Σχήµατος 10.1α σε διαφορετική 
σύσταση ιόντων: 80% CF3

+, 10% CF2
+, 10% CF+ (αντί της 10% CF3

+, 85% CF2
+, 5% CF+ 

στο χάρτη του Σχήµατος 10.1α). Στο χάρτη του Σχήµατος 10.2β οι περιοχές F και D έχουν 
επεκταθεί. Στην περιοχή F του χάρτη στο Σχήµα 10.2β ο ρυθµός εγχάραξης είναι σταθερός 
µέχρι και ΛΑ=8. Επίσης η περιοχή Β δεν υπάρχει στο χάρτη του Σχήµατος 10.2β. 
 Στο Σχήµα 10.2γ φαίνεται αντίστοιχος χάρτης εγχάραξης για οπές SiO2 [Κουλίδης 
(2001), Kokkoris et al. (2002b)], ο οποίος οµοιάζει του αντίστοιχου για αυλάκια. Οι 
µεταβολές στις περιοχές του χάρτη εγχάραξης για οπές SiO2, όταν αλλάζει η ενέργεια ή η 
σύσταση των ιόντων, είναι αντίστοιχες µε αυτές για τα αυλάκια [Κουλίδης (2001)]. Στο 
Σχήµα 10.2δ φαίνεται χάρτης εγχάραξης για αυλάκια Si. Οι περιοχές εγχάραξης είναι 
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λιγότερες στην περίπτωση του Si. Ουσιαστικά ο χάρτης χωρίζεται σε 2 περιοχές: Στην 
περιοχή Α συµβαίνει απόθεση, ενώ στην περιοχή Β υστέρηση εγχάραξης. Το φαινόµενο 
υστέρησης εγχάραξης είναι εντονότερο όσο πιο κοντά είναι οι συνθήκες στην περιοχή 
απόθεσης. Στην περίπτωση δοµών Si η επίδραση της µεταβολής της ενέργειας ή της 
σύστασης των ιόντων µετατοπίζει τη διαχωριστική γραµµή µεταξύ των δύο περιοχών. 
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Σχήµα 10.2. Χάρτες εγχάραξης δοµών SiO2 και Si που απεικονίζουν την επίδραση των συνθηκών 
στον κύριο όγκο αντιδραστήρα πλάσµατος φθοριωµένων υδρογονανθράκων στη µεταβολή του 
ρυθµού εγχάραξης συναρτήσει του ΛΑ των δοµών. Σε κάθε χάρτη η ενέργεια και η σύσταση των 
ιόντων θεωρείται δεδοµένη και µεταβάλλονται οι λόγοι RF,0 και RCFx,0 (ροή ατόµων F και ριζών CFx 
προς ροή ιόντων σε ελεύθερη επιφάνεια). Κάθε χάρτης χωρίζεται σε περιοχές όπου συµβαίνει 
συγκεκριµένο φαινόµενο. (α) Χάρτης εγχάραξης για αυλάκια SiO2 (E=140 eV και 10% CF3

+, 85% 
CF2

+, 5% CF+). Ο χάρτης είναι ίδιος µε αυτόν του Σχήµατος 10.1α, αλλά σε υψηλότερη ενέργεια 
ιόντων. Στην περιοχή F ο ρυθµός εγχάραξης είναι σταθερός µέχρι ΛΑ=7.5, ενώ στην περιοχή E µέχρι 
ΛΑ=3-7.5. (β) Χάρτης εγχάραξης για αυλάκια SiO2 (E=100 eV και 80% CF3

+, 10% CF2
+, 10% CF+). 
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Ο χάρτης είναι ίδιος µε αυτόν του Σχήµατος 10.1α, αλλά σε διαφορετική σύσταση ιόντων. Στην 
περιοχή F ο ρυθµός εγχάραξης είναι σταθερός µέχρι ΛΑ=8, ενώ στην περιοχή E µέχρι ΛΑ=3-6.5. (γ) 
Χάρτης εγχάραξης για οπές SiO2 (E=100 eV και 10% CF3

+, 85% CF2
+, 5% CF+). Ο χάρτης είναι ίδιος 

µε αυτόν του Σχήµατος 10.1α, αφορά ωστόσο οπές αντί αυλάκια SiO2.  Η διαφορά µε το χάρτη για τα 
αυλάκια SiO2 είναι στην περιοχή Ε όπου ο ρυθµός εγχάραξης διατηρείται σταθερός µέχρι ΛΑ=3. (δ) 
Χάρτης εγχάραξης για αυλάκια Si (E=100 eV και 10% CF3

+, 85% CF2
+, 5% CF+). Περιοχές: Α: 

απόθεση αντί εγχάραξης. Β: Υστέρηση εγχάραξης. Το φαινόµενο είναι εντονότερο κοντά στην 
περιοχή απόθεσης (περιοχή Α) και οδηγεί σε διακοπή εγχάραξης. 
 

Για τη περιγραφή της επίδραση της αέριας φάσης κατασκευάστηκε ένας ακόµη τύπος 
χαρτών εγχάραξης SiO2 για αυλάκια [Kokkoris et al. (2001), Kokkoris et al. (2002)], και οπές 
[Κουλίδης (2001)] που απεικονίζουν τη µεταβολή των λόγων RF, RCFx στο µέσο της βάσης 
των εγχαρασσόµενων δοµών. Με τον τρόπο που κατασκευάστηκαν οι χάρτες που 
παρουσιάστηκαν (Σχήµατα 10.1α και 10.2) είναι δυνατό να κατασκευαστούν χάρτες όπου 
απεικονίζονται παράθυρα διεργασιών εγχάραξης (etching process window) που συνδέουν τις 
συνθήκες στον κύριο όγκο αντιδραστήρα πλάσµατος µε διαφορετικές απαιτήσεις εγχάραξης 
{π.χ. απαιτήσεις για επιλεκτικότητα εγχάραξης SiO2/Si, υψηλή απόλυτη τιµή του ρυθµού 
εγχάραξης και ρυθµός εγχάραξης σταθερός συναρτήσει του ΛΑ [Kokkoris et al. (2001b)]}. 
 
 
10.2.3 Ερµηνεία απώλειας µικροσκοπικής οµοιοµορφίας 
 

Για την διερεύνηση των φαινοµένων υστέρησης και αντίστροφης υστέρησης 
εγχάραξης, που συνεπάγονται την απώλεια µικροσκοπικής οµοιοµορφίας, επιλέγονται 
διαφορετικές συνθήκες από το χάρτη εγχάραξης αυλακιών SiO2 του Σχήµατος 10.1α και 
µελετάται σε κάθε περίπτωση η εξάρτηση του ρυθµού εγχάραξης από το ΛΑ. Ο ρυθµός 
εγχάραξης είναι ανάλογος του γινοµένου της απόδοσης εγχάραξης (άτοµα Si/προσπίπτον ιόν) 
και της ροής ιόντων [Εξ. (3.9)]. Έτσι, η µεταβολή του ρυθµού εγχάραξης συναρτήσει του ΛΑ 
εξαρτάται από την αντίστοιχη µεταβολή, τόσο της απόδοσης εγχάραξης, όσο και της ροής 
ιόντων. 
 
1) Περιοχή Β: Υστέρηση εγχάραξης χωρίς διακοπή εγχάραξης 

Εξετάζεται η µεταβολή του ρυθµού εγχάραξης συναρτήσει του ΛΑ για συνθήκες που 
αντιστοιχούν στο σηµείο (RF,0=3, RCFx,0=0.3) που βρίσκεται στην περιοχή Β του χάρτη 
εγχάραξης του Σχήµατος 10.1α. Στο Σχήµα 10.1δ φαίνεται ο ρυθµός εγχάραξης, η ροή 
ιόντων και ουδέτερων συστατικών (F, CFx). Ο ρυθµός εγχάραξης µειώνεται µε την αύξηση 
του ΛΑ προκαλώντας υστέρηση εγχάραξης. Η ροή ιόντων είναι σταθερή µέχρι ΛΑ=6 και για 
ΛΑ>6 µειώνεται. Η σχετική µείωση της ροής ριζών CFx είναι µεγαλύτερη από αυτή των 
ατόµων F, αφού ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης των ριζών CFx στα πλάγια 
τοιχώµατα του αυλακιού είναι υψηλότερος από αυτόν των ατόµων F (SE,CFx=0.0396, 
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SE,F=0.0076).ℜ Υπό αυτές τις συνθήκες, το σηµαντικό κλάσµα κάλυψης (αυτό που καθορίζει 
την απόδοση εγχάραξης) είναι το κλάσµα κάλυψης από ρίζες CFx, θCFx. Στο Σχήµα 10.1δ 
φαίνονται επίσης τα κλάσµατα κάλυψης από ρίζες CFx και πολυµερές, θCFx και θP, και η 
απόδοση εγχάραξης, ΕΥ, συναρτήσει του ΛΑ. 
 Η µείωση του ρυθµού εγχάραξης µε την αύξηση του ΛΑ οφείλεται στη µείωση της 
απόδοσης εγχάραξης για ΛΑ<6. Για ΛΑ>6, η µείωση του ρυθµού εγχάραξης οφείλεται, τόσο 
στη µείωση της απόδοσης εγχάραξης, όσο και στη µείωση της ροής των ιόντων. Σηµειώνεται 
ότι αν και ο ρυθµός εγχάραξης συνεχώς µειώνεται, η εγχάραξη δεν διακόπτεται, αφού το 
κλάσµα κάλυψης από πολυµερές, θP, είναι µικρό και µειώνεται µε την αύξηση του ΛΑ. 
Σύµφωνα µε το µοντέλο εγχάραξης (Κεφ. 3), η εγχάραξη διακόπτεται όταν θP=1. 
 
2) Περιοχή C: Έντονη υστέρηση εγχάραξης και διακοπή εγχάραξης 
 Στο Σχήµα 10.1β φαίνονται ο ρυθµός εγχάραξης και οι ροές ιόντων και ουδέτερων 
συστατικών συναρτήσει του ΛΑ για τις συνθήκες που αντιστοιχούν στο σηµείο (RF,0=6, 
RCFx,0=10) στην περιοχή C του χάρτη εγχάραξης του Σχήµατος 10.1α. Ο ρυθµός εγχάραξης 
µειώνεται µε την αύξηση του ΛΑ προκαλώντας έντονη υστέρηση εγχάραξης και διακοπή 
εγχάραξης (ΛΑ=8). Σε αυτή την περίπτωση, ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης των 
ατόµων F στα πλάγια τοιχώµατα είναι υψηλότερος από αυτόν των ριζών CFx (SE,F=0.0138, 
SE,CFx=0.0028). Εποµένως, η σχετική µείωση στη ροή των ατόµων F είναι µεγαλύτερη από 
αυτή των ριζών CFx. Στο Σχήµα 10.1β φαίνονται επίσης το κλάσµα κάλυψης από πολυµερές, 
θP, και η απόδοση εγχάραξης, ΕΥ, συναρτήσει του ΛΑ. Το θP είναι το κυρίαρχο κλάσµα 
κάλυψης και οι συνθήκες (σχετική µείωση στη ροή των ατόµων F  µεγαλύτερη από αυτή των 
ριζών CFx) ευνοούν την αύξησή του µε την αύξηση του ΛΑ, προκαλώντας τη µείωση της 
απόδοσης εγχάραξης. 
 
3) Περιοχή D: Αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης 
 Στο Σχήµα 10.1γ φαίνονται ο ρυθµός εγχάραξης και οι ροές ιόντων και ουδέτερων 
συστατικών συναρτήσει του ΛΑ αυλακιού για τις συνθήκες που αντιστοιχούν στο σηµείο 
(RF,0=0.5, RCFx,0=0.3) στην περιοχή D του Σχήµατος 10.1α. Ο ρυθµός εγχάραξης αυξάνεται 
µε την αύξηση του ΛΑ προκαλώντας αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης µέχρι και ΛΑ=6. Για 
ΛΑ>6, ο ρυθµός εγχάραξης µειώνεται. Η σχετική µείωση της ροής ριζών CFx είναι 
µεγαλύτερη από αυτή των ατόµων F, αφού ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης των 
ριζών CFx στα πλάγια τοιχώµατα του αυλακιού είναι υψηλότερος από αυτόν των ατόµων F 
(SE,CFx=0.0396, SE,F=0.0076). Στο Σχήµα 10.1γ φαίνεται επίσης το κλάσµα κάλυψης από 
πολυµερές, θP, και η απόδοση εγχάραξης, ΕΥ, συναρτήσει του ΛΑ. Το θP είναι το κυρίαρχο 
κλάσµα κάλυψης και οι συνθήκες (σχετική µείωση της ροής ριζών CFx µεγαλύτερη από αυτή 
των ατόµων F) ευνοούν τη µείωσή του µε την αύξηση του ΛΑ, προκαλώντας την αύξηση της 
απόδοσης εγχάραξης για ΛΑ<6. Για ΛΑ>6, ο ρυθµός εγχάραξης µειώνεται κυρίως λόγω της 

                                                 
ℜ Οι τιµές των φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης αφορούν το µέσο του πλάγιου τοιχώµατος και είναι οι 
µέσες τιµές για το διάστηµα ΛΑ που εξετάζεται {ΛΑ∈(0,20]}. 
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µείωσης της ροής ιόντων, αλλά και της µείωσης της απόδοσης εγχάραξης (για ΛΑ>9, όπου η 
κλίση µεταβολής της ροής ριζών CFx συναρτήσει του ΛΑ γίνεται µικρότερη από την 
αντίστοιχη για τη ροή ατόµων F). 

 
Οι συλλογισµοί για τις υπόλοιπες περιοχές στο χάρτη εγχάραξης του Σχήµατος 10.1α 

είναι αντίστοιχοι. Έχοντας κατά νου την αντιστοιχία του κλάσµατος κάλυψης επιφάνειας από 
πολυµερές, θP, µε το ανηγµένο πάχος του πολυµερικού στρώµατος που δηµιουργείται στην 
εγχαρασσόµενη επιφάνεια (Κεφ. 3), οι παρατηρήσεις που προκύπτουν από τη µελέτη 
εγχάραξης αυλακιών SiO2 συνοψίζονται στα παρακάτω [Kokkoris et al. (2002)]:  
 
Α) Σε συνθήκες όπου το κλάσµα κάλυψης από πολυµερές, θP, είναι κυρίαρχο, η µεταβολή 
του συναρτήσει του ΛΑ καθορίζει τη µεταβολή της απόδοσης εγχάραξης: αύξηση του θP 
(περιοχή C) παρεµποδίζει την εγχάραξη και µειώνει την απόδοση εγχάραξης, ενώ µείωσή 
του  (περιοχή D) αυξάνει την απόδοση εγχάραξης. Όταν το θP δεν είναι κυρίαρχο (περιοχές 
Β, Ε και F), το κλάσµα κάλυψης επιφάνειας από τα ουδέτερα συστατικά F, CFx καθορίζει τη 
µεταβολή της απόδοσης εγχάραξης. 
 
Β) Η µεταβολή του θP συναρτήσει του ΛΑ καθορίζεται από τις σχετικές µειώσεις των ροών 
των ουδέτερων συστατικών (F, CFx) συναρτήσει του ΛΑ, οι οποίες προκαλούνται από τις 
τιµές των αντίστοιχων φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης. Αν SE,F>SE,CFx (περιοχή C), 
τότε η σχετική µείωση της ροής των ατόµων F είναι µεγαλύτερη από αυτή της ροής ριζών 
CFx και το θP αυξάνεται. Το θP µειώνεται όταν η σχετική µείωση της ροής των ριζών CFx 
είναι µεγαλύτερη από αυτή της ροής ατόµων F (SE,F>SE,CFx, περιοχή B και D). Οι φαινόµενοι 
συντελεστές προσκόλλησης των ουδέτερων συστατικών καθορίζουν τη µεταβολή του θP 
συναρτήσει του ΛΑ. Ωστόσο, αποτελούν τις κρίσιµες παραµέτρους για την απόδοση 
εγχάραξης µόνο όταν το θP είναι το κυρίαρχο κλάσµα κάλυψης της επιφάνειας [Παρατήρηση 
(Α)].ℜ

Οι τιµές των φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης των ουδέτερων συστατικών 
καθορίζονται από τις συνθήκες στον κύριο όγκο αντιδραστήρα πλάσµατος. Ένας γενικός 
κανόνας που προκύπτει από τους υπολογισµούς είναι ότι αν η ροή των ριζών CFx που 
φτάνουν σε ελεύθερη επιφάνεια από τον κύριο όγκο του αντιδραστήρα είναι µεγαλύτερη από 
αυτή των ατόµων F, τότε ο φαινόµενος συντελεστής προσκόλλησης των ατόµων F (στα 
πλάγια τοιχώµατα) είναι µεγαλύτερος από αυτόν των ριζών CFx. 
 
Γ) Υπάρχει περίπτωση για ΛΑ>6, η απόδοση εγχάραξης να αυξάνεται (αυτό µπορεί να 
συµβεί στην περιοχή F). Ωστόσο, η επίδραση της µείωσης της ροής ιόντων στο γινόµενο που 
δίνει το ρυθµό εγχάραξης (απόδοση εγχάραξης × ροή ιόντων) φαίνεται να κυριαρχεί. Έτσι, ο 

                                                 
ℜ Αν οι φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης των ουδέτερων συστατικών µετατεθούν αµοιβαία (η τιµή του 
SE,F αποδοθεί στον SE,CFx και αντίστροφα), συµβαίνουν αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης αντί υστέρησης 
εγχάραξης και υστέρηση εγχάραξης αντί αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης. 

 295



ρυθµός εγχάραξης µειώνεται σε κάθε περίπτωση για ΛΑ>6. Η κρίσιµη τιµή ΛΑ=6 οφείλεται 
στην τυπική απόκλιση της γωνιακής κατανοµής των ιόντων που είναι σ=2ο. Η κρίσιµη τιµή 
γίνεται 3.5 αν σ=4ο. 
  
∆) Από την προηγούµενη παρατήρηση προκύπτει ότι σχεδόν σταθερός ρυθµός εγχάραξης 
συναρτήσει του ΛΑ µπορεί να επιτευχθεί στην βέλτιστη περίπτωση µέχρι περίπου την τιµή 
ΛΑ όπου η ροή ιόντων αρχίζει να µειώνεται. Στις περιοχές E και F όπου ο ρυθµός εγχάραξης 
είναι σχεδόν σταθερός µέχρι ΛΑ=3–7, παρατηρείται ότι το θP είναι γενικά χαµηλό (θP<0.25). 
 

Η µελέτη των περιοχών σε χάρτη εγχάραξης αυλακιών Si οδηγεί σε ανάλογα 
συµπεράσµατα. Για παράδειγµα, η εξήγηση του φαινοµένου υστέρησης και διακοπής 
εγχάραξης σε αυλάκια Si είναι αντίστοιχη µε αυτή στα αυλάκια SiO2 και αποδίδεται στην 
αύξηση του θP συναρτήσει του ΛΑ. Στις συνθήκες που εξετάστηκαν στα αυλάκια Si, οι 
οποίες είναι ίδιες µε αυτές για τα αυλάκια SiO2, δεν παρατηρήθηκε αντίστροφη υστέρηση 
εγχάραξης: ο συντελεστής προσκόλλησης των ατόµων F στα πλάγια τοιχώµατα των 
αυλακιών είναι µεγαλύτερος από αυτόν των ριζών CFx.   
 
 
10.2.4 Σύγκριση µε πειραµατικές παρατηρήσεις 
 

Για την κατασκευή των χαρτών και την ερµηνεία των φαινοµένων σε κάθε περιοχή 
των χαρτών έγινε σύζευξη του µοντέλου εγχάραξης µε το µοντέλο υπολογισµού των τοπικών 
ροών µέσα σε δοµές. Για την ποσοτική σύγκριση των αποτελεσµάτων της σύζευξης χρειάζονται 
α) πειραµατικά δεδοµένα ρυθµού εγχάραξης συναρτήσει του ΛΑ και β) ποσοτικά αποτελέσµατα 
ανάλυσης της αέριας φάσης στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα. Η σπανιότητα αυτού του 
συνδυασµού για το ίδιο σύστηµα στη βιβλιογραφία και η δεδοµένη πολυπλοκότητα του 
περιβάλλοντος πλάσµατος που δυσκολεύει αυτές καθαυτές τις µετρήσεις [Gottscho et al. 
(1992)], [Cooperberg et al. (2002)] και το συνδυασµό πειραµατικών δεδοµένων (α) και (β) 
από διαφορετικά συστήµατα, οδηγεί στο ότι λεπτοµερής ποσοτική σύγκριση µε πειραµατικά 
αποτελέσµατα είναι δύσκολο να γίνει.ℜ

Ωστόσο, µε τη σύζευξη των δύο µοντέλων, και χωρίς προσαρµόσιµες παραµέτρους, 
επιτυγχάνεται ερµηνεία των φαινόµενων υστέρησης και αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης, 
η οποία συµβαδίζει µε την πειραµατική παρατήρηση. Τα αποτελέσµατα προσοµοίωσης 
προβλέπουν υστέρηση εγχάραξης όταν το θP (ή το ανηγµένο πάχος του στρώµατος 
πολυµερούς στην επιφάνεια) αυξάνεται µε την αύξηση του ΛΑ των δοµών, ενώ όταν το θP=1, 
η εγχάραξη διακόπτεται. Αυτό το αποτέλεσµα είναι συµβατό µε τα πειραµατικά 

                                                 
ℜ Οι συνθήκες στον κύριο όγκο του αντιδραστήρα, και συνεπώς οι τιµές των µεταβλητών που 
χρησιµοποιούνται στους υπολογισµούς, θα µπορούσαν να υπολογιστούν µε βάση τις λειτουργικές παραµέτρους 
του αντιδραστήρα οι οποίες είναι συνήθως γνωστές. Ωστόσο, η σύνδεση των συνθηκών µε τις λειτουργικές 
παραµέτρους ενός αντιδραστήρα (π.χ. πίεση, ισχύς) δεν είναι άµεση και σαφής [Arnold et al. (1993)] και 
χρειάζεται η χρησιµοποίηση µοντέλου για την αέρια φάση στον κύριο όγκο ενός αντιδραστήρα. 

 296



αποτελέσµατα των Joubert et al. οι οποίοι παρατηρούν ότι κατά τη διάρκεια εγχάραξης 
δοµών SiO2 υπάρχει ένα στρώµα πολυµερούς στην επιφάνεια της βάσης των δοµών, και όταν 
αυτό γίνει αρκετά παχύ η εγχάραξη σταµατά [Joubert et al. (1994)]. Το πάχος αυτού του 
στρώµατος πολυµερούς αυξάνεται κατά τη διάρκεια της εγχάραξης (καθώς ο ΛΑ αυξάνεται) 
και παρεµποδίζει βαθµιαία την εγχάραξη [Joubert et al. (1994), Joubert et al. (1994c)]. Στο 
ίδιο συµπέρασµα καταλήγουν και οι Kato et al. [Κato et al. (1994)]. 
 Επίσης, σύµφωνα µε τους Kato et al. [Κato et al. (1994)], όταν το στρώµα 
πολυµερούς στην επιφάνεια της βάσης της δοµής είναι λεπτό, ο ρυθµός εγχάραξης δοµών 
SiO2 δεν µεταβάλλεται σηµαντικά κατά τη διάρκεια της εγχάραξης (όπου ο ΛΑ αυξάνεται). 
Τα αποτελέσµατα προσοµοίωσης προβλέπουν ότι ο ρυθµός εγχάραξης είναι σχεδόν σταθερός 
µε την αύξηση του ΛΑ (για κάποιο εύρος τιµών ΛΑ), όταν το θP στη βάση της δοµής είναι 
χαµηλό (θP<0.25). 

Οι Joubert et al. κατόρθωσαν να µειώσουν την ένταση της υστέρησης εγχάραξης σε 
αυλάκια και οπές SiO2 αυξάνοντας την τάση στο ηλεκτρόδιο του αντιδραστήρα που 
τοποθετείται το προς εγχάραξη δείγµα [Joubert et al. (1994b)]. Η τάση στο ηλεκτρόδιο 
συνδέεται άµεσα µε την ενέργεια των ιόντων. Στα Σχήµατα 10.3α και 10.3β τα 
αποτελέσµατα προσοµοίωσης επιβεβαιώνουν την επίδραση της ενέργειας των ιόντων στην 
υστέρηση εγχάραξης.ℜ1 Στο Σχήµα 10.3α φαίνονται πειραµατικά δεδοµένα υστέρησης 
εγχάραξης για πλάσµα CHF3 σε δύο διαφορετικές τάσεις στο ηλεκτρόδιο που βρίσκεται το 
δείγµα (µαύρα σηµεία: 100 V, γκρι σηµεία: 150 V). Οι συνθήκες στον κύριο όγκο του 
αντιδραστήρα δεν είναι γνωστές.ℜ2 Έτσι, επιλέγονται συνθήκες προσοµοίωσης που 
θεωρείται ότι προσεγγίζουν πλάσµα CHF3. Γίνονται υπολογισµοί για τις ίδιες συνθήκες σε 
ενέργειες ιόντων 100 eV και 120 eV και φαίνεται ότι οι καµπύλες προσοµοίωσης 
προβλέπουν την τάση των πειραµατικών δεδοµένων. Το Σχήµα 10.3β είναι αντίστοιχο του 
Σχήµατος 10.3α µόνο που αντιστοιχεί σε πλάσµα C2F4. Σε αυτήν την περίπτωση οι συνθήκες 
προσοµοίωσης αντιστοιχούν σε ένα αέριο µε σύσταση στην οποία ο λόγος C/F είναι 
µεγαλύτερος (more depositing gas), όπως είναι το C2F4 σε σχέση µε το CHF3. 

                                                 
ℜ1 Η µείωση της έντασης του φαινοµένου υστέρησης εγχάραξης µε την αύξηση της ενέργειας των ιόντων 
µπορεί να µπορεί να προκύψει συγκρίνοντας το χάρτη στο Σχήµα 10.2α, όπου η ενέργεια των ιόντων είναι 140 
eV, µε αυτόν στο Σχήµα 10.1α, όπου η ενέργεια των ιόντων είναι 100 eV. Το σύνολο των συνθηκών που 
ορίζονται από την περιοχή Ε του χάρτη στα 100 eV βρίσκονται πιο µακριά από την περιοχή απόθεσης Α στο 
χάρτη στα 140 eV, καθώς αυτή συρρικνώνεται ή µετατοπίζεται προς τα αριστερά: αυτό σηµαίνει ότι ο ρυθµός 
εγχάραξης για τις συνθήκες που ορίζονται από την περιοχή Ε του χάρτη στο Σχήµα 10.1α διατηρείται σταθερός 
για µεγαλύτερο εύρος ΛΑ στα 140 eV. Εποµένως, το φαινόµενο υστέρησης εγχάραξης σε αυτές τις συνθήκες 
είναι λιγότερο έντονο. 
ℜ2 Το σύνολο δεδοµένων που είναι γνωστά είναι οι παράµετροι λειτουργίας: αντιδραστήρας πλάσµατος ECR 
(electron cyclotron resonance), τροφοδοσία του αντιδραστήρα µε 40 sccm CHF3, πίεση 1 mTorr, ισχύς πηγής 
πλάσµατος 1000W, τάση που εφαρµόζεται στο ηλεκτρόδιο που τοποθετείται το δείγµα 100V και 150V. Από τις 
παραπάνω παραµέτρους µόνο η τάση στο ηλεκτρόδιο µπορεί να συνδεθεί άµεσα µε την ενέργεια ιόντων. Οι 
υπόλοιπες δεν µπορούν άµεσα να δώσουν τη σύσταση της αέριας φάσης στον κύριο όγκο. Η απαραίτητη για 
την προσοµοίωση στην παρούσα εργασία σύσταση του κύριου όγκου µπορεί να προκύψει από µοντέλα 
περιγραφής του κύριου όγκου του αντιδραστήρα τροφοδοτώντας σε αυτά τις γνωστές παραµέτρους λειτουργίας.
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Στα Σχήµατα 10.3γ και 10.3δ φαίνεται η επίδραση της δοµής (αυλάκι, οπή) στο 
φαινόµενο υστέρησης εγχάραξης δοµών SiO2. Οι Joubert et al. µέτρησαν το ρυθµό 
εγχάραξης σε αυλάκια και οπές διαφορετικού ΛΑ [Joubert et al. (1994)]. Από τις µετρήσεις 
τους προκύπτει ότι το φαινόµενο υστέρησης εγχάραξης είναι εντονότερο σε οπές από ότι σε 
αυλάκια. Αυτό επιβεβαιώνεται από τα αποτελέσµατα προσοµοίωσης για πλάσµα CHF3 
(Σχήµα 10.3γ) και C2F4 (Σχήµα 10.3δ). 

Οι Doemling et al. παρατήρησαν πειραµατικά το φαινόµενο υστέρησης εγχάραξης σε 
συνθήκες όπου το πάχος του πολυµερούς στην επιφάνεια είναι σηµαντικόℜ και σε µικρούς 
ΛΑ για αυλάκια και οπές SiO2 [Doemling et al. (1996)]. Η εξήγηση που έδωσαν για το 
φαινόµενο είναι η µείωση του πάχους του στρώµατος πολυµερούς στην επιφάνεια της βάσης 
της δοµής κατά τη διάρκεια της εγχάραξης (όσο ο ΛΑ αυξάνεται). Οι Kato et al. 
επιβεβαιώνουν την εξήγηση και σηµειώνουν ότι αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης γίνεται σε 
συνθήκες όπου το πάχος του πολυµερούς στρώµατος στην επιφάνειας της βάσης της δοµής 
είναι υψηλό (highly polymerizing conditions) [Κato et al. (1994)]. Οι εξηγήσεις και των δύο 
οµάδων επιβεβαιώνονται από τα αποτελέσµατα προσοµοίωσης: η αντίστροφη υστέρηση 
εγχάραξης σε δοµές SiO2 συµβαίνει όταν το θP είναι υψηλό και οφείλεται στη µείωση του θP 
στην επιφάνεια της βάσης της δοµής καθώς αυξάνεται ο ΛΑ.  

Αν και το φαινόµενο αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης δεν είναι σύνηθες, υπό την 
έννοια ότι η πειραµατική παρατήρησή του είναι σπάνια, η προσοµοίωση προβλέπει το 
φαινόµενο. Μάλιστα από τους χάρτες εγχάραξης φαίνεται να αντιστοιχεί σε µικρό εύρος 
συνθηκών και ίσως αυτό εξηγεί και τη µη συχνή παρατήρησή του. Στο Σχήµα 10.3ε 
παρουσιάζονται πειραµατικά δεδοµένα [Doemling et al. (1996)] και αποτελέσµατα 
προσοµοίωσης σε συνθήκες αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης αυλακιών SiO2 σε πλάσµα 
CHF3. Τα αποτελέσµατα προσοµοίωσης αφορούν διαφορετικές συνθήκες από την περιοχή D 
χαρτών εγχάραξης σε διαφορετικές ενέργειες και συστάσεις ιόντων. 

Συµπερασµατικά, η θεωρητική µελέτη και τα αποτελέσµατα προσοµοίωσης, µε κέντρο 
βάρους το κλάσµα κάλυψης της επιφάνειας από πολυµερές (ή το πάχος του στρώµατος 
πολυµερούς), ερµηνεύουν τα φαινόµενα υστέρησης και αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης µε 
τρόπο που επιβεβαιώνει τις πειραµατικές µετρήσεις και συµφωνεί µε τις ερµηνείες άλλων 
ερευνητικών οµάδων. Η θεωρητική µελέτη, µε λίγες λογικές παραδοχές (π.χ. ισοτροπική 
κατανοµή και µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής για τα ουδέτερα συστατικά) και χωρίς 
προσαρµόσιµες παραµέτρους, καταφέρνει να προβλέψει τα φαινόµενα και την επίδραση 
διαφόρων παραµέτρων (ενέργεια ιόντων, τύπος δοµής) σε αυτά. Επιπροσθέτως επιχειρεί να 
προσεγγίσει την πρωτογενή αιτία για τη γέννηση των φαινοµένων συνδέοντας τη µεταβολή του 
κλάσµατος κάλυψης της επιφάνειας από πολυµερές (ή του πάχους του στρώµατος πολυµερούς) 
µε τους φαινόµενους συντελεστές προσκόλλησης και τη σύσταση της αέριας φάσης στον κύριο 
όγκο αντιδραστήρα πλάσµατος. 

 

                                                 
ℜ στην περιοχή εγχάραξης πολυµερούς (fluorocarbon suppression regime). Οι 3 περιοχές (regimes) εγχάραξης 
του SiO2 συναρτήσεις της ενέργειας των ιόντων περιγράφονται στην §3.5. 
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Σχήµα 10.3 Ρυθµός εγχάραξης στο µέσο της βάσης δοµής SiO2 (ανηγµένος στο ρυθµό εγχάραξης σε 
ελεύθερη επιφάνεια) συναρτήσει του ΛΑ της δοµής κατά την εγχάραξη µε πλάσµα φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων. Σε κάθε διάγραµµα φαίνονται πειραµατικά δεδοµένα ως σηµεία (τετράγωνα και 
κύκλοι) και αποτελέσµατα προσοµοίωσης ως γραµµές (συνεχείς και διακεκοµµένες). (α) Η επίδραση 
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της ενέργειας ιόντων (ή της τάσης που επιβάλλεται στο ηλεκτρόδιο που βρίσκεται το δείγµα) στην 
υστέρηση εγχάραξης σε αυλάκια SiO2. Τα πειραµατικά δεδοµένα [Joubert et al. (1994b)] αφορούν 
εγχάραξη αυλακιών SiO2 µε πλάσµα CHF3 σε δύο διαφορετικές τάσεις στο ηλεκτρόδιο (µαύρα 
τετράγωνα: 100V, γκρι τετράγωνα: 150V). Αντίστοιχα, τα αποτελέσµατα προσοµοίωσης 
υπολογίζονται σε διαφορετικές ενέργειες ιόντων 100 eV [(1),(2)] και 120 eV [(3),(4)]. (β) Το ίδιο µε 
(α). Τα πειραµατικά δεδοµένα [Joubert et al. (1994b)] αφορούν εγχάραξη αυλακιών SiO2 µε πλάσµα 
C2F4 σε δύο διαφορετικές τάσεις στο ηλεκτρόδιο (µαύροι κύκλοι: 100V, γκρι κύκλοι: 150V). Οι 
συνθήκες προσοµοίωσης [(5),(6),(7),(8)] αντιστοιχούν σε ένα αέριο µε σύσταση στην οποία ο λόγος 
C/F είναι µεγαλύτερος (more depositing gas), όπως είναι το C2F4 σε σχέση µε το CHF3. (γ) Η 
επίδραση της δοµής (αυλάκι, οπή) στην υστέρηση εγχάραξης σε δοµές SiO2. Τα πειραµατικά 
δεδοµένα [Joubert et al. (1994)] αφορούν εγχάραξη δοµών SiO2 (µαύρα τετράγωνα: αυλάκια, γκρι 
τετράγωνα: οπές) µε πλάσµα CHF3. Οι συνθήκες προσοµοίωσης [(1),(2)] είναι ίδιες για αυλάκια και 
οπές. (δ) Το ίδιο µε (γ). Τα πειραµατικά δεδοµένα [Joubert et al. (1994)] αφορούν εγχάραξη δοµών 
SiO2 (µαύροι κύκλοι: αυλάκια, γκρι κύκλοι: οπές) µε πλάσµα C2F4. Οι συνθήκες προσοµοίωσης 
[(5),(6)] είναι ίδιες για αυλάκια και οπές και αντιστοιχούν σε ένα αέριο µε σύσταση στην οποία ο 
λόγος C/F είναι µεγαλύτερος (more depositing gas), όπως είναι το C2F4 σε σχέση µε το CHF3. (ε) 
Αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης σε αυλάκια SiO2. Τα πειραµατικά δεδοµένα [Doemling et al. 
(1996)] αφορούν εγχάραξη αυλακιών SiO2 µε πλάσµα CHF3. Οι συνθήκες προσοµοίωσης 
[(9),(10),(11),(12)] αντιστοιχούν στις περιοχή D (αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης) των 
αντίστοιχων χαρτών εγχάραξης. Συνθήκες προσοµοίωσης: ισοτροπική κατανοµή και µηχανισµός 
«διάχυτης» επανεκποµπής για τα άτοµα F και τις ρίζες CFx, κανονική γωνιακή κατανοµή για τα ιόντα 
(µονοενεργητικά) µε τυπική απόκλιση σ=2ο. (1): RF,0=6, RCFx,0=9, 100eV, 10% CF3

+, 85% CF2
+, 5% 

CF+. (2): RF,0=20, RCFx,0=60, 100eV, 10% CF3
+, 85% CF2

+, 5% CF+. (3): RF,0=6, RCFx,0=9, 120eV, 10% 
CF3

+, 85% CF2
+, 5% CF+. (4): RF,0=20, RCFx,0=60, 120eV, 10% CF3

+, 85% CF2
+, 5% CF+. (5): RF,0=25, 

RCFx,0=90, 100eV, 10% CF3
+, 10% CF2

+, 80% CF+. (6): RF,0=12, RCFx,0=20, 100eV, 10% CF3
+, 10% 

CF2
+, 80% CF+. (7): RF,0=25, RCFx,0=90, 120eV, 10% CF3

+, 10% CF2
+, 80% CF+. (8): RF,0=12, 

RCFx,0=20, 120eV, 10% CF3
+, 10% CF2

+, 80% CF+. (9) RF,0=0.5, RCFx,0=0.3, 100eV, 10% CF3
+, 85% 

CF2
+, 5% CF+. (10): RF,0=2, RCFx,0=1, 100eV, 10% CF3

+, 85% CF2
+, 5% CF+. (11): RF,0=0.8, 

RCFx,0=0.5, 100eV, 80% CF3
+, 10% CF2

+, 10% CF+. (12): RF,0=0.25, RCFx,0=0.15, 100eV, 10% CF3
+, 

85% CF2
+, 5% CF+. 

 
 
10.3 Εφαρµογή του αλγόριθµου εξέλιξης συνόρου σε διεργασίες µε προκαθορισµένη 
ταχύτητα συνόρου 
 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται εφαρµογές του αλγόριθµου εξέλιξης συνόρου (µέθοδος 
των ισοϋψών, Μέρος ΙΙΙ) σε διαφορετικές διεργασίες κατασκευής δοµών: εγχάραξη, 
απόθεση, εµφάνιση κατά τη λιθογραφία. Το σύνορο είναι η τοπογραφία των 
κατασκευαζόµενων δοµών. Το χαρακτηριστικό των εφαρµογών είναι ότι η ταχύτητα 
µετατόπισης του συνόρου είναι προκαθορισµένη ή έχει ήδη υπολογιστεί από κάποιο µοντέλο 
και τροφοδοτείται στον αλγόριθµο εξέλιξης τοπογραφίας. Σε όλα τα παραδείγµατα που 
ακολουθούν οι διαστάσεις είναι σχετικές, εκτός αν σηµειώνεται η µονάδα µήκους στα 
αντίστοιχα σχήµατα. 
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Αρχικά παρουσιάζονται δύο εφαρµογές εγχάραξης αυλακιού που αφορούν δύο 
πρότυπες περιπτώσεις εγχάραξης: την (πλήρως) ισοτροπική και (πλήρως) ανισοτροπική 
εγχάραξη. Η ισοτροπική εγχάραξη είναι ίδια προς κάθε κατεύθυνση και είναι αποτέλεσµα 
κυρίως υγρής εγχάραξης του υποστρώµατος. Υπάρχει περίπτωση και ξηρή εγχάραξη να 
προκαλέσει ισοτροπική εγχάραξη. Κατά κανόνα, η ξηρή εγχάραξη εµφανίζει προτίµηση 
κατεύθυνσης (αυτής των ιόντων) και είναι ανισοτροπική. Οι πραγµατικές διεργασίες ξηρής 
εγχάραξης δεν είναι ούτε πλήρως ισοτροπικές, ούτε πλήρως ανισοτροπικές: εµφανίζουν 
ανάλογα µε τις συνθήκες βαθµό ισοτροπίας (ανισοτροπίας). 

Στο Σχήµα 10.4 περιγράφεται ισοτροπική εγχάραξη αυλακιού. Στα Σχήµατα 10.4α 
και 10.4β φαίνεται το αυλάκι πριν και µετά από διαδικασία ισοτροπικής εγχάραξής του. Η 
µάσκα εγχάραξης (έντονος χρωµατισµός στα Σχήµατα 10.4α και 10.4β) που προστατεύει τα 
υποκείµενα στρώµατα θεωρείται µη εγχαράξιµη. Στο Σχήµα 10.4γ φαίνονται στιγµιότυπα της 
διατοµής του αυλακιού στο επίπεδο yz κατά την εγχάραξη. Η εξέλιξη συνόρου που 
απεικονίζεται στο Σχήµα 10.4 µπορεί να προκύψει, είτε µε την επίλυση της εξίσωσης 
ισοϋψών θεωρώντας ότι η ταχύτητα του συνόρου είναι Fmb= –1 (αλγόριθµος Σχήµατος 5.9), 
είτε µε την επίλυση της εξίσωσης Eikonal θεωρώντας F=1 (αλγόριθµος Σχήµατος 5.10)  

  
(α) (β) 

y
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0

z

0.0

0.4

0.8

1.2

1.6

2.0

4.03.63.22.82.4

t=0

t=0.28

t=1.4

 

 

x

y

z

 

(γ)  
Σχήµα 10.4 (α) Αυλάκι πλάτους 0.8 και βάθους 0.4 (πάχος µάσκας εγχάραξης) πριν την εγχάραξη 
(t=0). (β) Το αυλάκι του Σχήµατος 10.4α µετά από ισοτροπική εγχάραξη µε ταχύτητα 1 για χρονικό 
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διάστηµα 1.4. (γ) ∆ιαδοχικά στιγµιότυπα τοµής του εγχαρασσόµενου αυλακιού (που χρονικά 
ισαπέχουν το ένα από το άλλο) στο επίπεδο yz. 
 

Στον αντίποδα της ισοτροπικής εγχάραξης, στο Σχήµα 10.5 φαίνεται ανισοτροπική 
εγχάραξη αυλακιού. Στα Σχήµατα 10.5α και 10.5β φαίνεται το αυλάκι πριν και µετά από 
διαδικασία ανισοτροπικής εγχάραξής του. Η µάσκα εγχάραξης (έντονος χρωµατισµός στα 
Σχήµατα 10.5α και 10.5β) είναι και σε αυτή την περίπτωση µη εγχαράξιµη. Στο Σχήµα 10.5γ 
φαίνονται στιγµιότυπα της διατοµής του αυλακιού στο επίπεδο yz κατά την εγχάραξη. Η 
εξέλιξη συνόρου που απεικονίζεται στο Σχήµα 10.5 µπορεί να προκύψει µε την επίλυση της 
εξίσωσης ισοϋψών θεωρώντας ότι η ταχύτητα του συνόρου είναι 

 
( )mb zF = − ⋅ −e n ,        (10.1) 

 
όπου ez είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κατά τον άξονα z και n το µοναδιαίο κάθετο στο 
σύνορο. 
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(γ)  
Σχήµα 10.5 (α) Αυλάκι πλάτους 1.0 και βάθους 0.5 (πάχος µάσκας εγχάραξης) πριν την εγχάραξη 
(t=0). (β) Το αυλάκι του Σχήµατος 10.5α µετά από ανισοτροπική εγχάραξη µε ταχύτητα 1 για χρονικό 
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διάστηµα 1.5. (γ) ∆ιαδοχικά στιγµιότυπα τοµής του εγχαρασσόµενου αυλακιού (που χρονικά 
ισαπέχουν το ένα από το άλλο) στο επίπεδο yz. 
 

Πέρα από τις διεργασίες εγχάραξης, ο αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας εφαρµόζεται 
και σε δύο ακόµη διεργασίες που χρησιµοποιούνται για την κατασκευή δοµών: την 
ισοτροπική απόθεση και την εµφάνιση κατά τη λιθογραφία. 
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(γ)  
Σχήµα 10.6 (α) Αυλάκια διαφορετικού πλάτους (0.35 και 0.45) πριν την απόθεση (t=0). (β) Τα 
αυλάκια του Σχήµατος 10.6α µετά από απόθεση µε ταχύτητα 1 για χρονικό διάστηµα 0.2. (γ) 
∆ιαδοχικά στιγµιότυπα τοµής των αυλακιών (που χρονικά ισαπέχουν το ένα από το άλλο) στο 
επίπεδο yz. 
 

Στο Σχήµα 10.6 περιγράφεται ισοτροπική απόθεση σε δύο αυλάκια διαφορετικού 
πλάτους. Στα Σχήµατα 10.6α και 10.6β φαίνονται τα αυλάκια πριν και µετά από τη 
διαδικασία απόθεσης. Στο Σχήµα 10.6γ φαίνεται η εξέλιξη διατοµής των αυλακιών στο 
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επίπεδο yz. Η εξέλιξη συνόρου που απεικονίζεται στο Σχήµα 10.6 µπορεί να προκύψει είτε 
µε την επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών θεωρώντας ότι η ταχύτητα του συνόρου είναι Fmb=1  
(αλγόριθµος Σχήµατος 5.9), είτε µε την επίλυση της εξίσωσης Eikonal θεωρώντας F=1 
(αλγόριθµος Σχήµατος 5.10). 

Στο παράδειγµα του Σχήµατος 10.6 το αυλάκι µε το µικρότερο πλάτος γεµίζει: 
πρόκειται για ένα παράδειγµα τοπολογικής συγχώνευσης στο οποίο η µέθοδος των ισοϋψών 
εφαρµόζεται χωρίς εµπειρικούς κανόνες. 

Το επόµενο παράδειγµα αφορά διεργασία εµφάνισης κατά τη λιθογραφία (Σχήµα 
1.3). Σε αυτή την περίπτωση η ταχύτητα του συνόρου υπολογίζεται µε το εµπορικό πακέτο 
PROLITH [FINLE Technologies Inc. (1999)]. Οι παράµετροι του παραδείγµατος 
περιγράφονται στον Πίνακα 10.I. Το παράδειγµα αφορά ένα στρώµα φωτοευαίσθητου 
πολυµερούς πάνω σε υπόστρωµα Si. Το στρώµα πολυµερούς εκτίθεται σε ακτινοβολία µέσω 
µάσκας (Σχήµα 10.7α). Η σκοτεινή (µαύρη) περιοχή της µάσκας προστατεύει το πολυµερές 
στρώµα από την ακτινοβολία. Το τµήµα του πολυµερούς στρώµατος που εκτίθεται στην 
ακτινοβολία υφίσταται χηµικές αλλαγές που το καθιστούν διαλυτό στον διαλύτη εµφάνισης. 

Στο Σχήµα 10.7 περιγράφεται η εξέλιξη επιφάνειας του φωτοευαίσθητου πολυµερούς 
κατά την εµφάνιση. Στα Σχήµατα 10.7α και 10.7β φαίνεται η τοπογραφία του στρώµατος 
πολυµερούς πριν και µετά από τη διαδικασία εµφάνισης.ℜ Στο Σχήµα 10.7γ φαίνονται 
στιγµιότυπα της διατοµής του στρώµατος πολυµερούς στο επίπεδο yz κατά την εµφάνιση. Η 
εξέλιξη συνόρου που απεικονίζεται στο Σχήµα 10.7 µπορεί να προκύψει µε την επίλυση της 
εξίσωσης Eikonal (αλγόριθµος Σχήµατος 5.10), θεωρώντας ότι η ταχύτητα του συνόρου είναι 
αυτή που προκύπτει από τους υπολογισµούς µε το εµπορικό πακέτο PROLITH µε βάση τις 
παραµέτρους του Πίνακα 10.I. 
 
Πίνακας 10.I Παράµετροι του παραδείγµατος εξέλιξης συνόρου στην εµφάνιση στρώµατος 
πολυµερούς κατά τη λιθογραφία οι οποίες εισάγονται στο εµπορικό πακέτο PROLITH για τον 
υπολογισµό της ταχύτητας εξέλιξης του συνόρου.  
 
παράµετρος τιµή 
υπόστρωµα επίστρωσης του φωτοευαίσθητου πολυµερούς Si 
φωτοευαίσθητο πολυµερές AZ5214 
πάχος φωτοευαίσθητου πολυµερούς 500 nm 
µήκος φωτεινών – σκοτεινών περιοχών της µάσκας 500 nm – 500 nm 
µήκος κύµατος ακτινοβολίας 365 nm 
δόση έκθεσης 40 mJ/cm2

χρόνος θέρµανσης µετά την ακτινοβολία (post exposure bake) 0 s 
διαλύτης εµφάνισης (εµφανιστής) AZ312 
χρόνος εµφάνισης 80s 

                                                 
ℜ Στα Σχήµατα 10.7α και 10.7β, όπως και στο Σχήµα 10.7γ δεν απεικονίζεται το στρώµα Si κάτω από το 
στρώµα πολυµερούς. 
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(γ)  
Σχήµα 10.7 (α) Στρώµα πολυµερούς που εκτίθεται σε ακτινοβολία µέσω µάσκας πριν την εµφάνιση 
του κατά τη λιθογραφία. (β) Το στρώµα πολυµερούς του Σχήµατος 10.7α µετά την εµφάνιση. (γ) 
∆ιαδοχικά στιγµιότυπα τοµής του στρώµατος πολυµερούς (που χρονικά ισαπέχουν το ένα από το 
άλλο) στο επίπεδο yz. Οι παράµετροι της διεργασίας περιγράφονται στον Πίνακα 10.I. 

 
Γενικά στη λιθογραφική διαδικασία, µετά την ακτινοβολία ακολουθεί βήµα 

θέρµανσης. Στο παράδειγµα του Σχήµατος 10.7 σκοπίµως παραλείπεται αυτό το βήµα ώστε 
να δοκιµαστεί ο αλγόριθµος εξέλιξης συνόρου σε σύνορο µε τραχύτητα και υψηλές κλίσεις 
Επαναλαµβάνοντας τους υπολογισµούς µε χρόνο θέρµανσης µετά την έκθεση 60 s σε 
θερµοκρασία 95 oC φαίνεται ότι η τραχύτητα στα πλάγια τοιχώµατα εξαλείφεται [Σπετσιέρης 
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(2004)]. Τα αποτελέσµατα του Σχήµατος 10.7 συµφωνούν µε αυτά του αλγορίθµου εξέλιξης 
τοπογραφίας του PROLITH. 
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(γ) 

 

 
 
 
 
 

(δ) 

Σχήµα 10.8 ∆ιαδοχικά στιγµιότυπα τρισδιάστατης δοµής κατά τη διάρκεια ισοτροπικής εγχάραξής 
της. (α) Η µάσκα εγχάραξης (λεπτή και µη εγχαράξιµη). Η δοµή µετά από χρονικό διάστηµα (β) 0.5, 
(γ) 1 και (δ) 1.5. 
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Στα παραπάνω παραδείγµατα – εφαρµογές εξέλιξης τοπογραφίας (Σχήµατα 10.4 – 
10.7) η γεωµετρία των δοµών επέτρεπε την απλοποίηση των υπολογισµών σε δύο αντί τρεις  
διαστάσεις (όλες οι δοµές διατηρούν τη διατοµή τους στο επίπεδο yz κατά τον άξονα x). Η 
εφαρµογή που ακολουθεί αποτελεί παράδειγµα εξέλιξης τοπογραφίας σε τρεις διαστάσεις σε 
τυχαία δοµή που δεν εµφανίζει κάποιο γεωµετρικό χαρακτηριστικό που απλοποιεί τους 
υπολογισµούς σε δύο διαστάσεις. Στο Σχήµα 10.8 φαίνονται διαδοχικά στιγµιότυπα 
τρισδιάστατης δοµής κατά τη διαδικασία ισοτροπικής εγχάραξής της. Η µάσκα εγχάραξης 
(Σχήµα 10.8α) θεωρείται πολύ λεπτή και µη εγχαράξιµη. Η εξέλιξη συνόρου που 
απεικονίζεται στο Σχήµα 10.8 µπορεί να προκύψει µε την επίλυση της εξίσωσης Eikonal σε 3 
διαστάσεις θεωρώντας F=1. Στο τελευταίο στιγµιότυπο της δοµής συµβαίνει τοπολογική 
συγχώνευση, η οποία αντιµετωπίζεται στο πλαίσιο της µεθόδου ισοϋψών χωρίς πρόσθετες 
τεχνικές. 
 
 
10.4 Εφαρµογή συνολικού πλαισίου προσοµοίωσης 
 

Το συνολικό πλαίσιο προσοµοίωσης, στο οποίο γίνεται σύζευξη του µοντέλου 
υπολογισµού ταχύτητας συνόρου µε τον αλγόριθµο εξέλιξης συνόρου (µε τη µέθοδο των 
ισοϋψών) εφαρµόζεται α) στη διεργασία εγχάραξης οπών SiO2 όπου προβλέπεται η 
υστέρηση και η αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης, β) στη διεργασία πολυβηµατικής 
εγχάραξης αυλακιών Si µε εναλλαγή αερίων πλάσµατος και γ) στη διεργασία εγχάραξης 
αυλακιών SiO2 όπου προβλέπονται πτυχώσεις στα άκρα της βάσης των αυλακιών. 
 
 
10.4.1 Υστέρηση εγχάραξης και αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης σε οπές SiO2

 
Η πρώτη εφαρµογή προβάλλει την επίδραση της αέριας φάσης στον κύριο όγκο του 

αντιδραστήρα πλάσµατος φθοριωµένων υδρογονανθράκων στη µικροσκοπική οµοιοµορφία 
(§1.5, §10.2) κατά την εγχάραξη οπών SiO2. Οι συνθήκες στην αέρια φάση καθορίζουν το 
φαινόµενο που θα συµβεί (π.χ. υστέρηση εγχάραξης, αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης). Η 
εφαρµογή ουσιαστικά επεκτείνει αυτή της §10.2. Τα πρόσθετα στοιχεία της είναι η 
δυνατότητα για πρόβλεψη του σχήµατος των εγχαρασσόµενων δοµών (αντί της θεώρησης 
πρότυπων δοµών), και µάλιστα συναρτήσει του χρόνου εγχάραξης (στην §10.2.1 ανεξάρτητη 
µεταβλητή ήταν ο ΛΑ των δοµών). 

Ζεύγος οπών µε το ίδιο αρχικό βάθος και διαφορετικό πλάτος (Σχήµα 10.9α, Σχήµα 
10.9β) εγχαράσσονται σε διαφορετικές συνθήκες. Οι συνθήκες εγχάραξης για το ζεύγος 
οπών επιλέγονται από χάρτη εγχάραξης για οπές SiO2 (Σχήµα 10.2γ, Σχήµα 10.9γ). Ο χάρτης 
κατασκευάζεται υπολογίζοντας τη µεταβολή του ρυθµού εγχάραξης στο µέσο της βάσης 
κυλινδρικών οπών µε µεταβαλλόµενο ΛΑ σε πλήθος συνθηκών στην αέρια φάση (§10.2.2). 
Σε ένα τέτοιο χάρτη, η αέρια φάση εκφράζεται από τους λόγους RF,0, RCFx,0 των ροών 
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ατόµων F και ριζών CFx προς τη ροή ιόντων σε ελεύθερη επιφάνεια. Ο χάρτης χωρίζεται σε 
περιοχές όπου συµβαίνει κάποιο από τα φαινόµενα που σχετίζονται µε την απώλεια 
µικροσκοπικής οµοιοµορφίας (π.χ. περιοχή C: υστέρηση εγχάραξης, περιοχή D: αντίστροφη 
υστέρηση εγχάραξης). 
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Σχήµα 10.9 Προσοµοίωση εγχάραξης οπών SiO2 σε διαφορετικές συνθήκες. (α) Οπή βάθους (πάχος 
µάσκας εγχάραξης) 0.5 µm και πλάτους 1.5 µm πριν την εγχάραξη. (β) Οπή βάθους 0.5 µm και 
πλάτους 0.5 µm πριν την εγχάραξη. (γ) Χάρτης εγχάραξης για οπές SiO2. Ο χάρτης είναι ίδιος µε 
αυτόν του Σχήµατος 10.2γ. Τα σηµεία S1(RF,0=10, RCFx,0=15) και S2(RF,0=0.3, RCFx,0=0.2) ορίζουν 
συνθήκες προσοµοιώσεων. (δ) Η οπή του Σχήµατος 10.9α µετά από εγχάραξη για 600 s στις 
συνθήκες που αντιστοιχούν στο S1. (ε) Η οπή του Σχήµατος 10.9β µετά από εγχάραξη για 600 s στις 
συνθήκες που αντιστοιχούν στο S1. (στ) ∆ιαδοχικά στιγµιότυπα τοµών των οπών (που χρονικά 



ισαπέχουν το ένα από το άλλο) κατά την εγχάραξη σε συνθήκες που αντιστοιχούν στο S1. Αριστερά 
είναι τα στιγµιότυπα για τη φαρδιά οπή και δεξιά για τη στενή. (ζ) Ταχύτητα εγχάραξης και ανηγµένο 
πάχος πολυµερικού στρώµατος (ή κλάσµα κάλυψης της επιφάνειας από πολυµερές) συναρτήσει του 
χρόνου εγχάραξης στο µέσο της βάσης των οπών σε συνθήκες που αντιστοιχούν στο S1. (η) – (κ) Τα 
ίδια αποτελέσµατα µε (δ) – (ζ) αντίστοιχα, για εγχάραξη που αντιστοιχεί στο σηµείο S2 για 2000 s. 

 
Οι συνθήκες στις οποίες γίνονται οι προσοµοιώσεις αντιστοιχούν στα σηµεία S1 και 

S2 του χάρτη εγχάραξης. Τα αποτελέσµατα εγχάραξης του ζεύγους οπών φαίνονται στα 
Σχήµατα 10.9γ και 10.9δ για το S1 και 10.9ζ και 10.9η για το S2. Στα Σχήµατα 10.9στ και 
10.9ι φαίνονται διαδοχικά στιγµιότυπα τοµών των οπών κατά την εγχάραξη. Στις συνθήκες 
που αντιστοιχούν στο S1 συµβαίνει υστέρηση εγχάραξης, δηλαδή η στενότερη δοµή 
εγχαράσσεται µε µικρότερο ταχύτητα, όπως φαίνεται και στο Σχήµα 10.9ζ. Υστέρηση 
εγχάραξης συµβαίνει διότι το πάχος του πολυµερικού στρώµατος που δηµιουργείται στην 
εγχαρασσόµενη επιφάνεια στη βάση της στενότερης οπής είναι µεγαλύτερο (Σχήµα 10.9ζ). 
Αντίθετα, στις συνθήκες που αντιστοιχούν στο S2, η στενότερη δοµή εγχαράσσεται µε 
µεγαλύτερο ταχύτητα (Σχήµα 10.9κ), για το µεγαλύτερο διάστηµα του χρόνου εγχάραξης, 
οπότε και συµβαίνει αντίστροφη υστέρηση εγχάραξης. Σε αυτή την περίπτωση το πάχος του 
πολυµερικού στρώµατος είναι µικρότερο στη στενότερη οπή (Σχήµα 10.9κ). Με το πλαίσιο 
προσοµοίωσης, χωρίς προσαρµόσιµες παραµέτρους, επιτυγχάνεται η ερµηνεία και πρόβλεψη 
των φαινοµένων υστέρησης [Joubert et al. (1994)] και αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης 
[Doemling et al. (1996)] σε οπές SiO2 που εγχαράσσονται µε πλάσµα φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων. 

 
 
10.4.2 Προσοµοίωση διεργασίας πολυβηµατικής εγχάραξης αυλακιών Si µε εναλλαγή  
αερίων πλάσµατος 
 

Η δεύτερη εφαρµογή του συνολικού πλαισίου προσοµοίωσης αφορά στη διεργασία 
πολυβηµατικής εγχάραξης µε εναλλαγή αερίων πλάσµατος (ΠΕΜΕΑΠ) που χρησιµοποιείται 
για την εγχάραξη αυλακιών Si µε µεγάλο λόγο ασυµµετρίας {multiple step deep Si etch 
process, [Rauf et al. (2002)] ή gas chopping deep reactive ion etch process, [Volland et al. 
(2002)]}.ℜ Η διεργασία ΠΕΜΕΑΠ χρησιµοποιείται ευρύτατα στην κατασκευή µικρο-
ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων (microelectromechanical systems, MEMS, §1.1) [Chen et 
al. (2002) , Bertz et al. (2002)]. 

Στη διάρκεια ενός κύκλου της διεργασίας ΠΕΜΕΑΠ δύο διαφορετικά αέρια 
χρησιµοποιούνται διαδοχικά. Το πρώτο βήµα του κύκλου είναι συνήθως εγχάραξη του Si µε 
πλάσµα SF6, ενώ στο δεύτερο βήµα συµβαίνει απόθεση ενός πολυµερικού στρώµατος µε 

                                                 
ℜ Για τη διεργασία πολυβηµατικής εγχάραξης µε εναλλαγή αεριών πλάσµατος SF6 και C4F8 για την εγχάραξη 
δοµών Si υπάρχει πατέντα της εταιρείας Bosch και για αυτό το λόγο αναφέρεται και ως διεργασία Bosch. 
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πλάσµα C4F8 (ή άλλου αερίου CxFy). Εκτός από τον πρώτο κύκλο, στο βήµα εγχάραξης εκτός 
του Si εγχαράσσεται και το πολυµερές που αποτίθεται στο βήµα απόθεσης. 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται αποτελέσµατα προσοµοίωσης της διεργασίας 
ΠΕΜΕΑΠ σε δοµές Si µε εναλλαγή αερίων πλάσµατος που βασίζονται σε απλά µοντέλα 
εγχάραξης – απόθεσης. Η ταχύτητα εγχάραξης, τόσο του Si, όσο και του πολυµερούς κατά το 
βήµα εγχάραξης µε πλάσµα SF6 είναι άθροισµα όρου υποβοηθούµενης από ιόντα εγχάραξης 
(ανάλογου της ροής ιόντων) και όρου θερµικής εγχάραξης (ανάλογου της ροής ατόµων F), 

 

Si Si ION Si FEV β j k= + j         (10.2) 

και  

Poly Poly ION Poly FEV β j k= + j .       (10.3) 
 

Η ταχύτητα απόθεσης πολυµερούς κατά το βήµα του πλάσµατος C4F8 είναι επίσης άθροισµα 
δύο όρων. Ο πρώτος αφορά απευθείας απόθεση ιόντων ή/και απόθεση υποβοηθούµενη από 
ιόντα (ανάλογος της ροής ιόντων) και ο δεύτερος απευθείας απόθεση των ριζών CmFn 
(ανάλογος της ροής ριζών CmFn), 
 

, ,Poly D I ION D N CmFnDV y j y j= + .       (10.4) 

 
Οι συντελεστές των Εξ. (10.2) – (10.4) προσεγγίζονται µε προσαρµογές σε σχετικά 
πειράµατα. Οι τιµές τους καθώς και σύντοµη περιγραφή τους φαίνονται στον Πίνακα 10.II.   
 

Πίνακας 10.II Συντελεστές των µοντέλων εγχάραξης και απόθεσης κατά τη διεργασία πολυβηµατικής 
εγχάραξης δοµών Si µε εναλλαγή αερίων πλάσµατος SF6 και C4F8. Οι τιµές των συντελεστών 
προκύπτουν ώστε να ικανοποιούν τις τυπικές τιµές ταχυτήτων εγχάραξης και απόθεσης (ταχύτητα 
εγχάραξης Si και πολυµερούς σε πλάσµα SF6: 6 µm/min και 0.5 µm/min αντίστοιχα, ταχύτητα 
απόθεσης πολυµερούς σε πλάσµα C4F8 0.6 µm/min). Τυπικές τιµές για τις ροές ιόντων µετρήθηκαν σε 
αντιδραστήρα επαγωγικής σύζευξης [Gogolides et al. (2004)]. Η ροή ατόµων F κατά τη διάρκεια 
πλάσµατος SF6 εκτιµήθηκε µε φασµατοσκοπία οπτικής εκποµπής και ακτινοµετρία [ο.π]. Τυπικές 
τιµές για τη ροή ριζών CmFn σε αντιδραστήρα επαγωγικής σύζευξης κατά τη διάρκεια πλάσµατος 
C4F8 προέρχονται από µετρήσεις των Rauf et al. [Rauf et al. (2002)]. 
 

σύµβολο περιγραφή τιµή 
βSi συντελεστής υποβοηθούµενης από ιόντα εγχάραξης Si (πλάσµα SF6) 270 Α3

kSi συντελεστής θερµικής εγχάραξης Si (πλάσµα SF6) 0.9 Α3

βPoly συντελεστής υποβοηθούµενης από ιόντα εγχάραξης πολυµερούς  
(πλάσµα SF6) 

125 A3

kPoly συντελεστής απευθείας απόθεσης ριζών CmFn (πλάσµα C4F8) 0.03 A3

yD,I συντελεστής απευθείας απόθεσης ιόντων ή/και απόθεσης 
υποβοηθούµενης από ιόντα (πλάσµα C4F8) 

10 Α3

yD,N συντελεστής απευθείας απόθεσης ριζών CmFn (πλάσµα C4F8) 0.5 Α3
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Στο Σχήµα 10.10 φαίνονται αποτελέσµατα προσοµοίωσης της διεργασίας 
πολυβηµατικής εγχάραξης χρησιµοποιώντας τα απλά µοντέλα που περιγράφηκαν [Kokkoris 
et al. (2004)]. Αυλάκι Si (Σχήµα 10.10α) εγχαράσσεται υπό διαφορετικές συνθήκες µε τη 
διεργασία ΠΕΜΕΑΠ για τον ίδιο χρόνο. Στο Σχήµα 10.10β, φαίνεται το αυλάκι µετά από 10 
κύκλους της διεργασίας (10 βήµατα εγχάραξης + 10 βήµατα απόθεσης). Το βήµα εγχάραξης 
λαµβάνει χώρα πρώτο και διαρκεί 12s, το βήµα απόθεσης ακολουθεί και διαρκεί 5s. Στα 
Σχήµατα 10.10γ, 10.10δ και 10.10ε φαίνεται το αυλάκι µετά από διεργασία ΠΕΜΕΑΜ όταν 
αλλάζει, είτε η σειρά των βηµάτων (Σχήµα 10.10γ), είτε η χρονική διάρκεια των βηµάτων 
(Σχήµα 10.10δ), είτε τα φαινόµενα που λαµβάνονται υπόψη κατά την προσοµοίωση (Σχήµα 
10.10ε). 

   
(α) (β) (γ) 

  

 

 

(δ) (ε) (στ) 
Σχήµα 10.10 Προσοµοίωση της διεργασίας πολυβηµατικής εγχάραξης αυλακιού Si µε εναλλαγή 
αερίων. ∆ιερεύνηση της επίδρασης διαφόρων παραµέτρων της διεργασίας στο σχήµα της 
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κατασκευαζόµενης δοµής. (α) Το αυλάκι πριν την εγχάραξη [πλάτος 1 µm, βάθος (πάχος µάσκας 
εγχάραξης) 1 µm]. (β) Το αυλάκι µετά τη διεργασία, όταν το βήµα εγχάραξης (BE) λαµβάνει χώρα 
πρώτο και διαρκεί 12s, και το βήµα απόθεσης (BA) δεύτερο και διαρκεί 5s. (γ) Το αυλάκι µετά τη 
διεργασία, όταν το ΒΑ είναι πρώτο και διαρκεί 5s, ενώ το ΒΕ διαρκεί 12s. (δ) Το αυλάκι µετά τη 
διεργασία, όταν το ΒΕ είναι πρώτο και διαρκεί 12s, ενώ το ΒΑ διαρκεί 6s. Στα Σχήµατα 10.10β, 
10.10γ και 10.10δ δεν λαµβάνεται υπόψη η σκίαση και η επανεκποµπή για τα ουδέτερα συστατικά. 
(ε) Όµοια µε (β) αλλά λαµβάνεται υπόψη σκίαση και επανεκποµπή για τα ουδέτερα συστατικά. Η ροή 
των ουδέτερων συστατικών είναι ισοτροπική, ενώ επανεκπέµπονται µε το µηχανισµό «διάχυτης 
επανεκποµπής. Οι φαινόµενοι συντελεστές προσκόλλησης των ατόµων F στο Si είναι 0.2, των 
ατόµων F στο πολυµερές είναι 0.1, των ριζών CmFn στο Si και στο πολυµερές είναι 0.1. Ο συνολικός 
χρόνος εγχάραξης είναι 170s. Τα ιόντα κατευθύνονται κάθετα στην επιφάνεια και η ροή τους είναι 
4.37×1016 cm-2s-1 για το πλάσµα SF6 και 3.12×1016 cm-2s-1 για το πλάσµα C4F8. Σε ελεύθερη επιφάνεια 
η ροή ατόµων F είναι 1019 cm-2s-1 στο πλάσµα SF6 και η ροή ριζών CmFn είναι 2×1018 cm-2s-1 για το 
πλάσµα C4F8. (στ) Εικόνα της τραχύτητας που αναπτύσσεται στο πλάγιο τοίχωµα αυλακιών Si που 
εγχαράσσονται µε τη διεργασία ΠΕΜΕΑΠ [Μπούκουρας (2003)]. 
 

Τα µοντέλα που χρησιµοποιούνται για την απόθεση και εγχάραξη στη διεργασία 
ΠΕΜΕΑΠ είναι λιγότερο λεπτοµερή αυτών που παρουσιάστηκαν για την εγχάραξη SiO2 και 
Si σε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων. Για αυτό το λόγο και τα αποτελέσµατα 
προσοµοίωσης είναι προκαταρκτικά. Ωστόσο, αυτό που προκύπτει είναι ότι το πλαίσιο 
προσοµοίωσης µπορεί να εφαρµοστεί σε µια πολύπλοκη διεργασία όπου συµβαίνουν 
εγχάραξη και απόθεση, όπως η ΠΕΜΕΑΠ. Μάλιστα, η µέθοδος των ισοϋψών (ο αλγόριθµος 
εξέλιξης τοπογραφίας του πλαισίου προσοµοίωσης) εφαρµόζεται για πρώτη φορά στην 
προσοµοίωση της διεργασίας ΠΕΜΕΑΠ. Η επιφάνεια του αυλακιού κατά τη διάρκεια της 
διεργασίας ΠΕΜΕΑΠ είναι επιφάνεια Si ή επιφάνεια πολυµερούς. Έτσι, κατά την 
προσοµοίωση χρειάζεται να παρακολουθείται η εξέλιξη µικτής επιφάνειας (επιφάνεια Si + 
επιφάνεια πολυµερούς). Για το λόγο αυτό χρησιµοποιούνται τρεις συναρτήσεις ισοϋψών: µία 
που αντιστοιχεί στην επιφάνεια Si και µία στην επιφάνεια του αποτιθέµενου πολυµερούς. Η 
µικτή επιφάνεια εγχάραξης περιγράφεται από µια τρίτη συνάρτηση ισοϋψών που είναι η 
ένωση (§5.2) αυτών που περιγράφουν την επιφάνεια Si και πολυµερούς. Αυτή είναι και η 
επιφάνεια που φαίνεται στα αποτελέσµατα του Σχήµατος 10.10. Το επόµενο βήµα για 
λεπτοµερέστερη θεωρητική µελέτη της διεργασίας απαιτεί ανάπτυξη ακριβέστερων 
µοντέλων (για την εγχάραξη Si, και την απόθεση και εγχάραξη του πολυµερούς). Ο στόχος 
είναι η εύρεση των κρίσιµων παραµέτρων της διεργασίας ΠΕΜΕΑΠ και του ρόλου τους στα 
χαρακτηριστικά της κατασκευαζόµενης δοµής όπως το βάθος εγχάραξης, η κλίση και η 
τραχύτητα των πλάγιων τοιχωµάτων. 
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10.4.3 Πρόβλεψη πτυχώσεων στη βάση εγχαρασσόµενων δοµών 
 

Πτυχώσεις, δηλαδή σχηµατισµός πτυχών (αυλακιών), στα άκρα της βάσης των 
εγχαρασσόµενων δοµών [trenching, Nguyen et al. (1991), ή microtrenching,ℜ Dalton et al. 
(1993)] έχουν παρατηρηθεί τόσο κατά την εγχάραξη δοµών SiO2

 (Σχήµα 10.11γ), όσο και 
κατά την εγχάραξη δοµών Si (Σχήµα 1.9στ), και έχουν αποδοθεί κυρίως στην ανάκλαση των 
ιόντων από τα πλευρικά τοιχώµατα των δοµών [Dalton et al. (1993), Hoekstra et al. (1998), 
Jin & Sawin (2003)]. Η ερµηνεία βασίζεται στην αυξηµένη ροή ιόντων στα άκρα της βάσης 
των δοµών. Από το πλάγιο τοίχωµα δοµής ανακλώνται µόνο τα ιόντα µε κατεύθυνση 
πρόσπτωσης κοντά στην εφαπτοµενική της επιφάνειας στο πλάγιο τοίχωµα. Επειδή κατά την 
ανάκλαση η γωνία πρόσπτωσης είναι ίση µε τη γωνία ανάκλασης, τα ανακλώµενα από το 
πλάγιο τοίχωµα ιόντα φτάνουν µόνο στα άκρα της βάσης της δοµής. Οι πτυχώσεις έχουν 
επίσης αποδοθεί στο φαινόµενο φόρτισης [Arnold & Sawin (1991)].  

Oι Gerodolle και Pelletier προβλέπουν πτυχώσεις στη βάση εγχαρασσόµενων δοµών 
Si (µε πλάσµα SF6) και το αποδίδουν στην επιφανειακή διάχυση αντιδρώντων συστατικών 
από το πλάγιο τοίχωµα προς στη βάση της δοµής [Gerodolle & Pelletier (1991)]. Οι 
Doemling et al. αναφέρουν ότι οι πτυχώσεις στη βάση εγχαρασσόµενων δοµών SiO2 µε 
πλάσµα CHF3, είναι πιθανό να οφείλονται, εκτός από την ανάκλαση των ιόντων, στη 
διαφοροποίηση της ροής ουδέτερων συστατικών κατά µήκος της βάσης των δοµών 
[Doemling et al. (1996)]. Αναφέρουν ότι πτυχώσεις συµβαίνουν στην περίπτωση όπου η ροή 
των ουδέτερων συστατικών α) εµφανίζει µέγιστο στο κέντρο της βάσης και ελάχιστα στα 
άκρα και β) ευνοεί τη δηµιουργία πολυµερικού στρώµατος. Τότε, στα άκρα της βάσης της 
δοµής, το πάχος του πολυµερικού στρώµατος, που παρεµποδίζει την εγχάραξη, είναι 
µικρότερο από ότι στο κέντρο της βάσης. Αντίστοιχο µηχανισµό προτείνει η Abraham για 
την εγχάραξη αυλακιών SiO2 σε πλάσµα CHF3/CF4/Ar [Abraham (2001)]. Στις δοµές που 
εξέτασε, η Abraham διαπιστώνει ότι δεν χρειάζεται η ανάκλαση ιόντων για να προβλέψει τις 
πτυχώσεις στη βάση τους. 

Με τη χρήση του πλαισίου προσοµοίωσης είναι δυνατό να προβλεφθούν οι πτυχώσεις 
στη βάση των εγχαρασσόµενων δοµών. Στο Σχήµα 10.11α φαίνονται διαδοχικά στιγµιότυπα 
τοµής εγχαρασσόµενου αυλακιού SiO2 σε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων, όπως 
προκύπτουν από το πλαίσιο προσοµοίωσης. Στο Σχήµα 10.11β φαίνεται η δοµή µετά το 
τέλος της εγχάραξης. Το πάχος της µάσκας και το αρχικό πλάτος του αυλακιού είναι 0.5 µm. 
Το βάθος των αυλακιών που σχηµατίζονται στα άκρα της βάσης του αυλακιού στο τέλος της 
εγχάραξης είναι περίπου 80 nm. Στο Σχήµα 10.11γ φαίνονται οι πτυχές στα άκρα της βάσης 
αυλακιού SiO2 πλάτους 1 µm που έχει εγχαραχθεί σε πλάσµα CHF3 [Schaepkens et al. 
(2000)]. Το βάθος των πτυχών που µετρούν οι Schaepkens et al. σε αυλάκια µε πλάτος από 1 
µέχρι 0.2 µm είναι από 200 έως 30 nm [ο.π]. 

                                                 
ℜ Αν και οι διαστάσεις των πτυχών (αυλακιών) µπορεί να είναι µικρότερες από 50 nm, εντούτοις ο όρος 
microtrenching έχει επικρατήσει. Ίσως, το πρώτο συνθετικό (micro) δεν δηλώνει την απόλυτη διάσταση των 
πτυχών, αλλά εκφράζει ότι οι πτυχές είναι µικροσκοπικές (πολύ µικρές). 
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Σχήµα 10.11 Πτυχώσεις στα άκρα της βάσης αυλακιού SiO2 κατά την εγχάραξή του σε πλάσµα 
φθοριωµένων υδρογονανθράκων. Οι µονάδες µήκους στα σχήµατα είναι µm. (α) ∆ιαδοχικά 
στιγµιότυπα τοµών του εγχαρασσόµενου αυλακιού (που χρονικά ισαπέχουν το ένα από το άλλο), 
όπως προκύπτουν από το πλαίσιο προσοµοίωσης. (β) Το αυλάκι στο τελευταίο στιγµιότυπο του (α). 
(γ) Πτυχώσεις κατά την εγχάραξη αυλακιών SiO2 µε πλάσµα CHF3 [αυλάκι πλάτους 1µm, 
Schaepkens et al. (2000)]. (δ) Η τοπική ροή ατόµων F, jF, ριζών CFx, jCFx, και  ιόντων, jION, κατά 
µήκος διατοµής πρότυπου αυλακιού (αυλάκι µε κάθετα πλάγια τοιχώµατα και πλήρως επίπεδη βάση) 
SiO2 µε ΛΑ=2 (πλάτος 0.5, βάθος 1). Στο ίδιο σχήµα φαίνονται ο τοπικός ρυθµός και η τοπική 
απόδοση εγχάραξης καθώς και το τοπικό κλάσµα κάλυψης της επιφάνειας από πολυµερές. Όλες οι 
ροές είναι ανηγµένες στις αντίστοιχες ροές που φτάνουν σε ελεύθερη επιφάνεια από τον κύριο όγκο 
του πλάσµατος, ενώ ο ρυθµός εγχάραξης είναι ανηγµένος σε αυτόν ελεύθερης επιφάνειας. Συνθήκες 
προσοµοίωσης: Οι ροές από τον κύριο όγκο σε ελεύθερη επιφάνεια είναι jION,0=1.256×1017 cm-2 s-1,  
jF,0=20jION,0, jCFx,0=90jION,0, η ενέργεια των ιόντων είναι E=100 eV και η σύσταση είναι 10% CF3

+, 
85% CF2

+ και 5% CF+. Ισοτροπική κατανοµή και µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής για τα 
ουδέτερα συστατικά και κανονική κατανοµή µε τυπική απόκλιση σ=1ο για τα ιόντα. Χρόνος 
εγχάραξης 328 s. 
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Στο Σχήµα 10.11δ εξηγείται ο µηχανισµός για τις πτυχώσεις. Φαίνονται οι ροές των 
ιόντων και των ουδέτερων συστατικών (άτοµα F, ρίζες CFx), ο ρυθµός, ER, και η απόδοση 
εγχάραξης, EY, και το κλάσµα κάλυψης της επιφάνειας από πολυµερές, θP, κατά µήκος 
διατοµής πρότυπου αυλακιού (αυλάκι µε κάθετα πλάγια τοιχώµατα και πλήρως επίπεδη 
βάση) µε ΛΑ=2. Φαίνεται ότι οι ροές των ουδέτερων συστατικών είναι περίπου σταθερές σε 
όλη τη βάση του αυλακιού και η ροή ιόντων είναι ελαφρά µικρότερη στα άκρα της βάσης 
του αυλακιού. Ο ρυθµός εγχάραξης είναι γινόµενο της απόδοσης εγχάραξης µε τη ροή 
ιόντων [Εξ. (3.9)]. Αν και η ροή ιόντων µειώνεται στα άκρα του αυλακιού, οπότε θα 
αναµενόταν να µειωθεί και ο ρυθµός εγχάραξης, ο ρυθµός εγχάραξης αυξάνεται λόγω της 
αύξησης της απόδοσης εγχάραξης. Η αύξηση της απόδοσης εγχάραξης οφείλεται στη 
µεταβολή των λόγων RF, RCFx  (λόγοι ροής ατόµων F, ριζών CFx προς τη ροή ιόντων), η 
οποία σε αυτές τις συνθήκες προκαλεί µείωση του κλάσµατος κάλυψης της επιφάνειας από 
πολυµερές (ή του πάχους του πολυµερικού στρώµατος), και συνεπώς µείωση της 
παρεµπόδισης εγχάραξης. Αυτό συνήθως συµβαίνει σε συνθήκες όπου η απόδοση εγχάραξης 
είναι µικρή (ή το πάχος του πολυµερικού στρώµατος στην επιφάνεια εγχαρασσόµενη 
επιφάνεια είναι υψηλό). 

Ο µηχανισµός για τις πτυχώσεις που προκύπτει από την εφαρµογή του πλαισίου 
προσοµοίωσης διαφέρει από αυτούς των Doemling et al. και Abraham, αφού αποδίδει τις 
πτυχώσεις στη διαφοροποίηση της ροής των ιόντων, και όχι στη διαφοροποίηση της ροής των 
ουδέτερων συστατικών, κατά µήκος της βάσης της δοµής. Το κοινό σηµείο των προτεινόµενων 
µηχανισµών είναι ότι όλοι κατά κάποιο τρόπο προβλέπουν τη µείωση του πάχους του 
πολυµερικού στρώµατος στα άκρα της βάσης της δοµής. Ο µηχανισµός που προκύπτει από την 
εφαρµογή του πλαισίου προσοµοίωσης µπορεί να συµβάλλει στις πτυχώσεις χωρίς να είναι 
απαραίτητα ο κύριος µηχανισµός. Κύριος µηχανισµός γενικά θεωρείται η ανάκλαση ιόντων 
από το πλάγιο τοίχωµα. 

Οι πτυχώσεις είναι ένα πρόβληµα εγχάραξης στη νανοκλίµακα που µε το πλαίσιο 
προσοµοίωσης, αλλά και γενικότερα, εξηγείται ντετερµινιστικά. Υπάρχουν ωστόσο και 
προβλήµατα στις ίδιες ή και µικρότερες διαστάσεις που είναι πιθανό να µην µπορούν να 
µελετηθούν µε τον ίδιο τρόπο. Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι η τραχύτητα εγχαρασσόµενης 
επιφάνειας. 
 
 
10.5 Προσεχώς: Τραχύτητα 

 
Η τάση προς ολοένα µικρότερες διαστάσεις των κατασκευαζόµενων δοµών καθιστά 

τον έλεγχο της τραχύτηταςℜ κρίσιµο στο µέλλον, αφού όσο µικραίνουν οι διαστάσεις, η 
τραχύτητα θα αποτελεί σηµαντικό στοιχείο της κατασκευαζόµενης δοµής. Για παράδειγµα, 

                                                 
ℜ Με τον όρο τραχύτητα εννοείται η τοπογραφία σε πολύ µικρή κλίµακα (νανο- και ατοµική κλίµακα). Γενικά, 
η τραχύτητα επιφάνειας (γραµµής) αφορά την rms (root mean square) τραχύτητα, δηλαδή την τυπική απόκλιση 
του ύψους µιας επιφάνειας (γραµµής) από το µέσο ύψος της επιφάνειας (γραµµής). 
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σε µία δοµή µε χαρακτηριστική διάσταση 250 nm (π.χ. ένα αυλάκι µε πλάτος 250 nm), 
πλευρική τραχύτητα 10 nm δεν είναι το ίδιο σηµαντική όσο σε δοµή µε χαρακτηριστική 
διάσταση 50 nm. 

Η προσοµοίωση εξέλιξης τραχύτητας εγχαρασσόµενης επιφάνειας γίνεται µε 
διακριτά [Drotar et al. (2000b)], και συνεχή µοντέλα [Zhao et al. (1999), Drotar et al. 
(2000b)]. Οι Drotar et al. χρησιµοποιούν µοντέλο επανεκποµπής της ροής για να εξηγήσουν, 
την επιβεβαιωµένη πειραµατικά [Brault et al. (1998)], αύξηση της τραχύτητας 
εγχαρασσόµενης επιφάνειας Si (µε πλάσµα SF6) µε το χρόνο εγχάραξης [Drotar et al. 
(2000b)].ℜ Οι Oehrlein et al. διαπίστωσαν µε βάση πειραµατικές µετρήσεις ότι η τραχύτητα 
εγχαρασσόµενης επιφάνειας Si οφείλεται σε µη πτητικά υπολείµµατα που αποτίθενται στην 
επιφάνεια κατά τη διάρκεια της εγχάραξης και παίζουν το ρόλο πολύ µικρών µασκών 
εγχάραξης [Oehrlein et al. (1986)]. Έτσι, η επιφάνεια δεν εγχαράσσεται οµοιόµορφα και 
δηµιουργείται τραχύτητα σε αυτή. Τα µη πτητικά υπολείµµατα των πειραµάτων του Oehrlein 
et al. που προκαλούσαν την τραχύτητα στην εγχαρασσόµενη επιφάνεια ήταν κοµµάτια Al 
που αποµακρύνθηκαν µε ιονοβολή από το ηλεκτρόδιο Al στο οποίο βρισκόταν το δισκίο Si. 
Στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγουν και πειραµατικές µετρήσεις της τραχύτητας 
εγχαρασσόµενης επιφάνειας Si στον αντιδραστήρα πλάσµατος του Ινστιτούτου 
Μικροηλεκτρονικής (ΕΚΕΦΕ ∆ηµόκριτος). Η τραχύτητα µετρήθηκε µικρότερη όταν αντί 
του ηλεκτροδίου Al χρησιµοποιήθηκε ηλεκτρόδιο ανοδιωµένου Al το οποίο δεν 
εγχαράσσεται (µε ιονοβολή) το ίδιο εύκολα µε το Al [Gogolides et al. (2004)]. 

Στο πλαίσιο µελέτης της εξέλιξης τραχύτητας σε εγχαρασσόµενη επιφάνεια Si, 
χρησιµοποιείται ο αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας του πλαισίου προσοµοίωσης στη 
διερεύνηση των µηχανισµών που προκαλούν ή µεταβάλλουν την τραχύτητα σε 
εγχαρασσόµενες επιφάνειες. Στη συνέχεια παρουσιάζονται προκαταρκτικά αποτελέσµατα 
αυτής της µελέτης. Θεωρείται ότι κατά την εγχάραξη επιφάνειας µε πλάσµα, παρεµποδιστές 
εγχάραξης, δηλαδή συστατικά που παίζουν το ρόλο πολύ µικρών µασκών αποτρέπουν την 
οµοιόµορφη εγχάραξη. Οι παρεµποδιστές µπορεί να είναι είτε υλικό από οποιαδήποτε 
επιφάνεια στο εσωτερικό του αντιδραστήρα, είτε άλλα µη πτητικά συστατικά του πλάσµατος 
(π.χ. ο C πάνω στο Si από πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων, ή το S πάνω στο Si από 
πλάσµα SF6). Η προσοµοίωση γίνεται σε δύο διαστάσεις, δηλαδή το εξελισσόµενο σύνορο 
είναι µία γραµµή. Τυχαίες θέσεις της γραµµής, αλλά συγκεκριµένο κλάσµα της, θεωρείται 
ότι καλύπτονται από παρεµποδιστές εγχάραξης σε κάθε χρονικό βήµα. Στο Σχήµα 10.12α 
φαίνεται η εξέλιξη µιας γραµµής στο χρόνο. Ο προτεινόµενος µηχανισµός φαίνεται ότι 
προβλέπει την αύξηση της τραχύτητας µε το χρόνο εγχάραξης (η γραµµή τη χρονική στιγµή 
tn έχει µεγαλύτερη τραχύτητα από αυτή την tn-1). Στο Σχήµα 10.12β φαίνεται η τραχύτητα της 

                                                 
ℜ Θεωρούν ότι τα συστατικά που προκαλούν την εγχάραξη δεν προσκολλούνται και δεν προκαλούν καµία 
µεταβολή στην πρώτη πρόσκρουσή τους µε την επιφάνεια. Ουσιαστικά λαµβάνουν υπόψη µόνο την ροή από 
επανεκποµπή και όχι και την απευθείας ροή µε αποτέλεσµα οι κοιλάδες της εγχαρασσόµενης τοπογραφίας να 
λαµβάνουν περισσότερη ροή από τις κορυφές. Το αποτέλεσµα είναι οι κοιλάδες να εγχαράσσονται ταχύτερα 
από τις κορυφές και η τραχύτητα της επιφάνειας να αυξάνεται. 
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γραµµής για σταθερό χρόνο εγχάραξης και για διαφορετικά κλάσµατα κάλυψης της γραµµής 
από παρεµποδιστές [Gogolides et al. (2004)]. Αυτή η µορφή µεταβολής της τραχύτητας 
µοιάζει µε την πειραµατικά µετρούµενη µεταβολή της τραχύτητας εγχαρασσόµενης µε 
πλάσµα SF6 επιφάνειας Si συναρτήσει της ροής των ιόντων που φτάνουν στην επιφάνεια 
{Σχήµα 10.12γ, [ο.π]}. Τα ιόντα γενικά αποµακρύνουν τους παρεµποδιστές από την 
εγχαρασσόµενη επιφάνεια. Συνεπώς, η αύξηση της ροής τους οδηγεί σε «καθαρότερη» 
επιφάνεια, δηλαδή στη µείωση του κλάσµατος κάλυψης από παρεµποδιστές. 
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Σχήµα 10.12 (α) Εξέλιξη γραµµής κατά την ανισοτροπική εγχάραξή της µε κατεύθυνση αυτή του 
αρνητικού άξονα y. Το κλάσµα κάλυψης της γραµµής από παρεµποδιστές εγχάραξης είναι 0.5. Η 
εγχάραξη παρεµποδίζεται σε διαφορετικές τυχαίες θέσεις της γραµµής σε κάθε χρονικό βήµα. Η 
τραχύτητα της γραµµής αυξάνεται µε το χρόνο. (β) Τραχύτητα της γραµµής, σ, σε αυθαίρετες 
µονάδες (au), συναρτήσει του κλάσµατος κάλυψης της γραµµής από παρεµποδιστές. (γ) Τραχύτητα, 
σ, επιφάνειας Si κατά την εγχάραξή της µε πλάσµα SF6 (αντιδραστήρας πλάσµατος Ινστιτούτου 
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Μικροηλεκτρονικής, ΕΚΕΦΕ ∆ηµόκριτος) συναρτήσει της ροής ιόντων που φτάνει στην επιφάνεια. 
Μπορεί να συνδεθεί µε το Σχήµα 10.12β, αφού η αύξηση της ροής των ιόντων «καθαρίζει» την 
επιφάνεια µειώνοντας το κλάσµα κάλυψής της από παρεµποδιστές εγχάραξης. 
 

Το µοντέλο των παρεµποδιστών εγχάραξης, που προκύπτει από την ενσωµάτωση 
στοχαστικού όρου σε συνεχές µοντέλο (εξισώσεις εξέλιξης τοπογραφίας), φαίνεται ότι µπορεί 
να δώσει µια πιθανή εξήγηση για την ανάπτυξη της τραχύτητας στις εγχαρασσόµενες 
επιφάνειες. Για να εξαχθούν συµπεράσµατα χρειάζεται περισσότερο ενδελεχής µελέτη και 
περαιτέρω σύγκριση µε πειραµατικές µετρήσεις και αποτελέσµατα προσοµοίωσης µε διακριτά 
µοντέλα. 
 
 
10.6 Αξιολόγηση 
 

Παρουσιάστηκαν εφαρµογές α) του υπολογισµού τοπικής ταχύτητα εγχάραξης στο 
εσωτερικό δοµών (Μέρος ΙΙ), β) του αλγόριθµου εξέλιξης τοπογραφίας (Μέρος ΙΙΙ) και γ) 
σύζευξης των (α) και (β), ή του συνολικού πλαισίου προσοµοίωσης. Η κύρια εφαρµογή 
αφορά στην εγχάραξη δοµών SiO2 και ειδικότερα στη µελέτη, πρόβλεψη και ερµηνεία της 
απώλειας µικροσκοπικής οµοιοµορφίας (π.χ. της υστέρησης εγχάραξης) από πρώτες αρχές 
και χωρίς προσαρµόσιµες παραµέτρους. Παρουσιάστηκαν αποτελέσµατα προσοµοίωσης της 
διεργασίας πολυβηµατικής εγχάραξης αυλακιών Si µε εναλλαγή αερίων πλάσµατος, η οποία 
χρησιµοποιείται ευρύτατα για την κατασκευή δοµών µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών 
συστηµάτων. Προτάθηκε µηχανισµός πτυχώσεων (σχηµατισµού πτυχών, αυλακιών) στα 
άκρα των εγχαρασσόµενων δοµών και παρουσιάστηκαν προκαταρκτικά αποτελέσµατα από 
τη χρήση του αλγόριθµου εξέλιξης τοπογραφίας του πλαισίου προσοµοίωσης στην πρόβλεψη 
της τραχύτητας εγχαρασσόµενης επιφάνειας (§10.5). Επίσης, αναδείχθηκε η ευελιξία του 
πλαισίου µέσα από εφαρµογές του αλγόριθµου εξέλιξης τοπογραφίας σε άλλες διεργασίες, 
όπως η απόθεση και η εµφάνιση κατά τη λιθογραφία. 

Το πλαίσιο προσοµοίωσης µπορεί να εφαρµοστεί σε διεργασίες εγχάραξης µε 
διαφορετικά αέρια ή/και υποστρώµατα και σε διεργασίες απόθεσης. Αυτό που απαιτείται 
είναι η ανάπτυξη κατάλληλων µοντέλων για τον υπολογισµό του ρυθµού εγχάραξης 
(απόθεσης) και των φαινόµενων συντελεστών προσκόλλησης των συστατικών (Κεφ. 3). 
 Γενικά, ο αλγόριθµος εξέλιξης τοπογραφίας του πλαισίου προσοµοίωσης, δηλαδή η 
µέθοδος των ισοϋψών, µπορεί να εφαρµοστεί σε προβλήµατα εξέλιξης συνόρου σε άλλες 
περιοχές [Sethian (1999), Osher & Fedkiw (2003)], όπως τα προβλήµατα καύσης όπου το 
σύνορο είναι το µέτωπο της φλόγας και τα προβλήµατα ροής ρευστών όπου το σύνορο είναι 
η διεπιφάνεια ρευστών. 
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Συμπεράσματα 
 
Στην εργασία περιγράφεται πλαίσιο προσοµοίωσης που συνδέει την αέρια φάση ενός 

αντιδραστήρα πλάσµατος µε την τοπογραφία των εγχαρασσόµενων δοµών. Αυτή η σύνδεση 
επιτυγχάνεται α) µε τη σύζευξη µοντέλου υπολογισµού των τοπικών ροών συστατικών στο 
εσωτερικό δοµών µε µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας, οπότε και προκύπτει η τοπική ταχύτητα 
εγχάραξης και β) µε την τροφοδότηση της τοπικής ταχύτητας εγχάραξης στον αλγόριθµο 
εξέλιξης τοπογραφίας. Τα κύρια σηµεία της εργασίας, τα οποία αναλυτικότερα περιέχονται 
στην αξιολόγηση που γίνεται στην τελευταία παράγραφο της πλειοψηφίας των κεφαλαίων 
της εργασίας, συνοψίζονται στα παρακάτω: 
 
Α) Το πρώτο συστατικό του πλαισίου προσοµοίωσης είναι µοντέλο για τον υπολογισµό της 
τοπικής ροής συστατικών στο εσωτερικό δοµών σε συνθήκες µοριακή ροής (υψηλού 
αριθµού Knudsen), που λαµβάνει υπόψη τα φαινόµενα σκίασης και επανεκποµπής της ροής. 
Η τοπική ροή στο εσωτερικό δοµής είναι το άθροισµα της απευθείας ροής και της ροής από 
επανεκποµπή. Το µοντέλο προσαρµόζεται σε δοµές µε ειδικά γεωµετρικά χαρακτηριστικά: 
α) σε αυλάκι το οποίο έχει σταθερή διατοµή και εκτείνεται στο άπειρο κατά µία διεύθυνση 
και β) σε οπή µε κυλινδρική συµµετρία. Η βασική εξίσωση για τον υπολογισµό της τοπικής 
ροής συστατικού στο εσωτερικό δοµής είναι µια γραµµική ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm 
2ου είδους. Υλοποιούνται δύο µέθοδοι για την επίλυση της ολοκληρωτικής εξίσωσης, µε τη 
µέθοδο Nystrom να υπερτερεί της µεθόδου ταξιθεσίας. Αντιµετωπίζεται το αριθµητικό 
πρόβληµα της ιδιοµορφίας του πυρήνα της ολοκληρωτικής εξίσωσης. Μέσω υπολογισµών σε 
πρότυπες δοµές αυλακιού και οπής (αυλάκια µε κάθετα πλάγια τοιχώµατα και πλήρως 
επίπεδη βάση και κυλινδρικές οπές), σηµειώνεται η σηµασία της ροής από επανεκποµπή 
στους υπολογισµούς τοπικής ροής και η σχετική σηµασία των φαινοµένων σκίασης και 
επανεκποµπής στις δοµές αυλακιού και οπής. 

Οι διαφορές του µοντέλου από αντίστοιχα της βιβλιογραφίας αφορούν τις εξισώσεις 
του µοντέλου, τον τρόπο αριθµητικής επίλυσης και τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται. 
Οι εξισώσεις του µοντέλου που δίνουν τη στερεά γωνία, η οποία είναι απαραίτητη για τον 
υπολογισµό της απευθείας ροής, και τον πυρήνα της ολοκληρωτικής εξίσωσης διαφέρουν 
από αυτές της βιβλιογραφίας για τις οπές µε κυλινδρική συµµετρία. Αποτελέσµατα επίλυσης 
της ολοκληρωτικής εξίσωσης που δείχνουν την τοπική ροή ουδέτερου συστατικού κατά 
µήκος διατοµής οπής παρουσιάζονται για πρώτη φορά, όπως και συγκριτικά αποτελέσµατα 
τοπικών ροών σε αυλάκι και οπή. Τέλος, δεν υπάρχει αναφορά σε κάποια από τις σχετικές 
εργασίες υπολογισµού τοπικής ροής για τη µέθοδο επίλυσης και την ιδιοµορφία του πυρήνα 
της ολοκληρωτικής εξίσωσης. 
 
Β) Το δεύτερο συστατικό του πλαισίου προσοµοίωσης είναι το µοντέλο εγχάραξης 
επιφάνειας. Πρόκειται για πρωτότυπο φαινοµενολογικό µοντέλο, το οποίο βασίζεται σε 
ισοζύγια θέσεων ρόφησης στην επιφάνεια για την περιγραφή των διεργασιών που 
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συµβαίνουν σε εγχαρασσόµενη επιφάνεια SiO2 και Si σε πλάσµα φθοριωµένων 
υδρογονανθράκων. Η εγχάραξη SiO2 και Si σε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων 
εξελίσσεται διαµέσου ενός λεπτού φιλµ πολυµερούς. Η εγχάραξη και η απόθεση πολυµερούς 
διεξάγονται ταυτόχρονα. Το µοντέλο λαµβάνει υπόψη τα ανταγωνιστικά φαινόµενα 
εγχάραξης και απόθεσης και, χωρίς προσαρµόσιµες παραµέτρους, συγκρίνεται ικανοποιητικά 
µε τα πειραµατικά δεδοµένα. Η σηµασία του αναδεικνύεται από τη χρησιµοποίησή του για 
την πρόβλεψη και εξήγηση των φαινοµένων απώλειας µικροσκοπικής οµοιοµορφίας κατά 
την εγχάραξη δοµών SiO2 και Si σε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων. 
 
Γ) Για τον υπολογισµό της τοπικής ταχύτητας εγχάραξης στο εσωτερικό δοµών απαιτείται 
σύζευξη των δύο µοντέλων [(Α) και (Β)]. Το κρίσιµο σηµείο της σύζευξης είναι ο 
ταυτόχρονος υπολογισµός των τοπικών ροών [εξισώσεις µοντέλου (Α)] και των φαινόµενων 
συντελεστών προσκόλλησης των συστατικών [εξισώσεις µοντέλου (Β)] στο εσωτερικό των 
δοµών (επίλυση συστήµατος µη γραµµικών ολοκληρωτικών εξισώσεων Fredholm 2ου 
είδους), για τον οποίο προτείνεται επαναληπτική διαδικασία. 
 
∆) Το τρίτο συστατικό του πλαισίου προσοµοίωσης είναι ο αλγόριθµος εξέλιξης 
τοπογραφίας. Υλοποιείται η µέθοδος των ισοϋψών (level set method) που βασίζεται στην 
έννοια της πεπλεγµένης συνάρτησης. Το κινούµενο σύνορο, δηλαδή η εγχαρασσόµενη 
επιφάνεια, ορίζεται έµµεσα ως η ισοϋψής µηδέν πεπλεγµένης συνάρτησης, της λεγόµενης 
συνάρτησης ισοϋψών. Η εξέλιξη του συνόρου παρακολουθείται έµµεσα από την εξέλιξη 
αυτής της συνάρτησης.  

Το αριθµητικό πρόβληµα εξέλιξης συνόρου αντιµετωπίζεται γενικά και ανεξάρτητα 
από το πλαίσιο εγχάραξης δοµών. Η υλοποίηση της µεθόδου, τόσο στο «γενικό» (§5.4, 
Σχήµα 5.9), όσο και στο «στατικό» (§5.5, Σχήµα 5.10) πρόβληµα εξέλιξης συνόρου 
περιλαµβάνει µια σειρά από υπολογιστικά προβλήµατα, πέρα από την επίλυση της εξίσωσης 
ισοϋψών, όπως η επίλυση της εξίσωσης Eikonal και η εύρεση ισοϋψούς συνάρτησης. Κάθε 
πρόβληµα µελετάται αυτοτελώς, αξιολογούνται διαφορετικοί τρόποι επίλυσης και εξετάζεται 
η επίδραση της ακρίβειας επίλυσης κάθε προβλήµατος στους υπολογισµούς εξέλιξης 
συνόρου. 

Για την επίλυση της εξίσωσης ισοϋψών, δοκιµάζονται διαφορετικά αριθµητικά 
σχήµατα διακριτοποίησης στο χώρο, διακριτοποίησης στο χρόνο και προσέγγισης της 
Χαµιλτονιανής της εξίσωσης (η εξίσωση ισοϋψών αποτελεί µια ειδική µορφή εξίσωσης 
Hamilton-Jacobi). Μερικά από τα σχήµατα εφαρµόζονται για πρώτη φορά σε προβλήµατα 
εξέλιξης συνόρου. ∆ιαπιστώνεται ότι το σφάλµα που οφείλεται στη διακριτοποίηση στο 
χώρο είναι πολύ σηµαντικότερο από το αντίστοιχο της διακριτοποίησης στο χρόνο. Συνεπώς, 
είναι περισσότερο κρίσιµη η χρησιµοποίηση αριθµητικών σχηµάτων υψηλής τάξης στο 
χώρο, από ότι στο χρόνο, όπου στις περισσότερες περιπτώσεις είναι αρκετό το σχήµα Euler.  

Για την επίλυση της εξίσωσης Eikonal, που είναι απαραίτητη τόσο στο «γενικό» 
πρόβληµα εξέλιξης συνόρου (υπολογισµός αρχικής συνθήκης εξίσωσης ισοϋψών, §5.4, 
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Σχήµα 5.9), όσο και στο «στατικό» (υπολογισµός χρόνου άφιξης συνόρου, §5.5, Σχήµα 5.10) 
περιγράφονται τρεις µέθοδοι επίλυσης. Οι δύο πρώτες µέθοδοι είναι επαναληπτικές και 
διαφοροποιούνται στο αριθµητικό σχήµα που χρησιµοποιείται για τη διακριτοποίηση: στην 
πρώτη το σχήµα είναι Galerkin-πεπερασµένων στοιχείων και στη δεύτερη το σχήµα είναι 
τύπου Godunov (πεπερασµένων διαφορών). Η τρίτη µέθοδος επίλυσης είναι η µέθοδος ταχυ-
βηµατισµού (fast marching method), η οποία επιλύει το µη γραµµικό πρόβληµα της 
εξίσωσης Eikonal άµεσα, χωρίς επαναληπτική διαδικασία, χρησιµοποιώντας το αριθµητικό 
σχήµα της δεύτερης µεθόδου. Η µέθοδος ταχυ-βηµατισµού φαίνεται ότι είναι η ταχύτερη 
λόγω του άµεσου τρόπου επίλυσης και του φίλτρου ελαχίστου που χρησιµοποιείται για την 
υλοποίηση της. 

Η εύρεση ισοϋψούς συνάρτησης είναι το βήµα του αλγορίθµου των προβληµάτων 
εξέλιξης συνόρου στο οποίο από την πεπλεγµένη απεικόνιση συνόρου (συνάρτηση ισοϋψών 
ή συνάρτηση χρόνου άφιξης) προκύπτει η άµεση (§5.2). ∆ιατυπώνεται αλγόριθµος εύρεσης 
ισοϋψούς συνάρτησης που βασίζεται στον υπολογισµό του κάθετου διανύσµατος στις 
ισοϋψείς της συνάρτησης. Το αντίστοιχο αριθµητικό πρόβληµα είναι ένα σύστηµα συνήθων 
διαφορικών εξισώσεων, το οποίο επιλύεται µε ζεύγη µεθόδων Runge-Kutta υψηλής τάξης 
ακρίβειας. 
 Το τελευταίο υπολογιστικό πρόβληµα που περιλαµβάνει η µέθοδος των ισοϋψών 
είναι η προεκβολή της ταχύτητας του συνόρου στο χωρίο επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών. 
Υλοποιείται µέθοδος που προτείνουν οι Adalsteinsson και Sethian, η οποία εκµεταλλεύεται 
την ταχύτητα της µεθόδου ταχύ-βηµατισµού [Adalsteinsson & Sethian (1999)]. 

Μέσα από τη µελέτη των υπολογιστικών προβληµάτων που περιλαµβάνει η 
υλοποίηση της µεθόδου των ισοϋψών, εξετάζεται η σκοπιµότητα χρήσης αριθµητικών 
σχηµάτων υψηλής τάξης ακρίβειας και η επίδραση κάθε υπολογισµού στην ακρίβεια της 
θέσης του συνόρου µε τη µέθοδο των ισοϋψών. 
 
Ε) Το πλαίσιο προσοµοίωσης εφαρµόζεται στην πρόβλεψη και ερµηνεία των φαινοµένων 
απώλειας µικροσκοπικής οµοιοµορφίας (π.χ. υστέρηση εγχάραξης και αντίστροφη υστέρηση 
εγχάραξης) κατά την εγχάραξη δοµών SiO2 µε πλάσµα φθοριωµένων υδρογονανθράκων 
Προτείνονται χάρτες εγχάραξης δοµών SiO2 οι οποίοι συνδέουν την αέρια φάση στον κύριο 
όγκο ενός αντιδραστήρα πλάσµατος µε τα φαινόµενα απώλειας µικροσκοπικής 
οµοιοµορφίας. Η θεωρητική µελέτη, από πρώτες αρχές, µε λίγες λογικές παραδοχές (π.χ. 
ισοτροπική κατανοµή και µηχανισµός «διάχυτης» επανεκποµπής για τα ουδέτερα συστατικά) 
και χωρίς προσαρµόσιµες παραµέτρους, καταφέρνει να προβλέψει τα φαινόµενα απώλειας 
µικροσκοπικής οµοιοµορφίας και την επίδραση διαφόρων παραµέτρων (ενέργεια ιόντων, 
τύπος δοµής) σε αυτά. Η ερµηνεία των µηχανισµών που προκαλούν τα φαινόµενα υστέρησης 
και αντίστροφης υστέρησης εγχάραξης βασίζεται στην επίδραση της αέριας φάσης στον 
κύριο όγκο στο ισοζύγιο δηµιουργίας - καταστροφής πολυµερικού στρώµατος στη βάση της 
εγχαρασσόµενης δοµής. Η ερµηνεία επιβεβαιώνει τις πειραµατικές µετρήσεις και συµφωνεί 
µε τις ερµηνείες άλλων ερευνητικών οµάδων. 
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Μια ακόµη εφαρµογή του πλαισίου προσοµοίωσης αφορά στη διεργασία 
πολυβηµατικής εγχάραξης δοµών Si µε εναλλαγή αερίων πλάσµατος (ΠΕΜΕΑΠ) που 
χρησιµοποιείται για την εγχάραξη αυλακιών Si µε µεγάλο λόγο ασυµµετρίας {multiple step 
deep Si etch process ή gas chopping deep reactive ion etch process). Η διεργασία ΠΕΜΕΑΠ 
χρησιµοποιείται ευρύτατα στην κατασκευή µικρο-ηλεκτρο-µηχανικών συστηµάτων 
(microelectromechanical systems, MEMS, §1.1). Σηµαντικό στοιχείο στη δεύτερη αυτή 
εφαρµογή είναι η πρώτη χρησιµοποίηση της µεθόδου των ισοϋψών ως αλγόριθµο εξέλιξης 
τοπογραφίας στη διεργασία ΠΕΜΕΑΠ. 

Τέλος, αναδεικνύονται οι δυνατότητες του πλαισίου για προσοµοίωση κι άλλων 
προβληµάτων κατά την εγχάραξη δοµών, όπως α) οι νανο-πτυχώσεις στη βάση των 
εγχαρασσόµενων δοµών και β) η εξέλιξη τραχύτητας εγχαρασσόµενης επιφάνειας. 
Σηµειώνεται επίσης η ευελιξία του πλαισίου µέσα από εφαρµογές του σε άλλες διεργασίες, 
όπως α) η απόθεση και β) η εµφάνιση κατά τη λιθογραφία. 

 
ΣΤ) Στην εργασία γίνεται επαλήθευση κώδικα (code verification) για κάθε αριθµητικό 
υπολογισµό του πλαισίου προσοµοίωσης (Παράρτηµα Α). Κατά την επαλήθευση κώδικα, 
γενικά εξετάζεται αν ο κώδικας λύνει τις εξισώσεις, για την επίλυση των οποίων 
υλοποιήθηκε, σωστά. Η διαδικασία επαλήθευσης εντοπίζει τα δυναµικά λάθη του κώδικα και 
γίνεται, στο πλαίσιο της εργασίας, µε τη µέθοδο κατασκευασµένων λύσεων. Η επαλήθευση 
κώδικα είναι το πρώτο βήµα στη διαδικασία ποσοτικοποίησης της αβεβαιότητας των 
αριθµητικών υπολογισµών. Στόχος είναι να γίνουν και τα υπόλοιπα απαραίτητα βήµατα [η 
επαλήθευση υπολογισµών (verification of calculations) και η επαλήθευση µαθηµατικού 
µοντέλου (validation)] µε το ίδιο συστηµατική µεθοδολογία. O σκοπός επαλήθευσης του 
υπολογιστικού µοντέλου (επαλήθευση κώδικα και επαλήθευση υπολογισµών) του πλαισίου 
προσοµοίωσης είναι οι αριθµητικοί υπολογισµοί να γίνουν «φορέας» φυσικής πληροφορίας 
που δεν θα την «αλλοιώνει», ή ακόµη κι αν αυτό συµβαίνει να είναι γνωστή η «αλλοίωση» 
που προκαλεί. 
 
Ζ) Τέλος, σηµαντική συµβολή του πλαισίου προσοµοίωσης είναι η υποδοµή που προσφέρει 
στο µελλοντικό χρήστη, η οποία του επιτρέπει να εστιάσει κυρίως στην εφαρµογή και στο 
εξεταζόµενο πρόβληµα και να καταγίνεται λιγότερο µε τον τρόπο και τις µεθόδους 
προσοµοίωσης. 
 

Η τρέχουσα έρευνα και οι µελλοντικές εργασίες αφορούν τόσο στην επέκταση και 
βελτίωση του πλαισίου προσοµοίωσης, όσο και στις νέες εφαρµογές του. 

Οι βασικές προτεραιότητες στο µοντέλο υπολογισµού της τοπικής ροής στο 
εσωτερικό δοµών αφορούν στην προσαρµογή του σε τυχαίες δοµές (δοµές χωρίς ειδικό 
γεωµετρικό χαρακτηριστικό που επιτρέπει την απλοποίηση των υπολογισµών σε δύο 
διαστάσεις) και την ενσωµάτωση του µηχανισµού ανάκλασης για τον ακριβέστερο 
υπολογισµό της ροής των ιόντων. 
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Στο µοντέλο εγχάραξης επιφάνειας, η τρέχουσα έρευνα αφορά στην ανάπτυξη 
λεπτοµερών µοντέλων για την περιγραφή της σύνθετης διεργασίας ΠΕΜΕΑΠ. Επίσης, 
ενδιαφέρον παρουσιάζει η επέκταση του µοντέλου µε την προσθήκη όρου διάχυσης στην 
επιφάνεια, ώστε να µελετηθεί η σηµασία της διάχυσης στην επιφάνεια σε δοµές πολύ µικρών 
διαστάσεων. 

Η βασική προτεραιότητα στον αλγόριθµο εξέλιξης τοπογραφίας, δηλαδή στη µέθοδο 
των ισοϋψών, αφορά στη χρησιµοποίηση ειδικών τεχνικών {localized level set method, 
[Peng et al. (1999)] και narrow band method [Sethian (1999), σ. 80-85]} για τον περιορισµό 
επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών σε υπολογιστικό χωρίο σε στενή ζώνη στη γειτονιά της 
ισοϋψούς µηδέν. Με αυτό τον τρόπο θα αυξηθεί σηµαντικά η ταχύτητα επίλυσης της 
εξίσωσης ισοϋψών. Στόχος επίσης είναι η επέκταση επίλυσης των υπολογιστικών 
προβληµάτων της µεθόδου (εξίσωση ισοϋψών, εξίσωση Eikonal, υπολογισµός ισοϋψούς 
συνάρτησης, προεκβολή ταχύτητας του συνόρου στο χωρίο επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών) 
σε τρεις διαστάσεις. Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η βελτίωση της ακρίβειας επίλυσης της 
εξίσωσης Eikonal µε τη µέθοδο ταχυ-βηµατισµού µέσω χρησιµοποίησης αριθµητικών 
σχηµάτων υψηλότερης τάξης. 
 Όσον αφορά συνολικά το πλαίσιο προσοµοίωσης, η συνέχιση της εργασίας αφορά 
την προσθήκη µοντέλου για την αέρια φάση, οπότε και θα συνδεθούν οι λειτουργικές 
παράµετροι του αντιδραστήρα πλάσµατος µε το σχήµα των εγχαρασσόµενων δοµών. 

Τέλος, η προτεραιότητα εφαρµογής του πλαισίου προσοµοίωσης αφορά στη 
λεπτοµερή µελέτη της διεργασίας ΠΕΜΕΑΠ και ειδικότερα στην ανάπτυξη λεπτοµερών 
µοντέλων εγχάραξης Si σε πλάσµα SF6 και απόθεσης πολυµερούς σε πλάσµα C4F8. 
∆εδοµένης της τάσης προς ολοένα µικρότερες διαστάσεις δοµών και διατάξεων, η σηµασία 
της τραχύτητας στις επιφάνειες των κατασκευαζόµενων δοµών µεγαλώνει. Έτσι, η 
επιστράτευση του πλαισίου προσοµοίωσης, µε τις απαραίτητες µετατροπές και επεκτάσεις 
και σίγουρα µε τη συνδροµή αντίστοιχων πειραµατικών µετρήσεων και αποτελεσµάτων 
διακριτών µοντέλων, στην εξήγηση των µηχανισµών που δηµιουργούν και µεταβάλλουν την 
τραχύτητα επιφανειών κατά την εγχάραξη, αποτελεί ελκυστικό και προσδοκώµενα πρόσφορο 
πεδίο έρευνας. 
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Μέρος V  

 

 

 

 
 

Παραρτήματα 

 

 

 

 

 

 
Περιγράφεται η µέθοδος των κατασκευασµένων λύσεων (method of manufactured solutions) 
για την επαλήθευση κώδικα (Παράρτηµα Α) και επαληθεύονται τα τµήµατα κώδικα όλων των 
αριθµητικών µεθόδων του πλαισίου προσοµοίωσης (Παραρτήµατα Α και ∆). Σηµειώνονται οι 
έννοιες αριθµητικών σχηµάτων που είναι χρήσιµες στην επαλήθευση του κώδικα, όπως το 
σφάλµα διακριτοποίησης και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας (Παράρτηµα Β). Αναφέρονται 
οι νόρµες απόκλισης (Παράρτηµα Γ) που χρησιµοποιούνται στην εργασία και περιγράφονται τα 
ζεύγη µεθόδων Runge-Kutta υψηλής τάξης ακρίβειας που χρησιµοποιούνται στον αλγόριθµο 
εύρεσης ισοϋψούς συνάρτησης (Παράρτηµα ∆). Στο Παράρτηµα Ε περιγράφονται οι βασικές 
έννοιες δυαδικό δένδρο και φίλτρο ελαχίστου που χρησιµοποιούνται στην επίλυση της εξίσωσης 
Eikonal. Στο Παράρτηµα ΣΤ περιγράφεται η έννοια και σηµειώνονται οι εξισώσεις 
υπολογισµού της στερεάς γωνίας που είναι χρήσιµη στον υπολογισµό της απευθείας ροής στο 
µοντέλο υπολογισµού τοπικής ροής. 
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Παράρτημα Α 

 

 

 

 
 

Επαλήθευση κώδικα. 

Η μέθοδος των κατασκευασμένων λύσεων 

 

 

 

 
 
Η ποσοτικοποίηση της αβεβαιότητας στα αποτελέσµατα αριθµητικών υπολογισµών κατά την 
προσοµοίωση προκύπτει από την επαλήθευση του υπολογιστικού µοντέλου (verification), που 
περιλαµβάνει την επαλήθευση του κώδικα και την επαλήθευση των υπολογισµών, και από την 
επαλήθευση µαθηµατικού µοντέλου (validation). Σε γενικές γραµµές, η επαλήθευση 
υπολογιστικού µοντέλου ελέγχει αν ο κώδικας που έχει αναπτυχθεί «δουλεύει» σωστά, ενώ η 
επαλήθευση µαθηµατικού µοντέλου ελέγχει αν το µαθηµατικό µοντέλο περιγράφει σωστά το 
φυσικό κόσµο. Η προσοχή εστιάζεται στη διαδικασία επαλήθευσης του κώδικα που είναι 
προϋπόθεση για την επαλήθευση των υπολογισµών και του µαθηµατικού µοντέλου. 
Αναφέρονται τα πιθανά λάθη σε ένα κώδικα και περιγράφεται συστηµατική διαδικασία 
επαλήθευσης, η µέθοδος των κατασκευασµένων λύσεων (method of manufactured solutions). 
Τέλος, επαληθεύεται ο κώδικας κάθε αριθµητικού υπολογισµού της εργασίας. 
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A.1 Εισαγωγή 
 

Κατά την προσοµοίωση µιας διεργασίας, αρχικά καταστρώνεται το µαθηµατικό 
µοντέλο (π.χ. διαφορικές εξισώσεις µερικών παραγώγων, συνήθεις διαφορικές, 
ολοκληρωτικές, αλγεβρικές εξισώσεις). Ακολουθεί η επιλογή της αριθµητικής µεθόδου 
επίλυσης (π.χ. µέθοδος πεπερασµένων διαφορών, στοιχείων, όγκων) και των αντίστοιχων 
αριθµητικών σχηµάτων (π.χ. προσεγγίσεις µερικών παραγώγων). Στη συνέχεια οι εξισώσεις, 
η µέθοδος και τα αριθµητικά σχήµατα κωδικοποιούνται σε γλώσσα προγραµµατισµού. 
Τελικά, τα αποτελέσµατα της εκτέλεσης του κώδικα συγκρίνονται µε πειραµατικές 
µετρήσεις. Αν τα αποτελέσµατα συµφωνούν µε τα πειραµατικά, τότε υπάρχει ένδειξη ότι η 
παραπάνω διαδικασία έγινε σωστά. Αν δεν υπάρχει συµφωνία, τότε υπάρχουν πολλά 
ενδεχόµενα αίτια. Η ασυµφωνία µπορεί να οφείλεται στο ότι το µαθηµατικό µοντέλο που 
επιλέχθηκε δεν περιγράφει την προς προσοµοίωση διεργασία, ή σε λάθη κατά την 
κωδικοποίηση, ή σε ανεπαρκή πυκνότητα διακριτοποίησης, ή ακόµη και σε λάθος στην 
πειραµατική µέτρηση. Ο εντοπισµός δεν είναι πάντα εύκολη διαδικασία, ειδικά όταν η 
διεργασία είναι σύνθετη και τα µαθηµατικά µοντέλα, οι αριθµητικές µέθοδοι, τα αριθµητικά 
σχήµατα και οι κώδικες είναι περισσότερα και αλληλεπιδρούν. 

Πριν αµφιβάλει κάποιος για την επάρκεια του πειραµατιστή και τις δυνατότητες του 
οργάνου ή της µεθόδου µέτρησης, ή αρχίσει να αµφισβητεί αυθεντίες του παρελθόντος για την 
ισχύ των µοντέλων που έχουν προτείνει, οφείλει να αναρωτηθεί αν ο κώδικάς του «δουλεύει» 
σωστά. Το ίδιο οφείλει να αναρωτηθεί ακόµη κι αν η πειραµατική µέτρηση συµφωνεί µε το 
αποτέλεσµα του κώδικα, διότι δεν αποκλείεται λάθη στην κατάστρωση του µαθηµατικού 
µοντέλου, λάθη στον κώδικα, ανεπαρκής πυκνότητα διακριτοποίησης και λάθη στην 
πειραµατική µέτρηση να οδηγήσουν σε συµφωνία την πειραµατική µέτρηση µε το αποτέλεσµα 
του κώδικα. 

Πέρα από τον έλεγχο για την ορθή λειτουργία του κώδικα, ερωτήµατα µε µεγάλη 
σηµασία στους αριθµητικούς υπολογισµούς είναι «µπορεί ο κώδικας να προβλέψει», ή 
«πόση είναι η αβεβαιότητα στα αποτελέσµατα που προκύπτουν». Οι όροι που είναι γενικά 
αποδεκτοί για τη µελέτη των παραπάνω θεµάτων (έλεγχος κώδικα, δυνατότητα πρόβλεψης, 
ποσοτικοποίηση της αβεβαιότητας των αριθµητικών υπολογισµών) είναι οι αγγλικοί όροι 
verification και validation. 
 
 
A.2 Επαλήθευση υπολογιστικού και µαθηµατικού µοντέλου 
 

Οι όροι verification και validation (και confirmation) χρησιµοποιούνται στην Αγγλική 
γλώσσα συχνά ως συνώνυµοι. Κατά τον Roache, η επιλογή τους στο πλαίσιο ελέγχου του 
κώδικα και ποσοτικοποίησης της αβεβαιότητας των αριθµητικών υπολογισµών, ήταν 
αυθαίρετη [Roache (1998), σ. 20], ωστόσο έχουν επικρατήσει. 
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Υπάρχουν αρκετοί ορισµοί των όρων verification και validation. Ο Roache αναφέρει 
τους ορισµούς αρκετών ερευνητών [Roache (1998), σ. 19-52], ενώ οι Oberkampf και 
Trucano [Oberkampf & Trucano (2002)] αναφέρουν τους ορισµούς κατά SCS (Society for 
Computer Simulation), IEEE (Institute of Electrical and Electronics Engineers) και AIAA 
(American Institute of Aeronautics and Astronautics). Παρακάτω παρατίθενται οι ορισµοί 
των όρων στα αγγλικά σύµφωνα µε τον οργανισµό AIAA, καθώς και µια απόπειρα απόδοσής 
τους στα ελληνικά. 
 

Verification: the process of determining that a model implementation accurately 
represents the developer’s conceptual description of the model and the solution of the 
model. 
(η διαδικασία προσδιορισµού του αν η υλοποίηση ενός µοντέλου α) αναπαριστά µε 
ακρίβεια την ιδεατή περιγραφή του µοντέλου, δηλαδή το µαθηµατικό µοντέλο και β) 
δίδει τη λύση του µοντέλου µε ακρίβεια) 

 
Validation: the process of determining the degree to which a model is an accurate 
representation of the real world from the perspective of the intended uses of the 
model. 
(η διαδικασία προσδιορισµού του βαθµού στον οποίο ένα µοντέλου είναι ακριβής 
αναπαράσταση του φυσικού κόσµου στο πλαίσιο των σκόπιµων χρήσεων του 
µοντέλου) 

 
Ο όρος verification στο πλαίσιο που χρησιµοποιείται θα µπορούσε να περιγραφεί από 

τον ελληνικό περιφραστικό όρο επαλήθευση υπολογιστικού µοντέλου (ΕΥΜ). Στον όρο 
υπολογιστικό µοντέλο περικλείονται οι αριθµητικές µέθοδοι και τα αντίστοιχα σχήµατα που 
χρησιµοποιούνται για την επίλυση του µαθηµατικού µοντέλου. Ο όρος επαλήθευση σηµαίνει 
[Μείζον ελληνικό λεξικό (1997)] «ακριβής προσδιορισµός της αλήθειας ή της ορθότητας µε 
έλεγχο». Ο όρος validation µπορεί να περιγραφεί από τον περιφραστικό όρο επαλήθευση 
µαθηµατικού µοντέλου (ΕΜΜ). 

Υπάρχουν ορισµένα λεπτά σηµεία στους παραπάνω ορισµούς του AIAA. Το πρώτο είναι 
ότι και οι δύο είναι διαδικασίες προοδευτικές, συνεχιζόµενες, χωρίς να έχουν ένα συγκεκριµένο 
σηµείο ολοκλήρωσης. Είναι σαν να συγκεντρώνονται αποδείξεις για µια νοµική υπόθεση 
[Oberkampf & Trucano (2002)]. ∆εν µπορεί κανείς να αποδείξει ότι ένας σύνθετος κώδικας 
δεν έχει λάθη. Είναι δυνατό να δείξει µόνο ότι έχει λάθη. 

Ένα ακόµη σηµείο των παραπάνω ορισµών είναι η έµφαση στον όρο ακρίβεια που 
υποδηλώνει ποσοτικοποίηση της αβεβαιότητας. Κατά την ΕΥΜ (verification), υπολογίζεται 
η απόκλιση από πρότυπες ακριβείς λύσεις (π.χ. αναλυτικές), ενώ κατά την ΕΜΜ (validation) 
υπολογίζεται η απόκλιση από πειραµατικές µετρήσεις. 
 Ουσιαστικά, η ΕΥΜ επαληθεύει ότι το µαθηµατικό µοντέλο λύνεται σωστά από τον 
κώδικα, ενώ δεν ελέγχει αν το µαθηµατικό µοντέλο περιγράφει ορθά το φυσικό κόσµο. Η 
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ΕΜΜ επιχειρεί να προσδιορίσει την ακρίβεια µε την οποία το µαθηµατικό µοντέλο 
περιγράφει το φυσικό κόσµο. Η ΕΜΜ εµπεριέχει και προϋποθέτει την ΕΥΜ, ή η ΕΥΜ είναι 
το πρώτο βήµα της ΕΜΜ. Με άλλα λόγια, η σύγκριση του µαθηµατικού µοντέλου µε το 
φυσικό κόσµο πρέπει να γίνει αφού επαληθευθεί ότι ο κώδικας που το υλοποιεί «δουλεύει» 
σωστά. 
 Στην πράξη, η ΕΥΜ εµπεριέχει δύο διαδοχικές διαδικασίες: η πρώτη είναι η 
επαλήθευση του κώδικα (verification of code) και η δεύτερη η επαλήθευση των 
υπολογισµών (verification of calculations). Στην επαλήθευση του κώδικα, γενικά εξετάζεται 
αν ο κώδικας λύνει τις εξισώσεις σωστά. Η δεύτερη διαδικασία αφορά στην εκτίµηση του 
σφάλµατος της αριθµητικής λύσης στην περίπτωση όπου η πραγµατική λύση δεν είναι 
γνωστή, έπεται της επαλήθευσης του κώδικα και προηγείται της ΕΜΜ. Είναι απαραίτητο 
στη σύγκριση της αριθµητικής λύσης µε την πειραµατική µέτρηση κατά την ΕΜΜ, να 
λαµβάνεται υπόψη το εκτιµούµενο σφάλµα (π.χ. λόγω ανεπαρκούς πυκνότητας 
διακριτοποίησης) της αριθµητικής λύσης. 
 Η ΕΥΜ και η ΕΜΜ είναι προϋποθέσεις για να απαντηθούν τα ερωτήµατα για την 
ποσοτικοποίηση της αβεβαιότητας και της δυνατότητας πρόβλεψης κατά την προσοµοίωση. 
Αν και η σηµασία της ΕΥΜ και ΕΜΜ στους κώδικες υπολογιστικής φυσικής είναι έκδηλη, 
δεν υπάρχει ευρεία εφαρµογή τους. Η έλλειψη συστηµατικής αντιµετώπισης, κατά τους 
Oberkampf et al. οφείλεται στο ότι αυτοί που ασχολούνται µε τους κώδικες υπολογιστικής 
φυσικής δεν θεωρούν εαυτούς µηχανικούς λογισµικού [Oberkampf et al. (2002)]. Επίσης, το 
ρίσκο από τη µη ορθή λειτουργία των κωδίκων υπολογιστικής φυσικής, των οποίων τα 
αποτελέσµατα δηµοσιεύονται σε κάποιο επιστηµονικό περιοδικό, δεν είναι το ίδιο µε το 
ρίσκο από τη µη ορθή λειτουργία λογισµικού που αφορά κρίσιµα για την ασφάλεια 
συστήµατα (π.χ. λογισµικό λειτουργίας εγκαταστάσεων πυρηνικής ενέργειας, λογισµικό 
αεροπορικών ηλεκτρονικών). 
 
 
A.3 Μεθοδολογία επαλήθευσης κώδικα 

 
Η πρώτη σκέψη για πώς επαληθεύεται ένας κώδικας µάλλον είναι η σύγκριση των 

αποτελεσµάτων του µε µια γνωστή λύση (και όχι µε πειραµατικές µετρήσεις, αυτό είναι θέµα 
της ΕΜΜ). Εκτός από τον παραπάνω τρόπο, υπάρχουν και άλλοι λιγότερο ή περισσότερο 
αυστηροί. Η ερώτηση που απαντά η επαλήθευση του κώδικα είναι «αν λύνει ο κώδικας 
σωστά τις εξισώσεις του µαθηµατικού µοντέλου». Εποµένως, η επαλήθευση σηµαίνει 
έλεγχος, εντοπισµός και εξάλειψη πιθανών λαθών στον κώδικα. Σε αυτό το πλαίσιο, η 
επαλήθευση κώδικα µπορεί να θεωρηθεί σαν µια διαδικασία της εξασφάλισης ποιότητας 
λογισµικού (software quality assurance, SQAℜ). Στη συνέχεια, αναφέρονται τα πιθανά είδη 

                                                 
ℜ Η εξασφάλιση ποιότητας λογισµικού (SQA) αποτελεί µια τυπική διαδικασία που αναπτύχθηκε για τη 
διασφάλιση της αξιοπιστίας λογισµικού. 
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λαθών σε ένα κώδικα, τονίζονται αυτά που αφορούν στην επαλήθευση του κώδικα και 
περιγράφονται µέθοδοι για την ανίχνευσή τους. 

Αρχικά σηµειώνεται ότι ο όρος λάθος (mistake) εκφράζει λάθος στον κώδικα, σε 
αντιδιαστολή µε τον όρο σφάλµα (error), ο οποίος χρησιµοποιείται για τα αριθµητικά 
σφάλµατα (§Β.3), όπως το σφάλµα αποκοπής. Ο έλεγχος του κώδικα για τον εντοπισµό 
λαθών, σύµφωνα µε την SQA, διακρίνεται στο στατικό (static), το δυναµικό (dynamic) και 
τον τυπικό (formal) έλεγχο.  

Ο στατικός έλεγχος γίνεται πριν την εκτέλεση του κώδικα και αφορά αρχικά στον 
εντοπισµό των λαθών µεταγλώττισης και στη συνέχεια άλλων λαθών που µπορεί να µην  
εντοπίζονται από το µεταγλωττιστή, όπως µεταβλητές που χρησιµοποιούνται χωρίς να 
αποδοθεί τιµή σε αυτές, ή ασυµφωνία στη λίστα των πραγµατικών και εικονικών ορισµάτων 
µιας συνάρτησης. Ο στατικός έλεγχος αποτελεί προϋπόθεση για την επαλήθευση του κώδικα.   

Ο δυναµικός έλεγχος ακολουθεί το στατικό και αφορά στον εντοπισµό των λαθών 
που επηρεάζουν την εκτέλεση του κώδικα, όπως δείκτης εκτός ορίων σε πίνακες, διαρροή 
µνήµης (memory leakage) και οποιοδήποτε λογικό λάθος. Η επαλήθευση κώδικα, όπως 
ορίστηκε στην προηγούµενη παράγραφο, περικλείεται στο δυναµικό έλεγχο. 

Μετά το στατικό και το δυναµικό έλεγχο, ακολουθεί ο τυπικός. Ο τυπικός έλεγχος 
αφορά στην εύρεση λαθών που δεν εντοπίζονται από το στατικό και το δυναµικό έλεγχο, 
όπως µια γραµµή κώδικα όπου υπολογίζεται µια ποσότητα που δεν χρησιµοποιείται. 

Συνεπώς, τα λάθη στον κώδικα είναι στατικά, δυναµικά και τυπικά.  Τα δυναµικά 
λάθη διακρίνονται σε: 
 
Α) Λάθη που παρεµποδίζουν τη σύγκλιση (divergence mistakes). 
 
Β) Λάθη που επιδρούν στην απόδοση του κώδικα (efficiency mistakes). 
 
Γ) Λάθη που επιδρούν στην τάξη ακρίβειας του κώδικα (order of accuracy mistakes), δηλαδή 
λάθη που προκαλούν την απόκλιση της παρατηρούµενης από τη θεωρητική τάξη ακρίβειας 
της αριθµητικής λύσης (§Β.4).  
 
∆) Λάθη που αφορούν στην παρανόηση των χαρακτηριστικών του αλγορίθµου τον οποίο ο 
κώδικας υλοποιεί (conceptual mistakes). Για παράδειγµα, έστω ότι ερευνητής καταστρώνει 
µέθοδο για την επίλυση µιας µη γραµµικής διαφορικής εξίσωσης µερικών παραγώγων και 
πιστεύει ότι η τάξη ακρίβειας της µεθόδου είναι 2. Ο δυναµικός έλεγχος µπορεί να 
αποκαλύψει ότι η προτεινόµενη µέθοδος είναι 1ης τάξης ακρίβειας και να εντοπίσει την 
παρανόηση του ερευνητή για τα ακριβή χαρακτηριστικά της µεθόδου. 
 

Με βάση την παραπάνω ταξινόµηση των λαθών, µε την επαλήθευση του κώδικα 
εντοπίζονται και εξαλείφονται δυναµικά λάθη. Οι µέθοδοι δυναµικού ελέγχου που 
σχετίζονται µε την επαλήθευση του κώδικα είναι [Salari & Knupp (2000), σ. 16] µε σειρά 
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αυξανόµενης δυσκολίας είναι α) η µέθοδος ελέγχου τάσης (trend test), β) η µέθοδος ελέγχου 
συµµετρίας (symmetry test), γ) η µέθοδος σύγκρισης (comparison test), δ) η µέθοδος 
πραγµατικών λύσεων (method of exact solutions, MES) και ε) η µέθοδος των 
κατασκευασµένων λύσεων (method of manufactured solutions, MMS). 

Τα µέτρα ελέγχου που χρησιµοποιούνται στις παραπάνω µεθόδους µε αυξανόµενη 
αυστηρότητα είναι α) η κρίση ειδικού (expert judgement), β) η απόκλιση µεταξύ λύσεων ή 
σφάλµα, γ) η συνέπεια (§Β.1) του υπολογιστικού µοντέλου, και δ) η απόκλιση 
παρατηρούµενης από θεωρητική τάξη ακρίβειας της αριθµητικής λύσης. Η εφαρµογή τους 
περιγράφεται στη συνέχεια, ενώ σηµειώνεται ότι δεν είναι εφικτό να εφαρµοστεί κάθε µέτρο 
σε όλες τις µεθόδους. 

Στη µέθοδο ελέγχου τάσης, η τάση της άγνωστης λύσης, ως αποτέλεσµα σειράς 
εκτελέσεων του κώδικα µεταβάλλοντας τις παραµέτρους εισόδου, ελέγχεται, και το αν ο 
κώδικας περνά ή όχι τον έλεγχο εξαρτάται από την κρίση του ειδικού. Για παράδειγµα, αν 
είναι γνωστή η µονότονη µεταβολή της λύσης µε την αύξηση µιας παραµέτρου εισόδου, τότε 
αν αυτή επιβεβαιωθεί ο κώδικας περνά τον έλεγχο. Η µέθοδος τάσης θέτει την ελάχιστη 
προϋπόθεση για την επαλήθευση ενός κώδικα. Ακόµη και κώδικες που περιέχουν λάθη, 
συνήθως «περνούν» σε αυτό τον έλεγχο. 

Με µέθοδο ελέγχου συµµετρίας, ελέγχεται αν η άγνωστη λύση εµφανίζει την 
προβλεπόµενη από τη διατύπωση του προβλήµατος συµµετρία. 

Με τη µέθοδο σύγκρισης, συγκρίνονται τα αποτελέσµατα του υπό ελέγχου κώδικα µε 
ένα γενικά αποδεκτό κώδικα ή µε µια σειρά από κώδικες που λύνουν όµοια προβλήµατα. 
Ένα ρεαλιστικό πρόβληµα κατασκευάζεται και επιλύεται από κάθε κώδικα. Αν η απόκλιση 
µεταξύ των λύσεων δεν ξεπερνά κάποιο προκαθορισµένο όριο ανοχής, τότε ο κώδικας περνά 
τον έλεγχο. Το κύριο πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι δεν χρειάζεται να είναι 
γνωστή η πραγµατική λύση του προβλήµατος. Από την άλλη πλευρά, δεν µπορεί να 
εφαρµοστεί όταν δεν υπάρχει γενικά αποδεκτός κώδικας για τη σύγκριση. Η αξιοπιστία του 
ελέγχου βασίζεται στην αξιοπιστία του κώδικα που χρησιµοποιείται για τη σύγκριση. 

Με τη µέθοδο των πραγµατικών λύσεων, το πρόβληµα που επιλέγεται να λυθεί από 
τον υπό έλεγχο κώδικα συνήθως προκύπτει από απλοποιητικές παραδοχές ή τροποποίηση 
του αρχικού, ώστε να είναι δυνατή η αναλυτική επίλυσή του. Ο κώδικας παράγει µια 
αριθµητική λύση για το τροποποιηµένο πρόβληµα η οποία συγκρίνεται µε την πραγµατική. 
Ως µέτρα ελέγχου, εκτός από το σφάλµα, µπορούν χρησιµοποιηθούν και η συνέπεια και η 
απόκλιση της παρατηρούµενης από την θεωρητική τάξη ακρίβειας. Η µέθοδος είναι ευρέως 
διαδεδοµένη και έχει µεγαλύτερη βαρύτητα από τις προηγούµενες, κυρίως διότι υπάρχει 
αξιόπιστο και αντικειµενικό σηµείο αναφοράς, η πραγµατική λύση προβλήµατος. Μια από 
τις δυσκολίες της µεθόδου είναι ότι µε την επίλυση τροποποιηµένων προβληµάτων σπάνια 
εξετάζονται όλοι οι όροι της εξίσωσης (ή των εξισώσεων) του αρχικού προβλήµατος [Salari 
& Knupp (2000), σ. 19]. Επίσης, είναι πιθανό η λύση να εµφανίζει ιδιόµορφα σηµεία, όπου 
δεν είναι παραγωγίσιµη ή δεν ορίζεται. Σε αυτές τις περιπτώσεις δεν µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί το µέτρο που αφορά την τάξη ακρίβειας για τον έλεγχο. 
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Οι δύο παραπάνω δυσκολίες µπορούν να αντιµετωπιστούν µε τη µέθοδο των 
κατασκευασµένων λύσεων. Η µέθοδος κατασκευασµένων λύσεων είναι ευρέως διαδεδοµένη, 
χρησιµοποιείται στην παρούσα εργασία για την επαλήθευση του κώδικα, και για αυτό το 
λόγο περιγράφεται µε περισσότερη λεπτοµέρεια στην §A.4.  

Οµοφωνία για το πώς µπορεί κάποιος να δείξει συστηµατικά ότι ο κώδικας είναι 
σωστός δεν υπάρχει. Η επαλήθευση κώδικα µπορεί να γίνει µε κάποια από τις παραπάνω 
µεθόδους, ωστόσο τον υψηλότερο βαθµό αυστηρότητας φέρουν οι µέθοδοι των πραγµατικών 
λύσεων και κατασκευασµένων λύσεων όταν χρησιµοποιείται η απόκλιση παρατηρούµενης από 
θεωρητική τάξη ακρίβειας ως µέτρο ελέγχου. 
 
 
A.4 H µέθοδος των κατασκευασµένων λύσεων 
 
A.4.1 Γενικές αρχές 

 
Η µέθοδος των κατασκευασµένων λύσεων (ΜΚΛ) είναι µια γενική διαδικασία για 

την «κατασκευή» αναλυτικής λύσης που χρησιµοποιείται για την επαλήθευση του κώδικα. 
Κατασκευασµένη λύση είναι η πραγµατική λύση µιας διαφορικής εξίσωσης (συνήθους, 
µερικών παραγώγων, µέλους συστήµατος διαφορικών εξισώσεων), η οποία εξίσωση έχει 
προκύψει εφαρµόζοντας στην κατασκευασµένη λύση το διαφορικό τελεστή της εξίσωσης. 

Έστω ότι η προς επίλυση διαφορική εξίσωση είναι η  
 
Lu = f          (A.1) 

 
Με την ΜΚΛ, θεωρείται µια κατασκευασµένη αναλυτική λύση U στην οποία 

εφαρµόζεται ο διαφορικός τελεστής L της Εξ. (A.1), οπότε και προκύπτει 
 
LU = g.         (A.2) 
 

Η επαλήθευση του κώδικα είναι αποτέλεσµα σύγκρισης της αριθµητικής λύσης, , 
µε την πραγµατική λύση, U, της Εξ. (A.2). Περισσότερα για την σύγκριση υπάρχουν στην 
§A.4.2. 

Û

Σε κάποιες περιπτώσεις η εφαρµογή του διαφορικού τελεστή στην κατασκευασµένη 
λύση είναι επίπονη διαδικασία. Για την εύκολη παραγωγή του όρου g της Εξ. (A.2) µπορούν 
να χρησιµοποιηθούν εµπορικά πακέτα συµβολικής άλγεβρας (DERIVE, MATHEMATICA) 
τα οποία µπορούν να µετατρέψουν το αποτέλεσµα σε κώδικα FORTRAN ή C. 
 Με την ΜΚΛ, λύνεται εξίσωση µε διαφορετικό δεξιό µέλος µε τον ίδιο όµως 
διαφορικό τελεστή [Εξ. (A.2)]. ∆υσκολία στην εφαρµογή της µεθόδου προκύπτει όταν δεν 
είναι δυνατή η εισαγωγή όρου στον κώδικα που µετατρέπει την εξίσωση από οµογενή σε µη 
οµογενή (π.χ. διότι δεν µπορεί ο χρήστης να επέµβει στον κώδικα). ∆υσκολία υπάρχει επίσης 
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όταν τα αριθµητικά σχήµατα που υλοποιούνται στον κώδικα αφορούν µόνο την οµογενή 
µορφή της προς επίλυση εξίσωσης. 

Με την εφαρµογή της ΜΚΛ ελέγχονται α) η κωδικοποίηση των διακριτοποιηµένων 
εξισώσεων, β) ο συνολικός αλγόριθµος επίλυσης (που πιθανά περιέχει επαναληπτική 
διαδικασία), και γ) η εισαγωγή και εξαγωγή δεδοµένων από το χρήστη. Από την άλλη 
πλευρά, η µέθοδος δεν εντοπίζει λάθη που επιδρούν στην απόδοση του κώδικα. 

Οι Salari και Knupp χρησιµοποίησαν την ΜΚΛ για την επαλήθευση κώδικα που 
υλοποιεί την επίλυση εξισώσεων Navier-Stokes [Salari & Knupp (2000)]. Εξέτασαν 21 
εκδόσεις του κώδικα µε ένα σκόπιµο λάθος ο καθένας. Ένας από τους κώδικες ήταν σωστός, 
δέκα περιείχαν λάθη που επιδρούσαν στην τάξη ακρίβειας, ένας είχε στατικό λάθος, ένας 
λάθος που παρεµποδίζει τη σύγκλιση και εφτά είχαν τυπικά λάθη. Με την ΜΚΛ ανίχνευσαν 
όλα τα λάθη που επιδρούσαν στην τάξη ακρίβειας, το λάθος που παρεµπόδιζε τη σύγκλιση 
και το στατικό. ∆εν εντόπισαν τα εφτά τυπικά σφάλµατα. Επίσης, αναφέρουν ότι όταν 
χρησιµοποίησαν τη συνέπεια ως µέτρο για την αποδοχή µόνο έξι από τα δέκα λάθη που 
επιδρούν στην τάξη ακρίβειας εντοπίστηκαν. Το συµπέρασµά τους ήταν το κύριο πλεονέκτηµα 
της ΜΚΛ έναντι των άλλων µεθόδων είναι ότι είναι δυνατό να ελεγχθούν όλες οι πιθανές πηγές 
λάθους. Οι Oberkampf  και Trucano αναφέρουν ότι όποιος χρησιµοποίησε την ΜΚΛ έγινε 
πιστός υποστηρικτής της [Oberkampf & Trucano (2002)]. Εντούτοις, σηµειώνουν ότι πρέπει 
να εφαρµοστεί σε περισσότερα προβλήµατα για να βγουν ασφαλή συµπεράσµατα. Ο Roache, 
που πρότεινε την ΜΚΛ, αναφέρει ότι η επαλήθευση του κώδικα µε τη ΜΚΛ (όχι συνολικά η 
ΕΥΜ και η ΕΜΜ) έχει σηµείο ολοκλήρωσης, επέχει θέση θεωρήµατος, αποτελεί απόδειξη για 
το ότι ο κώδικας «δουλεύει» σωστά [Roache (2002)]. 
 
 
A.4.2 Το µέτρο ελέγχου 
 

Από τα µέτρα ελέγχου που µπορούν να χρησιµοποιηθούν στη µέθοδο ΜΚΛ 
χρησιµοποιείται το αυστηρότερο, δηλαδή εξετάζεται η συµφωνία παρατηρούµενης και 
θεωρητικής τάξης ακρίβειας της αριθµητικής λύσης. Οι έννοιες και ο τρόπος υπολογισµού 
της παρατηρούµενης και θεωρητικής τάξης της αριθµητικής λύσης περιγράφονται στην §Β.4. 
Στη συνέχεια περιγράφεται τι ακριβώς σηµαίνει ο όρος συµφωνία. 

Με τη συστηµατική µείωση του µέτρου διακριτοποίησης µε σταθερό λόγο µείωσης 
προκύπτει µια σειρά υπολογισµών της παρατηρούµενης τάξης (§Β.4). Αν η σειρά αυτών των 
υπολογισµών παρατηρούµενης τάξης προσεγγίζει ασυµπτωτικά {is close enough to, [Murali 
(2002), σ. 39]} τη θεωρητική τάξη, κυρίως για µικρές τιµές του µέτρου διακριτοποίησης, τότε 
θεωρείται ότι υπάρχει συµφωνία µε τη θεωρητική τάξη. Για παράδειγµα, αν η σειρά 
υπολογισµών της παρατηρούµενης τάξης είναι 4.1, 4.5, 4.7, 4.8, 4.7, ενώ η θεωρητική είναι 
5, τότε θεωρείται ότι παρατηρούµενη και θεωρητική τάξη συµφωνούν. Σε κάποιες 
περιπτώσεις υπολογίζεται µια µέση τιµή για την παρατηρούµενη τάξη, p, η οποία προκύπτει µε 
προσαρµογή της µεταβολής του σφάλµατος συναρτήσει του µέτρου διακριτοποίησης, δ, σε 
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καµπύλη µορφής cδp. Πολλές φορές χρειάζεται να µειωθεί σε πολύ χαµηλές τιµές το µέτρο 
διακριτοποίησης ώστε η παρατηρούµενη να προσεγγίσει τη θεωρητική τάξη.  

Προσοχή θα πρέπει να δοθεί στις περιπτώσεις όπου η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας 
διαφέρει από την θεωρητική εξαιτίας κάποιου ιδιόµορφου σηµείου στη λύση (π.χ. ασυνέχεια 
της παραγώγου της λύσης). Είναι πιθανό ο υπολογισµός της θεωρητικής τάξης να έχει γίνει 
χωρίς να λαµβάνει υπόψη το ιδιόµορφο σηµείο στη λύσης. Τότε η ασυµφωνία θεωρητικής 
και παρατηρούµενης τάξης δεν οφείλεται σε λάθος που επιδρά στην τάξη ακρίβειας, αλλά 
αναδεικνύει ένα λάθος παρανόησης των χαρακτηριστικών του αλγορίθµου τον οποίο ο 
κώδικας υλοποιεί (η θεωρητική τάξη δεν είναι αυτή που νοµίζει ο ερευνητής). 
 
 
A.4.3 Οδηγίες για την κατασκευή της λύσης  

 
Οι οδηγίες για την κατασκευή λύσης έχουν στόχο την εύκολη αριθµητική επίλυση 

του προκύπτοντος προβλήµατος και κυρίως την εξέταση κάθε όρου της εξεταζόµενης 
εξίσωσης ώστε να εξασφαλιστεί ότι ελέγχονται όλες τις πιθανές πηγές λάθους.  

Αρχικά πρέπει να ξεκαθαριστεί ότι δεν υπάρχει καµία απαίτηση για την κατασκευή 
ρεαλιστικής λύσης, δηλαδή µιας λύσης που ταιριάζει στο πρόβληµα που αντιµετωπίζεται. Ο 
κώδικας δεν διακρίνει αν το πρόβληµα που επιλύει είναι ρεαλιστικό ή µη, λύνει σε κάθε 
περίπτωση ένα σύνολο εξισώσεων. Στη συνέχεια περιγράφονται κύριες οδηγίες για την 
κατασκευή λύσης στη ΜΚΛ [Salari & Knupp (2000)]. 
 
Α) Η κατασκευασµένη λύση πρέπει να είναι συνεχής συνάρτηση, σύνθεση λείων αναλυτικών 
(smooth, analytic) συναρτήσεων όπως πολυώνυµα, τριγωνοµετρικές ή εκθετικές 
συναρτήσεις, ώστε εύκολα να εφαρµόζεται σε αυτή ο διαφορικός τελεστής. Η απαίτηση για 
λεία κατασκευασµένη λύση είναι αναγκαία, ώστε η θεωρητική τάξη ακρίβειας να µπορεί να 
επιβεβαιωθεί αριθµητικά. 
 
Β) Η κατασκευασµένη λύση πρέπει να είναι συνάρτηση όλων των ανεξάρτητων µεταβλητών 
της εξίσωσης και να εξετάζει όλους τους όρους της εξίσωσης. Για παράδειγµα, δεν µπορεί η 
κατασκευασµένη λύση για την εξίσωση 0tu F u+ ∇ =  να µην εξαρτάται από το χρόνο. 

Επίσης, δεν µπορεί η κατασκευασµένη λύση για την εξίσωση 0tt xxu u+ =  να έχει µηδενική 

δεύτερη παράγωγο ως προς t  ή/και x.  
 

Γ) Η λύση οφείλει να έχει πλήθος µη µηδενικών παραγώγων ως προς ανεξάρτητη µεταβλητή 
τουλάχιστο ίσο µε τη θεωρητική τάξη ακρίβειας του αριθµητικού σχήµατος ως προς αυτή τη 
µεταβλητή. Για παράδειγµα, αν η θεωρητική τάξη ακρίβειας του αριθµητικού σχήµατος ως 
προς µία ανεξάρτητη µεταβλητή είναι 2, τότε θα πρέπει η κατασκευασµένη λύση να είναι 
τουλάχιστο 2 φορές παραγωγίσιµη ως προς αυτή τη µεταβλητή. Αν επιλεγεί 
κατασκευασµένη λύση µε γραµµική εξάρτηση από την ανεξάρτητη µεταβλητή, τότε η 
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µείωση του σφάλµατος θα είναι αναπόφευκτα 2ης τάξης, όπως προκύπτει από την ανάπτυξη 
σε σειρά Taylor της πραγµατικής λύσης, και το πολυώνυµο Taylor 1ου βαθµού που 
αναπαριστά την αριθµητική λύση.  

 
∆) Οι παράγωγοι της λύσης είναι επιθυµητό να είναι φραγµένες µε µια µικρή σταθερά. Αυτό 
εξασφαλίζει ότι η λύση δεν εµφανίζει ισχυρή εξάρτηση από τις χωρικές µεταβλητές και το 
χρόνο. Αν δεν ακολουθηθεί αυτή η οδηγία, είναι πολύ πιθανό να µην προκύπτει η 
αναµενόµενη από την τάξη ακρίβειας ασυµπτωτική συµπεριφορά του σφάλµατος 
διακριτοποίησης χρησιµοποιώντας πρακτικά πλέγµατα, αλλά να χρειαστεί πολύ µεγάλη 
µείωση των πλεγµατικών σταθερών (∆x, ∆t). Αυτή η οδηγία περικλείει την απαίτηση να µην 
υπάρχουν ιδιόµορφα σηµεία στην κατασκευασµένη λύση (π.χ. σηµεία όπου η λύση είναι µη 
παραγωγίσιµη ή δεν ορίζεται). 

 
Ε)  Η κατασκευασµένη λύση δεν πρέπει να εµποδίζει την επιτυχή εκτέλεση του κώδικα. Για 
παράδειγµα, αν ο κώδικας περιέχει µια επαναληπτική διαδικασία, η κατασκευασµένη λύση 
δεν πρέπει να εµποδίζει τη σύγκλιση, ενώ δεν εξετάζεται κατά πόσο την επιταχύνει ή 
επιβραδύνει. 

 
ΣΤ) Η συµµετρία στην κατασκευασµένη λύση µπορεί να κρύβει λάθη στον κώδικα και 
πρέπει να αποφεύγεται. 
 
 
A.5 Εφαρµογές της µεθόδου των κατασκευασµένων λύσεων 
 
A.5.1 Επαλήθευση κώδικα επίλυσης της εξίσωσης ισοϋψών 
 

Η ΜΚΛ εφαρµόζεται για την επαλήθευση κώδικα στο πρόβληµα αρχικών τιµών  
 

0tu F u+ ∇ = , u(x, y, t=0) = q(x, y).      (A.3) 

 
µε µέτρο ελέγχου την απόκλιση θεωρητικής – παρατηρούµενης τάξης ακρίβειας. 

Ο κώδικας είναι σε γλώσσα προγραµµατισµού C++. Στη συνέχεια κατασκευάζεται η 
λύση, υπολογίζεται η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας και συγκρίνεται µε τη θεωρητική. 

Η αριθµητική επίλυση γίνεται σε δύο διαστάσεις, άρα τα µέτρα διακριτοποίησης είναι 
τα ∆x, ∆y και ∆t. Ο κώδικας που ελέγχεται αναφέρεται στην υλοποίηση των αριθµητικών 
σχηµάτων της §6.2. Χρησιµοποιούνται τα ίδια σχήµατα και στις δύο διευθύνσεις (x και y) και 
θεωρείται ότι ∆x=∆y. Το σφάλµα στην αριθµητική λύση είναι 

 
( , ) ( ) ( )mE ∆t ∆x Ο ∆t O ∆x= + n ,      (A.4) 
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ή 
 

1 2( , ) mE ∆t ∆x c ∆t c ∆x= + n ,       (A.5) 
 
όπου m είναι η τάξη προσέγγισης της µερικής παραγώγου ως προς t και n η τάξη 
προσέγγισης της µερικής παραγώγου ως προς x (η απόδειξη είναι στην §Β.5). Για 
παράδειγµα, για το αριθµητικό σχήµα SSPRK3/x/WENO5 είναι m=3, n=5 (x = OS ή LLLF).  
 Η κατασκευασµένη λύση που προτείνεται είναι η 
 

( , , ) sin( ) cos( )ax ayU x y t e y bt e x bt= + + + , a, b ∈ R,   (A.6) 

 
η οποία ακολουθεί τις οδηγίες της §A.4.3 και αποτελεί τη λύση του προβλήµατος της Εξ. 
(A.3) όταν  
 

sin( ) cos( )
( , , )

ay axb e x bt e y bt
F

den x y t

⎡ ⎤+ − +⎣= ⎦ ,     (A.7) 

όπου 

[ ]

2 2 2 2

2 2 2

( 1) cos ( )

( , , ) 2 cos( ) cos( ) sin( )sin( )

( 1)cos ( ) 1

ax

ax ay

ay

e a a y bt

den x y t ae x bt y bt x bt y bt

e a x bt

+

⎡ ⎤− − + +⎣ ⎦
= + + − +

⎡ ⎤− + +⎣ ⎦

+ +   (A.8) 

 
Επιβάλλονται συνοριακές συνθήκες Dirichlet, οι οποίες υπολογίζονται από την Εξ. 

(A.6). Από την ίδια εξίσωση προκύπτει και η αρχική συνθήκη: 
 

( , ) ( , , 0) sin cosax ayq x y U x y t e y e x= = = +      (A.9) 
 
 Ο κώδικας επαληθεύεται για κάθε χαρακτηριστικό των σχηµάτων της §6.2:  α) το 
σχήµα ολοκλήρωσης στο χρόνο, β) τη συνάρτηση προσέγγισης της Χαµιλτονιανής, H = 
F|∇u| και γ) την προσέγγιση των χωρικών παραγώγων (ux, uy). Τα σχήµατα που µπορούν να 
σχηµατιστούν συνδυάζοντας τα βασικά τους χαρακτηριστικά είναι 3 (σχήµατα ολοκλήρωσης 
στο χρόνο) x 2 (συναρτήσεις προσέγγισης της Χαµιλτονιανής, H = F|∇u|) x 6 (σχήµατα 
προσέγγισης των µερικών παραγώγων). Εντούτοις δεν είναι αναγκαίο να ελεγχθούν όλα τα 
δυνατά σχήµατα. Εξετάζονται τα συστατικά χαρακτηριστικά τους. 

Για τον έλεγχο των χαρακτηριστικών (β) και (γ) διατηρείται σταθερά µικρό το ∆t και 
χρησιµοποιείται σχήµα 3ης τάξης ακρίβειας για την ολοκλήρωση στο χρόνο (SSPRK3) ώστε 
ο όρος c1∆tm του σφάλµατος [Εξ. (A.5)] σχεδόν να εξαλειφθεί, και µειώνεται σταδιακά µε 
λόγο 2 το ∆x (=∆y). Στον Πίνακα A.Ι φαίνονται τα αποτελέσµατα για όλα τα σχήµατα της 
§6.2 που χρησιµοποιούν για την ολοκλήρωση στο χρόνο το σχήµα SSPRK3. Στο Σχήµα A.1 
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παριστάνονται γραφικά τα αποτελέσµατα του Πίνακα A.I για τα σχήµατα που χρησιµοποιούν 
το σχήµα OS για την προσέγγιση της Χαµιλτονιανής. Σε κάθε οµάδα δεδοµένων 
προσαρµόζεται καµπύλη µε µορφή c2∆xp. Σε λογαριθµικό διάγραµµα οι καµπύλες για κάθε 
οµάδα δεδοµένων είναι ευθείες γραµµές µε κλίση την παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας ως 
προς ∆x. Στο Σχήµα A.1 φαίνονται οι κλίσεις για κάθε αριθµητικό σχήµα. Το συµπέρασµα 
που προκύπτει είναι ότι η θεωρητική τάξη ακρίβειας της αριθµητικής λύσης ως προς ∆x (∆y) 
συµπίπτει µε την παρατηρούµενη για κάθε σχήµα προσέγγισης των χωρικών παραγώγων. 
 
Πίνακας A.I Το σφάλµα (||u – ureal||2/||ureal||2) και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της αριθµητικής 
λύσης του προβλήµατος που περιγράφουν οι Εξ. (A.3), (A.7) και (A.9) καθώς µειώνεται το ∆x=∆y, 
χρησιµοποιώντας 6 διαφορετικά σχήµατα για την προσέγγιση των χωρικών παραγώγων (1, ΕΝΟ2, 
ΕΝΟ2S, ENO3, WENO3, WENO5). n είναι η θεωρητική τάξη ακρίβειας ως προς ∆x=∆y. Παράµετροι 
επίλυσης: υπολογιστικό χωρίο [0,1]x[0.1,1.1], a=0.5, b=0.4, ∆t=0.0001, t=0.25. 
 

 
∆x=∆y 

SSPRK3/ 
OS/1 
(n=1) 

SSPRK3/ 
LLLF/1 
(n=1) 

SSPRK3/ 
OS/ENO2  

(n=2) 

SSPRK3/ 
LLLF/ENO2 

(n=2) 
 Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 

0.2 1.01E-03  1.13E-03  1.67E-04  1.67E-04  
0.1 4.97E-04 1.03 5.25E-04 1.11 3.77E-05 2.14 3.78E-05 2.15 

0.05 2.45E-04 1.02 2.52E-04 1.06 9.27E-06 2.02 9.28E-06 2.03 
0.025 1.20E-04 1.03 1.21E-04 1.05 2.34E-06 1.99 2.34E-06 1.99 

0.0125 5.84E-05 1.03 5.88E-05 1.04 6.46E-07 1.86 6.46E-07 1.86 
0.00625 2.87E-05 1.02 2.88E-05 1.03 2.24E-07 1.53 2.24E-07 1.53 

 
∆x=∆y 

SSPRK3/ 
OS/ENO2S 

(n=2) 

SSPRK3/ 
LLLF/ENO2S 

(n=2) 

SSPRK3/ 
OS/ENO3 

(n=3) 

SSPRK3/ 
LLLF/ENO3 

(n=3) 
 Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 

0.2 1.68E-04  1.69E-04  4.10E-05  4.10E-05  
0.1 3.82E-05 2.14 3.83E-05 2.15 1.39E-06 4.88 1.39E-06 4.88 

0.05 9.46E-06 2.01 9.47E-06 2.02 1.77E-07 2.97 1.77E-07 2.97 
0.025 2.41E-06 1.98 2.41E-06 1.98 2.20E-08 3.01 2.20E-08 3.01 

0.0125 6.66E-07 1.85 6.66E-07 1.85 2.76E-09 2.99 2.76E-09 2.99 
0.00625 2.31E-07 1.52 2.31E-07 1.52 4.00E-10 2.79 4.00E-10 2.79 

 
∆x=∆y 

SSPRK3/ 
OS/WENO3 

(n=3) 

SSPRK3/LLLF/
WENO3 

(n=3) 

SSPRK3/ 
OS/WENO5 

(n=5) 

SSPRK3/ 
LLLF/WENO5 

(n=5) 
 Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 

0.2 1.24E-04  1.24E-04  3.72E-05  3.72E-05  
0.1 2.19E-05 2.49 2.20E-05 2.50 2.77E-08 10.39 2.77E-08 10.39 

0.05 4.54E-06 2.27 4.54E-06 2.27 9.62E-10 4.85 9.62E-10 4.85 
0.025 6.67E-07 2.77 6.67E-07 2.77 3.22E-11 4.90 3.22E-11 4.90 

0.0125 6.58E-08 3.34 6.58E-08 3.34 1.16E-12 4.79 1.16E-12 4.79 
0.00625 5.05E-09 3.70 5.05E-09 3.70 2.15E-13 2.43 2.15E-13 2.43 
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∆x=∆y
0.001 0.01 0.1 1

σφ
άλ

µα

10-15
10-14
10-13
10-12
10-11
10-10
10-9
10-8
10-7
10-6
10-5
10-4
10-3
10-2

SSPRK3/OS/1 
SSPRK3/OS/ENO2S 
SSPRK3/OS/ENO2 
SSPRK3/OS/ENO3 
SSPRK3/OS/WENO3 
SSPRK3/OS/WENO5 

1.03

3.23

2.88

1.92

5.30

 
Σχήµα A.1 Το σφάλµα (||u – ureal||2/||ureal||2) και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της αριθµητικής 
λύσης του προβλήµατος που περιγράφουν οι Εξ. (A.3), (A.7) και (A.9) καθώς µειώνεται το ∆x=∆y, 
χρησιµοποιώντας 6 αριθµητικά σχήµατα για την προσέγγιση των χωρικών παραγώγων (1, ΕΝΟ2, 
ΕΝΟ2S, ENO3, WENO3, WENO5). Για κάθε αριθµητικό σχήµα φαίνεται η µέση παρατηρούµενη 
τάξη ακρίβειας ως προς ∆x=∆y, p, η οποία προκύπτει από προσαρµογή της αντίστοιχης οµάδας 
δεδοµένων σε καµπύλη µε µορφή c2∆xp. Παράµετροι επίλυσης: υπολογιστικό χωρίο [0,1]x[0.1,1.1], 
a=0.5, b=0.4, ∆t=0.0001, t=0.25. 
 

Για τον έλεγχο του χαρακτηριστικού (α) των αριθµητικών σχηµάτων διατηρείται 
σταθερά µικρό το ∆x=∆y και χρησιµοποιείται σχήµα 5ης τάξης ακρίβειας για την προσέγγιση 
των χωρικών παραγώγων (WENO5) ώστε ο όρος c2∆xn του σφάλµατος [Εξ. (A.5)] σχεδόν να 
εξαλειφθεί, και µειώνεται σταδιακά µε λόγο 2 το ∆t. Στον Πίνακα A.IΙ φαίνονται τα 
αποτελέσµατα για όλα τα σχήµατα της §6.2 που χρησιµοποιούν για την προσέγγιση των 
χωρικών παραγώγων το σχήµα WENO5. Στο Σχήµα A.2 φαίνονται τα αποτελέσµατα του 
Πίνακα A.II για τα σχήµατα που χρησιµοποιούν το σχήµα OS για την προσέγγιση της 
Χαµιλτονιανής. Σε κάθε οµάδα δεδοµένων προσαρµόζεται καµπύλη µε µορφή c1∆tp. Το 
συµπέρασµα που προκύπτει είναι ότι η θεωρητική τάξη ακρίβειας της αριθµητικής λύσης ως 
προς ∆t συµπίπτει µε την παρατηρούµενη για κάθε σχήµα ολοκλήρωσης ως προς χρόνο. 

Από τους Πίνακες A.I και A.IΙ φαίνεται ότι για το παράδειγµα που επιλύθηκε τα 
αποτελέσµατα είναι ίδια, είτε χρησιµοποιηθεί σχήµα OS, είτε σχήµα LLLF για την 
προσέγγιση της Χαµιλτονιανής της Εξ. (A.3). 
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Πίνακας A.II Το σφάλµα (||u – ureal||2/||ureal||2) και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της αριθµητικής 
λύσης του προβλήµατος που περιγράφουν οι Εξ. (A.3), (A.7) και (A.9) καθώς µειώνεται το ∆t, 
χρησιµοποιώντας 3 σχήµατα για την ολοκλήρωση στο χρόνο (Euler, SSPRK2, SSPRK3). m είναι η 
θεωρητική τάξη ακρίβειας ως προς ∆t. Παράµετροι επίλυσης: υπολογιστικό χωρίο [0,1]x[0.1,1.1], 
a=0.5, b=0.4, ∆x=∆y=0.00625, t=0.25. 
 

Euler/OS/WENO5 
(m=1) 

Euler/LLLF/WENO5 
(m=1) 

 
∆t 

Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.0015625 3.03E-05  3.02E-05  

0.00078125 1.51E-05 1.00 1.51E-05 1.00 
0.000390625 7.57E-06 1.00 7.57E-06 1.00 

0.0001953125 3.82E-06 0.99 3.82E-06 0.99 
SSPRK2/OS/WENO5 

(m=2) 
SSPRK2/LLLF/WENO5 

(m=2) 
 
 
∆t Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 

0.0015625 3.43E-08  3.43E-08  
0.00078125 8.07E-09 2.09 8.07E-09 2.09 

0.000390625 2.02E-09 2.00 2.02E-09 2.00 
0.0001953125 5.04E-10 2.00 5.04E-10 2.00 

SSPRK3/OS/WENO5 
(m=3) 

SSPRK3/LLLF/WENO5 
(m=3) 

 
 
∆t Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 

0.0015625 5.92E-10  5.92E-10  
0.00078125 4.49E-11 3.72 4.49E-11 3.72 

0.000390625 4.35E-12 3.37 4.35E-12 3.37 
0.0001953125 5.54E-13 2.97 5.54E-13 2.97 

 

∆t
0.0001 0.001

σφ
άλ

µα

10-14
10-13
10-12
10-11
10-10
10-9
10-8
10-7
10-6
10-5
10-4
10-3

Euler/OS/WENO5 
SSPRK2/OS/WENO5 
SSPRK3/OS/WENO5 

1.00

2.03

3.36

 
Σχήµα A.2 Το σφάλµα (||u – ureal||2/||ureal||2) και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της αριθµητικής 
λύσης του προβλήµατος που περιγράφουν οι Εξ. (A.3), (A.7) και (A.9) καθώς µειώνεται το ∆t, 
χρησιµοποιώντας 3 αριθµητικά σχήµατα για τη χρονική ολοκλήρωση (Euler, SSPRK2, SSPRK3). Για 
κάθε σχήµα φαίνεται η µέση παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας ως προς ∆t, p, η οποία προκύπτει από 
προσαρµογή της αντίστοιχης οµάδας δεδοµένων σε καµπύλη µε µορφή c1∆tp. Παράµετροι επίλυσης: 
υπολογιστικό χωρίο [0,1]x[0.1,1.1], a=0.5, b=0.4, ∆x=∆y=0.00625, t=0.25.  
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A.5.2 Επαλήθευση κώδικα επίλυσης της εξίσωσης Eikonal 
 
Οι µέθοδοι επίλυσης της εξίσωσης Eikonal περιγράφονται στο Κεφ. 7 και είναι τρεις: α) 
ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR (§7.2), β) Godunov/NR (§7.3) και γ) Godunov/ΤΒ (§7.4). 
 
A.5.2.1 Επαλήθευση κώδικα της µεθόδου ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR 
 

Η διαφορική εξίσωση µερικών παραγώγων που επιλύεται µε τη µέθοδο 
ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR είναι η 

 
2( ) ( ) ( ),  ( ) 0,  

( ) ( ),  ,  
u ε u f f Ω

u g Γ Γ Ω

⎧ ⎫∇ − ∇ = > ∈⎪ ⎪
⎨ ⎬

= ∈ ⊂⎪ ⎪⎩ ⎭

x x x x x
x x x

.    (Α.10) 

 
Ο κώδικας επίλυσης είναι σε γλώσσα προγραµµατισµού FORTRAN. Η αριθµητική 

επίλυση γίνεται σε δύο διαστάσεις, συνεπώς τα µέτρα διακριτοποίησης είναι τα ∆x και ∆y. Το 
a priori σφάλµα στην αριθµητική λύση, όταν ∆x=∆y είναι  

 
( ) ( )nE ∆x Ο ∆x= ,        (A.11) 

 
όπου n η θεωρητική τάξη ακρίβειας της αριθµητικής λύσης της Εξ. (A.10), η οποία είναι ίση 
µε k+1, όπου k ο βαθµός των πολυωνύµων των συναρτήσεων βάσης [Reddy (1993), σ. 203,  
Zienkievicz & Taylor (1994), σ. 37]. Έτσι, είναι n=2, όταν χρησιµοποιούνται γραµµικές 
συναρτήσεις βάσης, και n=3, όταν χρησιµοποιούνται διωνυµικές συναρτήσεις βάσης. 
 Η κατασκευασµένη λύση που προτείνεται είναι η 
 

( , ) sinU x y x y= ,        (A.12) 
 
η οποία ακολουθεί τις οδηγίες της §A.4.3 και αποτελεί τη λύση του προβλήµατος της Εξ. 
(A.10) όταν  
 

( )( ) ( )22 2

3/ 2

4 1 cos 1 4 1 sin
( , )

42

x y x y
f x y ε

xx

− + −
= + ,    (A.13) 

 
Το χωρίο επίλυσης είναι το Ω=[1,2]x[2,3] και επιβάλλονται συνοριακές συνθήκες 

Dirichlet στο Γ=∂Ω, οι οποίες υπολογίζονται από την Εξ. (A.12). Επιλύονται δύο 
προβλήµατα µε διαφορετική τιµή της παραµέτρου ε της Εξ. (A.10). Στον Πίνακα A.III 
φαίνεται η απόκλιση της αριθµητικής λύσης, u, από την πραγµατική, ureal, [η οποία 
προκύπτει από την Εξ. (Α.12)], καθώς µειώνεται το ∆x=∆y. Στον ίδιο πίνακα φαίνεται και η 
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παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας. Στο Σχήµα Α.3 παριστάνονται γραφικά τα αποτελέσµατα 
του Πίνακα Α.ΙΙΙ. 
 
Πίνακας A.IΙI Το σφάλµα (||u – ureal||2/||ureal||2) και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της αριθµητικής 
λύσης του προβλήµατος που περιγράφουν οι Εξ. (A.10) και (A.13) καθώς µειώνεται το ∆x=∆y, 
χρησιµοποιώντας γραµµικές και διωνυµικές συναρτήσεις βάσης για δύο τιµές της παραµέτρου ε (0 
και 0.1). Παράµετροι επίλυσης: υπολογιστικό χωρίο Ω=[1,2]x[2,3] και συνοριακές συνθήκες 
Dirichlet στο ∂Ω από την Εξ. (A.12). 
 

Γραµµικές 
συναρτήσεις βάσης 

(ε=0) 

∆ιωνυµικές  
συναρτήσεις βάσης 

(ε=0) 

 
∆x=∆y 

Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.5 4.69E-02  3.33E-02  

0.25 1.33E-02 1.82 9.52E-03 1.81 
0.125 3.58E-03 1.89 2.64E-03 1.85 

0.0625 9.42E-04 1.93 7.02E-04 1.91 
0.03125 2.42E-04 1.96 2.45E-04 1.52 

Γραµµικές 
συναρτήσεις βάσης 

(ε=0.1)  

∆ιωνυµικές 
συναρτήσεις βάσης 

(ε=0.1) 

 
∆x=∆y 

Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.5 8.32E-03  4.76E-03  

0.25 1.87E-03 2.15 6.06E-04 2.97 
0.125 4.86E-04 1.95 5.05E-05 3.59 

0.0625 1.26E-04 1.94 3.60E-06 3.81 
0.03125 3.26E-05 1.96 4.52E-07 2.99 

 

∆x=∆y
0.01 0.1 1

σφ
άλ

µα

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

γραµµικές σ.β., ε=0 
διωνυµικές σ.β., =0
γραµµικές σ.β., ε=0.1 
διωνυµικές σ.β., ε=0.1 

1.90

1.79

1.98

3.41

 
Σχήµα A.3 Το σφάλµα (||u – ureal||2/||ureal||2) και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της αριθµητικής 
λύσης του προβλήµατος που περιγράφουν οι Εξ. (A.10) και (A.13) καθώς µειώνεται το ∆x=∆y, για 
δύο τιµές του συντελεστή ε (0 και 0.1). Χρησιµοποιείται η µέθοδος EIO/Galerkin-ΠΣ/NR, µε 
γραµµικές και διωνυµικές συναρτήσεις βάσης (σ.β). Για κάθε σχήµα φαίνεται η µέση παρατηρούµενη 
τάξη ακρίβειας ως προς ∆x=∆y, p, η οποία προκύπτει από προσαρµογή της αντίστοιχης οµάδας 
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δεδοµένων σε καµπύλη µε µορφή c1∆xp. Παράµετροι επίλυσης: υπολογιστικό χωρίο Ω=[1,2]x[2,3] 
και συνοριακές συνθήκες Dirichlet στο ∂Ω από την Εξ. (A.12). 
 

Η θεωρητική τάξη ακρίβειας τόσο για τις γραµµικές, όσο και για τις διωνυµικές 
συναρτήσεις βάσης, επιβεβαιώνεται µόνο για το πρόβληµα όπου ε=0.1. Όταν ε=0, τόσο η 
προσέγγιση µε γραµµικές, όσο και αυτή µε διωνυµικές εµφανίζουν την ίδια παρατηρούµενη 
τάξη ακρίβειας. Για το πρόβληµα µε ε=0, η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας συµφωνεί µε τη 
θεωρητική για τις γραµµικές συναρτήσεις βάσης και είναι µικρότερη από τη θεωρητική για 
τις διωνυµικές συναρτήσεις βάσης. 

Λόγω αυτής της ασυµφωνίας θεωρητικής και παρατηρούµενης τάξης ακρίβειας για 
τις διωνυµικές συναρτήσεις βάσης (για ε=0), δοκιµάζεται µια ακόµη κατασκευασµένη λύση:  
 

( , ) sinxU x y e y= .        (A.14) 
 

Η παρατηρούµενη τάξης ακρίβειας είναι ίδια είναι αυτή που περιγράφεται στον 
Πίνακα A.III και στο Σχήµα Α.3 και για την κατασκευασµένη λύση της Εξ. (Α.14). 

Όταν ε=0, το πρόβληµα που περιγράφει η Εξ. (A.10) είναι υπερβολικό (§5.6) µε 
πρώτης τάξης µερικές παραγώγους. Οι Strang και Fix εξηγούν τη µείωση της θεωρητικής 
τάξης ακρίβειας για υπερβολικά προβλήµατα πρώτης τάξης [Strang & Fix (1973), σ. 255]. 
Αναφέρουν ότι η θεωρητική τάξη ακρίβειας είναι n=k (k ο βαθµός των πολυωνύµων των 
συναρτήσεων βάσης) και ότι οι γραµµικές συναρτήσεις βάσης αποτελούν εξαίρεση, υπό την 
έννοια ότι για αυτές εξακολουθεί να ισχύει ότι η θεωρητική τάξη είναι n=k+1. Συνεπώς, τα 
αποτελέσµατα του Πίνακα A.III επαληθεύουν τον κώδικα επίλυσης της Εξ. (A.10) µε τη 
µέθοδο EIO/Galerkin-ΠΣ/NR. 

Στα προβλήµατα που αντιµετωπίζονται στην §7.2 µε τη µέθοδο EIO/Galerkin-
ΠΣ/NR, αναζητείται λύση της Εξ. (Α.10) καθώς ε→0. Συνεπώς πρακτικά, η θεωρητική τάξη 
ακρίβειας για αυτά τα προβλήµατα είναι n=2, είτε χρησιµοποιούνται γραµµικές, είτε 
χρησιµοποιούνται διωνυµικές συναρτήσεις βάσης. 
 
 
A.5.2.2 Επαλήθευση κώδικα της µεθόδου Godunov/NR 
 

Η διαφορική εξίσωση µερικών παραγώγων που επιλύεται µε τη µέθοδο  
Godunov/NR είναι η 

 

( ) ( ),  ( ) 0,  
( ) ( ),  ,  
u f f Ω

u g Γ Γ Ω
⎧∇ = > ∈ ⎫⎪
⎨

= ∈ ⊂⎪ ⎪⎩ ⎭

x x x x
x x x

⎪
⎬ .      (Α.15) 
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Ο κώδικας επίλυσης είναι σε γλώσσα προγραµµατισµού C++. Η αριθµητική επίλυση 
γίνεται σε δύο διαστάσεις, συνεπώς τα µέτρα διακριτοποίησης είναι τα ∆x και ∆y. Το a priori 
σφάλµα στην αριθµητική λύση, όταν ∆x=∆y είναι  

 
( ) ( )nE ∆x Ο ∆x= ,        (A.16) 

 
όπου n η θεωρητική τάξη ακρίβειας της αριθµητικής λύσης της Εξ. (A.15), η οποία είναι ίση 
µε την τάξη προσέγγισης της µερικής παραγώγου ως προς x (y). Για το αριθµητικό σχήµα 
που χρησιµοποιείται [Εξ. (6.17) και Εξ. (6.13) – (6.16)] είναι n=1.  
 Η κατασκευασµένη λύση που προτείνεται είναι η ίδια µε αυτή που χρησιµοποιείται 
για την επαλήθευση του κώδικα της µεθόδου ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR, 
 

( , ) sin( )U x y x y= ,        (A.17) 
 
η οποία ακολουθεί τις οδηγίες της §A.4.3 και αποτελεί τη λύση του προβλήµατος της Εξ. 
(A.15) όταν  
 

( )( )224 1 cos
( , )

2

x y
f x y

x

− +
=

1
,      (A.18) 

 
Το χωρίο επίλυσης είναι το Ω=[1,2]x[2,3] και επιβάλλονται συνοριακές συνθήκες 

Dirichlet στο Γ=∂Ω, οι οποίες υπολογίζονται από την Εξ. (A.17). Στον Πίνακα A.IV φαίνεται 
η απόκλιση της αριθµητικής λύσης, u, από την πραγµατική, ureal, της Εξ. (Α.15), καθώς 
µειώνεται το ∆x=∆y. Στον ίδιο πίνακα φαίνεται και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας, η 
οποία τείνει προς την θεωρητική καθώς µειώνεται το ∆x=∆y. 
 
Πίνακας A.IV Το σφάλµα (||u – ureal||2/||ureal||2) και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της αριθµητικής 
λύσης του προβλήµατος που περιγράφουν οι Εξ. (A.15) και (A.18) καθώς µειώνεται το ∆x=∆y. 
Χρησιµοποιείται η µέθοδος Godunov/NR µε αριθµητικό σχήµα που περιγράφουν [Εξ. (7.18) και Εξ. 
(7.14) – (7.17)]. Παράµετροι επίλυσης: υπολογιστικό χωρίο Ω=[1,2]x[2,3] και συνοριακές συνθήκες 
Dirichlet στο ∂Ω από την Εξ. (A.17). 
 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη 
0.5 2.58E-02  

0.25 2.74E-02 -0.09 
0.125 1.91E-02 0.52 

0.0625 1.12E-02 0.77 
0.03125 6.09E-03 0.88 

0.015625 3.17E-03 0.94 
0.0078125 1.62E-03 0.97 

0.00390625 8.17E-04 0.99 
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A.5.2.3 Επαλήθευση κώδικα της µεθόδου Godunov/ΤΒ 
 

Η διαφορική εξίσωση µερικών παραγώγων που επιλύεται µε τη µέθοδο  
Godunov/TB είναι η Εξ. (Α.15) µε δεύτερο µέλος όπως δίδεται από την Εξ. (Α.18). Η 
κατασκευασµένη λύση είναι αυτή που χρησιµοποιείται και στις δύο άλλες προσεγγίσεις 
επίλυσης της εξίσωσης Eikonal (ΕΙΟ/Galerkin-ΠΣ/NR και Godunov/NR). Ο κώδικας 
επίλυσης είναι σε γλώσσα προγραµµατισµού C++. 

Το σχήµα Godunov που χρησιµοποιείται στη µέθοδο Godunov/TB είναι 1ης τάξης και 
περιγράφεται από τις Εξ. (7.18) και (7.14) – (7.17). Στον Πίνακα A.V φαίνεται η απόκλιση 
της αριθµητικής λύσης, u, από την πραγµατική, ureal, της Εξ. (Α.15), καθώς µειώνεται το 
∆x=∆y. Στον ίδιο πίνακα φαίνεται και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας, η οποία τείνει προς 
την θεωρητική καθώς µειώνεται το ∆x=∆y. Τα αποτελέσµατα είναι ακριβώς ίδια µε τον 
Πίνακα A.IV, αφού χρησιµοποιείται το ίδιο αριθµητικό σχήµα. Αυτό που αλλάζει στις δύο 
µεθόδους είναι ο τρόπος επίλυσης: µε τη µέθοδο Godunov/NR (§7.3), η εξίσωση Eikonal 
επιλύεται επαναληπτικά, ενώ µε τη µέθοδο Godunov/ΤΒ (§7.4), επιλύεται χωρίς 
επαναληπτική διαδικασία. Ο µόνος πιθανός λόγος για να υπάρχει διαφορά στα αποτελέσµατα 
των δύο µεθόδων είναι να είναι σηµαντικά τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης µε τη µέθοδο 
Godunov/NR. Από τον Πίνακα A.V, φαίνεται ότι τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης όταν η 
µέθοδος Godunov/NR χρησιµοποιείται δεν είναι σηµαντικά. 
 
Πίνακας A.V Το σφάλµα (||u – ureal||2/||ureal||2) και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της αριθµητικής 
λύσης του προβλήµατος που περιγράφουν οι Εξ. (A.15) και (A.18) καθώς µειώνεται το ∆x=∆y. 
Χρησιµοποιείται η µέθοδος Godunov/TB και πιο συγκεκριµένα το αριθµητικό σχήµα που 
περιγράφουν οι Εξ. (7.18) και (7.14) – (7.17) που είναι 1ης τάξης. Παράµετροι επίλυσης: 
υπολογιστικό χωρίο Ω=[1,2]x[2,3] και συνοριακές συνθήκες Dirichlet στο ∂Ω από την Εξ. (A.17). 
 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη 
0.5 2.58E-02  

0.25 2.74E-02 -0.09 
0.125 1.91E-02 0.52 

0.0625 1.12E-02 0.77 
0.03125 6.09E-03 0.88 

0.015625 3.17E-03 0.94 
0.0078125 1.62E-03 0.97 

0.00390625 8.17E-04 0.99 
 
 
A.5.3 Επαλήθευση κώδικα επίλυσης της εξίσωσης προεκβολής της ταχύτητας του 
συνόρου 
 

Η διαφορική εξίσωση µερικών παραγώγων που επιλύεται είναι η 
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( ) ( ) 0,  
( ) ( ),  ,  mb

u F Ω
F F Γ Γ Ω
∇ ⋅∇ = ∈⎧
⎨ = ∈ ⊂⎩ ⎭

x x x
x x x

⎫
⎬ ,      (Α.19) 

 
όπου u είναι η συνάρτηση ισοϋψών, Fmb είναι η ταχύτητα του συνόρου Γ και F είναι η 
προεκβολή της ταχύτητας του συνόρου Γ στο υπολογιστικό χωρίο Ω. 

Ο κώδικας επίλυσης είναι σε γλώσσα προγραµµατισµού C++. Η αριθµητική επίλυση 
γίνεται σε δύο διαστάσεις, συνεπώς τα µέτρα διακριτοποίησης είναι τα ∆x και ∆y. Το a priori 
σφάλµα στην αριθµητική λύση, όταν ∆x=∆y είναι  
 

( ) ( )nE ∆x Ο ∆x= ,        (A.20) 
 

όπου n η θεωρητική τάξη ακρίβειας της αριθµητικής λύσης της Εξ. (A.19), η οποία είναι ίση 
µε την τάξη προσέγγισης των µερικών παραγώγων ως προς x (y). Για την επίλυση 
χρησιµοποιείται η µέθοδος ταχυ-βηµατισµού (§8.3) µε αριθµητικό σχήµα διακριτοποίησης 
αυτό των Εξ. (7.18) και Εξ. (7.14) – (7.17). Εποµένως είναι n=1. 
 
Πίνακας A.VI Το σφάλµα (||F – Freal||2/||Freal||2) και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της αριθµητικής 
λύσης του προβλήµατος που περιγράφουν οι Εξ. (A.19) και (A.22) καθώς µειώνεται το ∆x=∆y. 
Χρησιµοποιείται η µέθοδος Godunov/NR µε αριθµητικό σχήµα που περιγράφουν [Εξ. (7.18) και Εξ. 
(7.14) – (7.17)]. Παράµετροι επίλυσης: υπολογιστικό χωρίο Ω=[1,2]x[0,1] και συνοριακές συνθήκες 
Dirichlet στο ∂Ω από την Εξ. (A.21). 
 

∆x=∆y Σφάλµα Τάξη 
0.0625 3.89E-03  

0.03125 2.80E-03 0.48 
0.015625 1.67E-03 0.75 

0.0078125 9.13E-04 0.87 
0.00390625 4.79E-04 0.93 

0.001953125 2.46E-04 0.96 
 
 

Η κατασκευασµένη λύση που προτείνεται είναι η, 
 

( , ) cosxF x y e y= ,        (A.21) 
 
η οποία ακολουθεί τις οδηγίες της §A.4.3 και αποτελεί τη λύση του προβλήµατος της Εξ. 
(A.19) όταν η συνάρτηση ισοϋψών είναι 
 

( , ) sinxu x y e y= .        (A.22) 
 

Το χωρίο επίλυσης είναι το Ω=[1,2]x[0,1] και επιβάλλονται συνοριακές συνθήκες 
Dirichlet στο Γ=∂Ω, οι οποίες υπολογίζονται από την Εξ. (A.21). Στον Πίνακα A.VI φαίνεται 
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η απόκλιση της αριθµητικής λύσης, F, από την πραγµατική, Freal, της Εξ. (Α.19), καθώς 
µειώνεται το ∆x=∆y. Στον ίδιο πίνακα φαίνεται και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας, η 
οποία τείνει προς την θεωρητική καθώς µειώνεται το ∆x=∆y. 
 
 
A.5.4 Επαλήθευση κώδικα επίλυσης της ολοκληρωτικής εξίσωσης Fredholm 2ου είδους 
 

Η ολοκληρωτική εξίσωση που επιλύεται µε τις µεθόδους Nystrom και ταξιθεσίας 
είναι η 

 

( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

u s h s λ K s s u s ds′ ′= + ∫ ′       (Α.23) 

 
και χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της τοπικής ροής στο εσωτερικό δοµών (Κεφ. 2). Ο 
κώδικας επίλυσης είναι σε γλώσσα προγραµµατισµού C++.  

Στη µέθοδο ταξιθεσίας χρησιµοποιούνται γραµµικές συναρτήσεις βάσης και η 
θεωρητική τάξη ακρίβειας είναι n=2 [Kress (1989), σ. 191]. 

Ο κανόνας ολοκλήρωσης που χρησιµοποιείται στη µέθοδο Nystrom είναι η µέθοδος 
Gauss και για αυτό δεν υπάρχει απλός τρόπος για την εκτίµηση του σφάλµατος [Press et al. 
(1997), σ. 793] και συνεπώς για τον υπολογισµό της θεωρητικής τάξης ακρίβειας. Εποµένως, 
για την επαλήθευση του σχετικού κώδικα, δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί το µέτρο ελέγχου 
συµφωνίας παρατηρούµενης και θεωρητικής τάξης ακρίβειας της αριθµητικής λύσης. 
 Ωστόσο, η µέθοδος ολοκλήρωσης Gauss είναι απόλυτα ακριβής όταν η προς 
ολοκλήρωση συνάρτηση είναι πολυώνυµο βαθµού 2N – 1, όπου N είναι το πλήθος των 
σηµείων Gauss. Έτσι, αν το γινόµενο Κ(s´,s)u(s´) είναι πολυώνυµο k βαθµού, τότε αρκούν 
(k+1)/2 σηµεία Gauss για να είναι απόλυτα η µέθοδος ολοκλήρωσης Gauss και συνεπώς η 
µέθοδος Nystrom. Στη συνέχεια εξετάζεται, σε τρία παραδείγµατα, αν στην πράξη αρκούν 
(k+1)/2 σηµεία Gauss για να είναι η µέθοδος Nystrom απόλυτα ακριβής και υπολογίζεται η 
παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας για τη µέθοδο ταξιθεσίας (µε γραµµικές συναρτήσεις βάσης). 
 
Α) Έστω , , a=0 και b=4. Είναι ( , )K s s s s′ ′= + 2( ) ( 2) 1u s s′ ′= − +

 
3 2( , ) ( ) ( 4) (5 4 ) 5K s s u s s s s s s s′ ′ ′ ′ ′= + − + − + ,    (Α.24) 

 
δηλαδή πολυώνυµο 3ου βαθµού. Η u(s) είναι λύση της Εξ (Α.23) όταν 
 

23 4 (7 3) 56 15( )
3

s s λ λh s + + − +
= .      (Α.25) 
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Το γινόµενο Κ(s´,s)u(s´) είναι πολυώνυµο 3ου βαθµού, εποµένως για ≥ 2=(3+1)/2 σηµεία 
Gauss, η µέθοδος Nystrom θα πρέπει να είναι απόλυτα ακριβής. 
 
Β) Έστω , , a=0 και b=4. Είναι 3( , )K s s s s′ ′= + 2( ) ( 2) 1u s s′ ′= − +

5 4 3 2 2( , ) ( ) 4 5 4 5K s s u s s s s ss ss s′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + + − + ,    (Α.26) 
 
δηλαδή πολυώνυµο 5ου βαθµού. Η u(s) είναι λύση της Εξ (Α.23) όταν 
 

215 20 (7 3) 2752 75( )
15

s s λ λh s − + − +
= .     (Α.27) 

 
Το γινόµενο Κ(s´,s)u(s´) είναι πολυώνυµο 5ου βαθµού, εποµένως για ≥ 3=(5+1)/2 σηµεία 
Gauss, η µέθοδος Nystrom θα πρέπει να είναι απόλυτα ακριβής. 
 

Γ) Έστω , 3( , )K s s s s′ ′= +

2

2

3( 2) 1, 0
2

3 5( ) 2,
2 2
5( 2) 1, 4
2

s s

u s s

s s

⎧ ⎫′ − + ≤ <⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪′ = ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪′ − + < ≤⎪ ⎪⎩ ⎭

< < , a=0 και b=4. Είναι 

 

5 4 3 2 2

3

5 4 3 2 2

34 5 4 5 , 0
2

3 5( , ) ( ) 2 2 ,
2 2
54 5 4 5 , 4
2

s s s ss ss s s

K s s u s s s s

s s s ss ss s s

⎧ ⎫′ ′ ′ ′ ′− + + − + ≤ ≤⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪′ ′ ′= + < <⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪′ ′ ′ ′ ′− + + − + ≤ ≤⎪ ⎪⎩ ⎭

,  (Α.28) 

 
δηλαδή πολυώνυµο 3ου βαθµού σε ένα διάστηµα και 5ου στο υπόλοιπο. Η u(s) είναι λύση της 
Εξ (Α.23) όταν 

 
2

2

40 10 (41 16) 7649 200 3, 0
40 2

410 7649 80 3 5( ) ,
40 2 2

40 10 (41 16) 7649 200 5, 4
40 2

s s λ λ s

λs λh s s

s s λ λ s

⎧ ⎫− + − +
≤ ≤⎪ ⎪

⎪ ⎪
+ −⎪ ⎪= − < <⎨ ⎬

⎪ ⎪
⎪ ⎪− + − +

≤ ≤⎪ ⎪
⎩ ⎭

   (Α.29) 
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Το γινόµενο Κ(s´,s)u(s´) είναι πολυώνυµο  3ου βαθµού σε ένα διάστηµα και 5ου στο υπόλοιπο,  
εποµένως για ≥ 3=(5+1)/2 σηµεία Gauss, η µέθοδος Nystrom θα πρέπει να είναι απόλυτα 
ακριβής. Σηµειώνεται ότι αυτή την περίπτωση η λύση δεν είναι συνεχής. 
 

Στο Σχήµα Α.4 φαίνεται το σφάλµα της αριθµητικής λύσης χρησιµοποιώντας τη 
µέθοδο Nystrom, όταν λ=1 για κάθε ένα από τα παραδείγµατα συναρτήσει του πλήθους 
σηµείων Gauss. Για ≥ 2 [παράδειγµα (Α)], για ≥ 3 [παράδειγµα (Β)] και ≥ 3 σηµεία Gauss 
[παράδειγµα (Γ)], η µέθοδος Nystrom είναι πράγµατι απόλυτα ακριβής. 

 

πλήθος σηµείων Gauss
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

10-16

10-14

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100
παράδειγµα (A)
παράδειγµα (B)
παράδειγµα (Γ)

 
Σχήµα Α.4 Το σφάλµα (||u – ureal||2/||ureal||2) της αριθµητικής λύσης του προβλήµατος που περιγράφει η 
Εξ. (A.23) καθώς αυξάνεται το πλήθος των σηµείων Gauss, όταν χρησιµοποιείται η µέθοδος Nystrom 
(µε κανόνα ολοκλήρωσης Gauss) για τα τρία παραδείγµατα που περιγράφονται παραπάνω. 
 
Πίνακας A.VII Το σφάλµα (||u – ureal||2/||ureal||2) και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της αριθµητικής 
λύσης του προβλήµατος που περιγράφει η Εξ. (A.23) καθώς µειώνεται το ∆s, όταν χρησιµοποιείται η 
µέθοδος ταξιθεσίας (µε γραµµικές συναρτήσεις βάσης) για τα τρία παραδείγµατα που περιγράφονται 
παραπάνω. 
 

 παράδειγµα (Α) παράδειγµα (Β) παράδειγµα (Γ) 
∆s Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη Σφάλµα Τάξη 
0.5 1.42E-02  1.37E-02  2.20E-02  

0.25 3.81E-03 1.90 3.69E-03 1.90 1.35E-02 0.70 
0.125 9.89E-04 1.95 9.57E-04 1.94 7.52E-03 0.85 

0.0625 2.52E-04 1.97 2.44E-04 1.97 3.97E-03 0.92 
0.03125 6.37E-05 1.99 6.16E-05 1.99 2.04E-03 0.96 

0.015625 1.60E-05 1.99 1.55E-05 1.99 1.03E-03 0.98 
0.0078125 4.01E-06 2.00 3.88E-06 2.00 5.20E-04 0.99 

0.00390625 1.00E-06 2.00 9.72E-07 2.00 2.61E-04 1.00 
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Στον Πίνακα Α.VII φαίνεται το σφάλµα και η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της 
αριθµητικής λύσης της Εξ. (A.23) καθώς µειώνεται το ∆s, όταν λ=1 χρησιµοποιώντας τη 
µέθοδο ταξιθεσίας (µε γραµµικές συναρτήσεις βάσης). Στα δύο παραδείγµατα [(Α) και (Β)] η 
παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας συµφωνεί µε τη θεωρητική. Στο παράδειγµα (Γ) η 
παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας είναι µικρότερη από τη θεωρητική διότι η λύση δεν είναι 
συνεχής. 

 
 
A.6 Αξιολόγηση 
 

Η επαλήθευση κώδικα είναι αναγκαία ειδικά σε σύνθετα προβλήµατα και αρχικά 
απαιτεί την ανάλυση του προβλήµατος σε επιµέρους. Για παράδειγµα, κατά την 
προσοµοίωση εξέλιξης τοπογραφίας δοµών µε εγχάραξη σε αντιδραστήρα πλάσµατος, το 
πρόβληµα µπορεί να αναλυθεί καταρχήν σε τρία υπο-προβλήµατα, τη µεταφορά µάζας µέσα 
σε δοµές, τις επιφανειακές διεργασίες και τη µετακίνηση της εγχαρασσόµενης επιφάνειας. 
Ακολουθεί ανάλυση του µαθηµατικού µοντέλου κάθε υπο-προβλήµατος. Για παράδειγµα, η 
µετακίνηση συνόρου µε τη µέθοδο των ισοϋψών περικλείει 4 διαφορετικά αριθµητικά 
προβλήµατα [εξίσωση ισοϋψών (Κεφ. 6), εξίσωση Eikonal (Κεφ. 7), εύρεση ισοϋψούς (Κεφ. 
8), προεκβολή ταχύτητας συνόρου (Κεφ. 9)]. Η επαλήθευση κώδικα πρέπει να γίνει για κάθε 
αριθµητικό πρόβληµα χωριστά.  

Στην εργασία γίνεται επαλήθευση του κώδικα για κάθε αριθµητικό πρόβληµα 
(υπολογιστικά προβλήµατα µεθόδου ισοϋψών, πρόβληµα υπολογισµού τοπικής ροής στο 
εσωτερικό δοµής). Η επαλήθευση για όλα τα προβλήµατα εκτός από αυτό της εύρεσης 
ισοϋψούς συνάρτησης περιέχεται στην §Α.5. Η επαλήθευση για το πρόβληµα υπολογισµού 
της ισοϋψούς βρίσκεται στο Παράρτηµα ∆, όπου και περιγράφονται τα ζεύγη µεθόδων 
Runge-Kutta που χρησιµοποιούνται. 

Η επαλήθευση κώδικα είναι το πρώτο βήµα στη διαδικασία ποσοτικοποίησης της 
αβεβαιότητας των υπολογισµών. Ακολουθούν και οφείλουν να γίνουν η επαλήθευση 
υπολογισµών και η ΕΜΜ µε το ίδιο συστηµατική µεθοδολογία. Στην παρούσα φάση, η 
επαλήθευση υπολογισµών γίνεται διαπιστώνοντας ότι περαιτέρω µείωση των µέτρων 
διακριτοποίησης δεν διαφοροποιεί την αριθµητική λύση. Η ΕΜΜ γίνεται µε σύγκριση των 
αποτελεσµάτων του κώδικα µε πειραµατικές µετρήσεις. 

Τέλος, ο στόχος για την ΕΥΜ είναι οι αριθµητικοί υπολογισµοί να γίνουν «φορέας» 
φυσικής πληροφορίας που δεν θα την «αλλοιώνει», ή ακόµη κι αν αυτό συµβαίνει να είναι 
γνωστή η «αλλοίωση» που προκαλεί. Αφού ολοκληρωθεί η ΕΥΜ, µε την ΕΜΜ είναι δυνατό να 
γίνει συστηµατική αξιολόγηση των επιλεγµένων µαθηµατικών µοντέλων.    
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Παράρτημα B 

 

 

 

 
 

Βασικές έννοιες αριθμητικών σχημάτων 

 

 

 

 

 

 
Η έννοια του σφάλµατος είναι αναπόσπαστη κάθε αριθµητικού υπολογισµού. Στις επόµενες 
παραγράφους περιγράφονται βασικές έννοιες της αριθµητικής ανάλυσης που σχετίζονται µε το 
σφάλµα, όπως η συνέπεια, η ευστάθεια και η σύγκλιση αριθµητικού σχήµατος. ∆ιαχωρίζεται η 
έννοια του σφάλµατος αποκοπής από το σφάλµα της αριθµητικής λύσης (σφάλµα 
διακριτοποίησης) και σηµειώνεται η σιωπηρή συσχέτιση των δύο αυτών σφαλµάτων. Η 
θεωρητική και παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της αριθµητικής λύσης αποτελούν έννοιες 
χρήσιµες στην επαλήθευση κώδικα (Παράρτηµα Α). Μέσα από παραδείγµατα περιγράφεται ο 
τρόπος υπολογισµού της θεωρητικής τάξης ακρίβειας αριθµητικής λύσης. 
 
 
 
 
 



Β.1 Βασικές ιδιότητες αριθµητικών σχηµάτων 
 
Για την αριθµητική επίλυση µιας διαφορικής εξίσωσης µερικών παραγώγων (∆ΕΜΠ) 

µε τη µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών, απαιτείται η ανάπτυξη κατάλληλου αριθµητικού 
σχήµατος που µετατρέπει τη ∆ΕΜΠ σε εξίσωση πεπερασµένων διαφορών (ΕΠ∆). Οι τρεις 
βασικές ιδιότητες των σχηµάτων πεπερασµένων διαφορώνℜ είναι [Μαρκάτος & 
Ασηµακόπουλος (1995), σ. 45-49]: 
 
α) Συνέπεια (consistency): Ένα σχήµα πεπερασµένων διαφορών είναι συνεπές µε τη ∆ΕΜΠ 
όταν 

 

0
lim( ) 0

ih
∆ΕΜΠ ΕΠ∆

→
− = ,       (B.1) 

 
όπου hi τα µέτρα διακριτοποίησης (π.χ. ∆x, ∆t). 
 
β) Ευστάθεια (stability): Ένα σχήµα πεπερασµένων διαφορών είναι ευσταθές όταν τα 
σφάλµατα οποιασδήποτε προέλευσης δεν αυξάνουν κατά τη διάρκεια µιας ακολουθίας 
αριθµητικών υπολογισµών. Σε ένα ασταθές σχήµα τα σφάλµατα που προκύπτουν σε κάποιο 
στάδιο της µεθόδου αυξάνονται ανεξέλεγκτα και οδηγούν είτε σε µη ρεαλιστικά 
αποτελέσµατα, είτε στη δηµιουργία αριθµών έξω από τα όρια του υπολογιστή (overflow 
errors). Ένα σχήµα που παρουσιάζει ευστάθεια για κάθε τιµή των µέτρων διακριτοποίησης 
(π.χ. ∆x, ∆t) ονοµάζεται ευσταθές άνευ όρων. Αν το σχήµα δεν είναι ευσταθές άνευ όρων, 
τότε ενδιαφέρει η ανεύρεση των συνθηκών εκείνων που πρέπει να πληρούν τα µέτρα 
διακριτοποίησης (π.χ. ∆x, ∆t) ώστε το σχήµα να είναι ευσταθές. 
 
γ) Σύγκλιση: Ένα σχήµα πεπερασµένων διαφορών συγκλίνει όταν η ακολουθία των 
αριθµητικών λύσεων που προκύπτουν για συνεχώς µειούµενα µέτρα διακριτοποίησης (π.χ 
∆x, ∆t) τείνει στην πραγµατική λύση της εξίσωσης µερικών παραγώγων. 
 

∆εν πρέπει να συγχέεται η συνέπεια µε τη σύγκλιση, καθώς η πρώτη εξετάζει τη 
σχέση µεταξύ εξισώσεων (∆ΕΜΠ και ΕΠ∆), ενώ η δεύτερη εξετάζει τη σχέση µεταξύ των 
λύσεων. 

Η σχέση µεταξύ συνέπειας, ευστάθειας και σύγκλισης εκφράζεται µε το θεώρηµα του 
Lax: «Η ευστάθεια αποτελεί την ικανή και αναγκαία συνθήκη για τη σύγκλιση ενός συνεπούς 
αριθµητικού σχήµατος». 

Αν και το θεώρηµα του Lax αποδεικνύεται για καλώς τοποθετηµένα γραµµικά 
προβλήµατα ∆ΕΜΠ, µπορεί να θεωρηθεί σαν ένας εµπειρικός κανόνας ακόµη και για µη 
γραµµικά προβλήµατα [Oberkampf & Trucano (2002)].  

                                                 
ℜ και κατ’ αντιστοιχία κάθε είδους αριθµητικού σχήµατος (π.χ. πεπερασµένων στοιχείων).  
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Β.2 Τάξη ακρίβειας προσέγγισης συνάρτησης 
 

Έστω συνάρτηση f(h) που προσεγγίζεται από τη συνάρτηση p(h) και ότι υπάρχει µια 
πραγµατική σταθερά Μ>0 και ένας θετικός ακέραιος n τέτοιος ώστε 

 
( ) ( )

n

f h p h
M

h
−

≤         (B.2) 

 
για αρκετά µικρό h. Τότε γράφουµε [Παπαγεωργίου & Τσίτουρας (2000), σ. 83-84] 
 
 ( ) ( ) ( )nf h p h O h= +         (B.3) 
 
και λέµε ότι η p(h) προσεγγίζει την f(h) µε τάξη προσέγγισης O(hn), ή µε τάξη ακρίβειας n. Η 
ποσότητα Μ|hn| αποτελεί φράγµα του σφάλµατος. 

Για την τάξη προσέγγισης ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες: 
 

Ο(hm) + O(hn) = O(hr), r = min{ m , n }  και     (B.4) 
 

Ο(hm) O(hn) = O(hs), s = m + n.      (B.5) 
 
 
Β.3 Είδη σφαλµάτων 
 

Ο όρος σφάλµα (error) χρησιµοποιείται στο πλαίσιο αριθµητικών υπολογισµών για 
να δηλώσει απόκλιση ή διαφορά τιµών. ∆ιαχωρίζεται από τον όρο λάθος (mistake) ο οποίος 
δηλώνει λάθη κωδικοποίησης (Παράρτηµα A). Το σφάλµα µπορεί να είναι αποκοπής, 
στρογγυλοποίησης ή διακριτοποίησης. 
 
 
Β.3.1 Σφάλµα αποκοπής 
 

Γενικά, το σφάλµα αποκοπής (truncation error) µπορεί να προσδιοριστεί µε τη 
βοήθεια της σειράς και του πολυωνύµου Taylor . Έστω συνάρτηση f(x) ∈ C∞ στο [a, b] 
αναλυτική στο σηµείο x0 ∈ [a, b],ℜ δηλαδή  

 
2

( )
0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

2! !

p
ph hf x h f x hf x f x f x

p
′ ′′+ = + + + + +   (B.6) 

                                                 
ℜ µια συνάρτηση f(x) λέγεται αναλυτική στο x0, όταν η αντίστοιχη σειρά Taylor συγκλίνει στην f στη γειτονιά 
του x0.  
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Το πολυώνυµο Taylor βαθµού n – 1 που προσεγγίζει την f γύρω από το σηµείο x0 
είναι  

 
2 1

( 1)
1 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

2! ( 1)!

n
n

n
h hT x h f x hf x f x f x

n

−
−

− ′ ′′+ = + + + +
−

.  (B.7) 

 
Η Εξ. (B.6) είναι το µαθηµατικό, ενώ η Εξ. (B.7) το προσεγγιστικό µοντέλο. Το 

σφάλµα αποκοπής είναι  
 

( )
1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )

!

i
i

n
i n

hτ h T x h f x h f x
i

∞

−
=

= + − + = −∑ ,    (B.8) 

 
ή 
 
 τ(h) = Chn + OAT,        (B.9) 
 
όπου ΟΑΤ οι όροι ανώτερης τάξης. 

Αν το h είναι αρκετά µικρό, στην Εξ. (B.9) κυριαρχεί ο όρος Chn , δηλαδή το σφάλµα 
αποκοπής µπορεί να προσεγγιστεί ως 
 

τ(h) ≈ Chn ,         (B.10) 
 
δηλαδή 
 

τ(h) = Ο(hn).         (B.11) 
 
Στα αριθµητικά σχήµατα πεπερασµένων διαφορών, η µεταβλητή h είναι το µέτρο της 

διακριτοποίησης (π.χ. ∆t, ∆x), και το σφάλµα αποκοπής αφορά είτε την προσέγγιση µερικών 
παραγώγων, είτε τη διαφορά της ∆ΕΜΠ µε την ΕΠ∆. 

Για την προσέγγιση µερικών παραγώγων µε πεπερασµένες διαφορές 
χρησιµοποιούνται δύο ισοδύναµες µέθοδοι: πολυώνυµα παρεµβολής ή ανάπτυξη σε σειρά 
Taylor. Χρησιµοποιώντας ανάπτυξη σε σειρά Taylor µπορούν να προκύψουν προσεγγιστικές 
εκφράσεις για οποιαδήποτε παράγωγο οποιαδήποτε τάξης ακρίβειας. Για παράδειγµα, η 
προσέγγιση πρώτης παραγώγου συνάρτησης u(x,t) ως προς x µε ανάντη (προς τα πίσω) 
διαφορές και τάξη προσέγγισης Ο(∆x2) στο σηµείο (i∆x, n∆t)ℜ υπολογίζεται παρακάτω. 

Είναι: 
 

                                                 
ℜ Οι µεταβλητές i και n στη συνέχεια της παραγράφου εκφράζουν τη θέση και τη χρονική στιγµή αντίστοιχα 
και δεν είναι ίδιες µε τις µεταβλητές των Εξ. (Β.7) – (Β.11). 
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2 2 3 3
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u u ∆x u ∆xu u ∆x
x x x−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
OAT    (B.12) 

 
και 

 

( ) ( )2 32 3

2 2 3

2 2
2

2! 3!

n nn
n n
i i

i i i

∆x ∆xu u uu u ∆x O
x x x−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
AT .  (B.13) 

 
Από τις Εξ. (B.12) και (B.13) προκύπτει ότι 
 

( )1 24 4 4 2
n n

n n n n
i i i i

i i

u uu u u u ∆x ∆x
x x− −

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
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ή 
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Το σφάλµα αποκοπής στην προσέγγιση της µερικής παραγώγου 
n

i

u
x
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠
είναι  
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3 2

3( ) 2
3!

n

i

u ∆xτ ∆x
x

⎛ ⎞∂
= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

OAT .      (B.16) 

 
Γράφουµε 

 
τ(∆x) = O(∆x2),        (B.17) 
 

και  
 

21 23 4 (
2

n n n n
i i i

i

u u uu Ο ∆x
x ∆x

− −− +∂⎛ ⎞ = +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
) .      (B.18) 

 
Η Εξ. (B.16) δεν δίνει καµιά πληροφορία για την τιµή του σφάλµατος αποκοπής της 

προσέγγισης της µερικής παραγώγου. Απλά καθορίζει το νόµο µε τον οποίο µεταβάλλεται το 
σφάλµα όσο το ∆x τείνει στο 0, πρακτικά όσο πυκνώνει το πλέγµα που χρησιµοποιούµε. Το 

σφάλµα αποκοπής µηδενίζεται καθώς το ∆x τείνει στο 0 όταν η παράγωγος 
3

3

n

i

u
x

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

δεν 

αυξάνεται µε ρυθµό ταχύτερο από το ρυθµό µείωσης του ∆x. Σε περιοχές ασυνέχειας 
εµφανίζεται πάντα ανεξέλεγκτη αύξηση της τιµής των παραγώγων και κατά συνέπεια το 
σφάλµα αποκοπής µηδενίζεται µόνο όταν η λύση παραµένει αρκετά οµαλή [Μαρκάτος & 
Ασηµακόπουλος (1995), σ. 42]. 

Το σφάλµα αποκοπής που αφορά τη διαφορά της ∆ΕΜΠ µε την ΕΠ∆ εξαρτάται από 
τα σφάλµατα αποκοπής των προσεγγίσεων όλων των µερικών παραγώγων της ∆ΕΜΠ. Έστω 
ότι για την εξίσωση καθαρής συναγωγής, 
 

0u uv
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
,         (B.19) 

 
επιλέγονται ανάντη διαφορές πρώτης τάξης για τη χωρική παράγωγο και κατάντη (προς τα 
εµπρός) διαφορές πρώτης τάξης για τη χρονική. Τότε, για τη χρονική στιγµή n∆t στο σηµείο 
i∆x, οι µερικές παράγωγοι είναι 
 

2
1

2 2

nn n n
i i

i i

u uu u ∆x ΟΑΤ
x ∆x x

− ⎛ ⎞−∂ ∂⎛ ⎞ = + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,     (B.20) 
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u uu u ∆t ΟΑΤ
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.     (B.21) 
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Αντικαθιστώντας στην εξίσωση καθαρής συναγωγής τις προσεγγίσεις των µερικών 
παραγώγων προκύπτει: 
 

1 2 2
1

2 22 2

n nn n n n
i i i i

i i

u u u u u ∆t u ∆xv v ΟΑΤ
∆t ∆x t x

+
− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ∂ ∂

+ = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.   (B.22) 

 
Το αριστερό σκέλος της Εξ. (B.22) αποτελεί την ΕΠ∆ και το δεξιό είναι το σφάλµα 
αποκοπής της ΕΠ∆. Είναι 
 

2 2

2 2( , )
2 2

n n

i i

u ∆t u ∆xτ ∆t ∆x v ΟΑΤ
t x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ή    (B.23) 

 
( , ) ( ) ( )τ ∆t ∆x O ∆t O ∆x= + .       (B.24) 

 
Το σφάλµα αποκοπής ως διαφορά της ∆ΕΜΠ µε την ΕΠ∆ συνδέεται µε τη συνέπεια 

του αριθµητικού σχήµατος [Εξ. (B.1)]. 
 
 
Β.3.2 Σφάλµα διακριτοποίησης και η σχέση του µε το σφάλµα αποκοπής 
 

Το σφάλµα της αριθµητικής λύσης ∆ΕΜΠ δεν ταυτίζεται µε το σφάλµα αποκοπής 
της αντίστοιχης ΕΠ∆, και καλείται σφάλµα διακριτοποίησης {discretization error, [Ferziger 
& Peric (1996), σ. 59], [Oberkampf & Trucano (2002)]). Στη συνέχεια αναφέρεται η εγγενής 
διαφορά µεταξύ των σφαλµάτων και επιχειρείται ο προσδιορισµός της σχέσης µεταξύ τους. 

Έστω ∆ΕΜΠ: 
 

( )L u f= ,         (B.25) 
 
όπου L ο συνεχής διαφορικός τελεστής, u η πραγµατική λύση, f συνεχής γνωστή συνάρτηση.  

Με την διακριτοποίηση προκύπτει το διακριτό ανάλογο της Εξ. (B.25), 
 

 ˆ ˆ( )L u f= ,         (B.26) 
 

όπου η αριθµητική προσέγγιση του διαφορικού τελεστή L, η αριθµητική λύση και L̂ û f οι 
τιµές της γνωστής συνεχούς συνάρτησης f σε διακριτά σηµεία του πλέγµατος 
διακριτοποίησης. 

Αν η πραγµατική λύση, u, είναι γνωστή, το σφάλµα αποκοπής είναι  
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 ˆ( )τ L u f= − ,         (B.27) 
 
όπου u οι τιµές της u σε διακριτά σηµεία του πλέγµατος διακριτοποίησης. 

Από τις Εξ. (B.27) και (B.28) προκύπτει ότι το σφάλµα αποκοπής είναι 
 

ˆ ˆ ˆ( ) ( )τ L u L u= − .        (B.28) 
 
Το σφάλµα αποκοπής, τ, δεν ταυτίζεται µε το σφάλµα της αριθµητικής λύσης της ∆ΕΜΠ 
(σφάλµα διακριτοποίησης), 
  

ˆe u u= − .         (B.29) 
 

Αν ο διαφορικός τελεστής  είναι γραµµικός, η Εξ. (B.29) γίνεται L̂
 

ˆ ˆ( ) (τ L u u L e= − = ˆ ) .        (B.30) 
 
Συνεπώς, το σφάλµα στην αριθµητική λύση είναι  
 

1ˆ ( )e L T−= ,         (B.31) 
 

όπου  ο αντίστροφος του τελεστή . 1L̂− L̂
Θεωρώντας ότι το αριθµητικό σχήµα διακριτοποίησης είναι σταθερό, ο τελεστής 

αντιστρέφεται και  
 

1L̂− ≤ c ,         (B.32) 

 
όπου c σταθερά και ||  || νόρµα. 

Εφαρµόζοντας νόρµα στην Εξ. (B.31) προκύπτει 
 

1 1ˆ ˆˆ ( )e u u L τ L τ− −= − = ≤ .      (B.33) 

 
Από τις Εξ. (B.32) και (B.33) προκύπτει για το σφάλµα της αριθµητικής λύσης: 
 

e c τ≤ .         (B.34) 
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Η Εξ. (B.34) λέει ότι το σφάλµα αποκοπής, τ, παρέχει ένα άνω όριο για το σφάλµα 
της αριθµητικής λύσης, e. Επίσης, η τάξη προσέγγισης του σφάλµατος της αριθµητικής 
λύσης είναι αυτή του σφάλµατος αποκοπής χωρίς να αποκλείεται να είναι ακόµη υψηλότερη. 

Η σχέση µεταξύ σφάλµατος αποκοπής και σφάλµατος στην αριθµητική λύση ∆ΕΜΠ, 
που παραπάνω αποδείχθηκε για γραµµικό διαφορικό τελεστή, συνήθως υπονοείται σιωπηρά 
[Choptuick (1999), σ. 4-5] ακόµη και για µη γραµµικό διαφορικό τελεστή (και ευσταθές 
αριθµητικό σχήµα), δηλαδή 

 
τ = Ο(hn)  ⇒ e = Ο(hn).       (B.35) 

 
Η παραπάνω συνεπαγωγή είναι συµβατή µε το θεώρηµα του Lax, αφού το σφάλµα 

αποκοπής συνδέεται µε τη συνέπεια και το σφάλµα της αριθµητικής λύσης µε τη σύγκλιση. 
Η συνεπαγωγή (B.35), αν και δεν αποδεικνύεται γενικά για µη γραµµικούς διαφορικούς 
τελεστές, αποτελεί εµπειρικό κανόνα επιβεβαιωµένο από αριθµητικούς υπολογισµούς 
[Blottner & Lopez (1998)]. Οι Oberkampf και Trucano επιβεβαιώνουν την συνεπαγωγή 
(B.35) ως εµπειρικό κανόνα και αναφέρουν ότι το σφάλµα διακριτοποίησης είναι µάλλον 
µικρότερο από αυτό της αποκοπής [Oberkampf & Trucano (2002)]. 

Για παράδειγµα, το σφάλµα διακριτοποίησης που αφορά την αριθµητική λύση της Εξ. 
(B.19), όταν οι µερικές παράγωγοι προσεγγίζονται όπως στις Εξ (B.20) και (B.21), είναι, 
όπως υπαγορεύει η Εξ. (B.24) και η συνεπαγωγή (B.35), 
 

( , ) ( ) ( )e ∆t ∆x O ∆t O ∆x= + .       (B.36) 
 
 
Β.3.3 Σφάλµα στρογγυλοποίησης 

 
Το σφάλµα στρογγυλοποίησης (round off error) οφείλεται στις στρογγυλοποιήσεις 

πραγµατικών αριθµών σύµφωνα µε την ακρίβεια του υπολογιστή. Σε µερικούς υπολογισµούς 
η τιµή του σφάλµατος στρογγυλοποίησης είναι ανάλογη του πλήθους των κόµβων του 
πλέγµατος και σ’ αυτές τις περιπτώσεις, κάνοντας το πλέγµα πυκνότερο, ενώ µειώνεται το 
σφάλµα αποκοπής, αυξάνεται το σφάλµα στρογγυλοποίησης [Γιαννάκογλου (1999), σ. 6]. 
 
 
Β.4 Θεωρητική και παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας σφάλµατος  
 

Οποιοσδήποτε υπολογισµός (εκτίµηση) του σφάλµατος γίνεται πριν τους 
αριθµητικούς υπολογισµούς (a priori) καλείται θεωρητικός. Για παράδειγµα, από την Εξ. 
(B.36) προκύπτει το θεωρητικό σφάλµα διακριτοποίησης: η τάξη ακρίβειας της αριθµητικής 
λύσης είναι 1 ως προς t και x. Όταν ο υπολογισµός του σφάλµατος και της τάξης ακρίβειας 
γίνεται µετά τους αριθµητικούς υπολογισµούς και χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατά τους 
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(a posteriori), τότε αναφερόµαστε σε παρατηρούµενες {observed, [Roache (1998), σ. 158]} 
ποσότητες. 

Η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας είναι σηµαντική στην επαλήθευση κώδικα 
(Παράρτηµα A). Ο υπολογισµός της παρατηρούµενης τάξης ακρίβειας προϋποθέτει τον a 
posteriori υπολογισµό του σφάλµατος διακριτοποίησης. Στην πράξη, το σφάλµα 
διακριτοποίησης, E, εξαρτάται από το µέτρο διακριτοποίησης, h, και υπολογίζεται από τη 
νόρµα 

 
ˆ( ) ( ) ( )E h e h u u h= = − ,       (B.37) 

 
ή τη σχετική νόρµα 
 

ˆ( )
( ) ( )

u u h
E h e h

u
−

= = .       (B.38) 

 
Οι νόρµες που χρησιµοποιούνται είναι η ευκλείδεια νόρµα και η άπειρη νόρµα (Παράρτηµα 
Γ). 

Αν η τάξη ακρίβειας της αριθµητικής λύσης είναι p, το σφάλµα διακριτοποίησης είναι 
 

E(h) = Chp + ΟΑΤ.        (B.39) 
 
Αν το h είναι αρκετά µικρό, τότε το σφάλµα διακριτοποίησης µπορεί να προσεγγιστεί ως 
 

E(h) ≈ Chp .         (B.40) 
 
 Για δύο διαφορετικές διακριτοποιήσεις, h1, h2, ο λόγος των σφαλµάτων είναι 
 

1 1 1

2 2 2

( )
( )

pp

p

E h Ch h
E h Ch h

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.       (B.41) 

 
Συνεπώς,  

 

1

2

1

2

( )log
( )

log

E h
E h

p
h
h

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎦ .        (B.42) 
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Τα σφάλµατα Ε(h1), Ε(h2) υπολογίζονται από την Εξ. (B.37) [ή την Εξ. (B.38)], τα h1, 
h2 είναι γνωστά, εποµένως από την Εξ. (B.42) µπορεί να προκύψει η παρατηρούµενη τάξη 
ακρίβειας της αριθµητικής λύσης, p. 
 Ένα ερώτηµα που προκύπτει είναι πώς υπολογίζεται η παρατηρούµενη τάξη 
ακρίβειας, όταν η λύση είναι συνάρτηση δύο µεταβλητών και εποµένως το σφάλµα είναι 
συνάρτηση δύο µέτρων διακριτοποίησης, π.χ. των ∆x και ∆t, 

 
Ε(∆t, ∆x) = O(∆tm) + O(∆xn).       (B.43) 

 
Γενικά είναι δύσκολος υπολογισµός. Ένας τρόπος είναι να διατηρηθεί το πρώτο από τα δύο 
µέτρα διακριτοποίησης πολύ µικρό αναµένοντας ο αντίστοιχος όρος στο σφάλµα σχεδόν να 
εξαλειφθεί {να φτάσει στα όρια ακρίβειας του υπολογιστή, [Salari & Knupp (2000), σ. 72]}, 
και να χρησιµοποιηθεί η Εξ. (B.42) για το δεύτερο µέτρο διακριτοποίησης. Η διαδικασία 
επαναλαµβάνεται κρατώντας σταθερά µικρό το δεύτερο µέτρο διακριτοποίησης και 
εφαρµόζοντας την Εξ. (B.42) για το πρώτο. Ένας δεύτερος τρόπος είναι να επαναληφθεί η 
παραπάνω διαδικασία κρατώντας σταθερά µικρό εκείνο το µέτρο που αφορά στη µικρότερη 
τάξη ακρίβειας. Έτσι επιβεβαιώνεται η τάξη ακρίβειας για το µέτρο που αφορά την υψηλή 
τάξη. Έπειτα µειώνονται και τα δύο µέτρα µε τον ίδιο λόγο. Η Εξ. (B.42) αναµένεται να 
φανερώσει την τάξη ακρίβειας για το µέτρο που αφορά στη µικρότερη τάξη, αφού είναι ο 
όρος µε τη µικρότερη τάξη αυτός που κυριαρχεί στην Εξ. (B.43). 
 
 
Β.5 Εφαρµογή: Υπολογισµός της θεωρητικής τάξης ακρίβειας της αριθµητικής λύσης 
της εξίσωσης ισοϋψών 
 

Για τη διακριτοποίηση της ∆ΕΜΠ  
 

0tu F u+ ∇ =          (B.44) 

 
χρησιµοποιούνται τα σχήµατα της §6.2. 

Το σφάλµα αποκοπής της προσέγγισης της χρονικής παραγώγου ut είναι Ο(∆tm), όπου 
m η τάξη της προσέγγισης (m = 1, 2 ή 3 για τα σχήµατα Euler, SSPRK2, SSPRK3 
αντίστοιχα). Αντίστοιχα, το σφάλµα αποκοπής των χωρικών παραγώγων ux, uy είναι Ο(∆xn) 
και Ο(∆yn), όπου n η τάξη της προσέγγισης (n = 1, 2, 3 ή 5, για τα σχήµατα 1ης τάξης, ΕΝΟ2 
και ΕΝΟ2S, ΕΝΟ3 και WΕΝΟ3, WENO5). Η τάξη προσέγγισης είναι κοινή ως προς ∆x, ∆y 
διότι χρησιµοποιούνται τα ίδια σχήµατα και στις δύο διευθύνσεις. Αν θεωρηθεί ότι ∆x = ∆y , 
τότε το σφάλµα αποκοπής κατά τη διακριτοποίηση της Εξ. (B.44) είναι  
 

τ = ΕΠ∆ – ∆ΕΜΠ ή 
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2 2 2 2( ) ( ) ( )m n n
t x y tτ u Ο ∆t F u O ∆x u O ∆x u F u⎧ ⎫
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n
m

n
x y x y

O ∆xτ Ο ∆t F
u u O ∆x u u

⎡ ⎤
⎢= +
⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

⎥ .     (B.45) 

 
Για µικρές τιµές του ∆x, µπορεί να θεωρηθεί ότι 
 

2 2 2 2 2( ) 2n
x y x y xu u O ∆x u u u u+ + + + ≈ + 2

y ,     (B.46) 

 
όποτε η Εξ. (B.40) γίνεται 

 

2 2
( ) ( ) ( ) (

2
m n m

x y

Fτ Ο ∆t O ∆x Ο ∆t O ∆x
u u

= + = +
+

)n

)n

.   (B.47) 

 
Από τη συνεπαγωγή (B.35) και την Εξ. (B.47) προκύπτει ότι το σφάλµα της 

αριθµητικής λύσης της Εξ. (B.44) είναι  
 

( ) (me Ο ∆t O ∆x= + .        (B.48) 
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Παράρτημα Γ 

 

 

 

 

 

Νόρμες απόκλισης μεταξύ λύσεων 

 

 

 

 

 

 
Ορίζονται οι νόρµες απόκλισης µεταξύ λύσεων που χρησιµοποιούνται στην εργασία. 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 



Γ.1 Νόρµες απόκλισης για βαθµωτές συναρτήσεις 
 

Για τη σύγκριση δύο λύσεων είναι απαραίτητο να οριστεί µέτρο της απόκλισης 
µεταξύ τους. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούνται νόρµες διανυσµάτων όταν οι λύσεις είναι 
βαθµωτές και πινάκων όταν οι λύσεις είναι διανυσµατικές. 

Έστω ότι το ζητούµενο είναι η σύγκριση της αριθµητικής λύσης µε λύση αναφοράς. 
Αν η αριθµητική λύση u είναι βαθµωτή συνάρτηση, τότε ορίζονται τα διανύσµατα u=(u1, 
u2,…, un) και uref=(uref,1, uref,2,…, uref,n) µε τις διακριτές τιµές της αριθµητικής λύσης u και 
της λύσης αναφοράς (π.χ. η πραγµατική λύση) στο υπολογιστικό χωρίο. n είναι το πλήθος 
των σηµείων του υπολογιστικού χωρίου στα οποία γίνεται σύγκριση της αριθµητικής µε την 
λύση αναφοράς. Οι νόρµες που χρησιµοποιούνται στην παρούσα εργασία για να εκφράσουν 
την απόκλιση µεταξύ δύο βαθµωτών λύσεων είναι: 
 
Α) Η απόλυτη άπειρη νόρµα, 

 

1
maxf i ref,ii n

u u
∞ ≤ ≤

− = −reu u .       (Γ.1) 

 
Β) Η απόλυτη Ευκλείδεια νόρµα, 

 

( )
1/ 2

2

,2
1

n

f i ref i
i

u u
=

⎡
− = −⎢

⎣ ⎦
∑reu u ⎤

⎥ .      (Γ.2) 

 
Γ) Η σχετική άπειρη νόρµα 
 

1

1

max

max
i ref,if i n

f ri n

u u

u
≤ ≤∞

∞ ≤ ≤

−−
=

re

re

u u

u ef,i

.       (Γ.3) 

 
∆) Η σχετική Ευκλείδεια νόρµα 
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⎡ ⎤
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∑
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re

re

u u
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⎦ .      (Γ.4) 

 
 
Γ.2 Νόρµες απόκλισης για διανυσµατικές συναρτήσεις 
 

Αν η αριθµητική λύση u είναι διανυσµατική συνάρτηση, τότε ορίζονται οι πίνακες 
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µε τις διακριτές τιµές της αριθµητικής λύσης u και της λύσης αναφοράς (π.χ. η πραγµατική 
λύση) στο υπολογιστικό χωρίο. n είναι το πλήθος των σηµείων του υπολογιστικού χωρίου 
στα οποία γίνεται σύγκριση της αριθµητικής µε την λύση αναφοράς. m είναι η διάσταση της 
διανυσµατικής λύσης. Σε κάθε στήλη των πινάκων περιέχονται οι διακριτές τιµές µίας 
συνιστώσας των λύσεων στο υπολογιστικό χωρίο. Οι νόρµες που χρησιµοποιούνται στην 
παρούσα εργασία για να εκφράσουν την απόκλιση µεταξύ δύο διανυσµατικών λύσεων είναι: 
 
Α) Η απόλυτη άπειρη νόρµα (νόρµα γραµµή), 
 

1
max

m

ij ref,ijΓ i n j
u u

∞ ≤ ≤
− = − = −∑ref refu u u u .     (Γ.5) 

 
Β) Η απόλυτη νόρµα του Frobenius [Weisstein (2004)] που καλείται και Ευκλείδεια νόρµα  
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Γ) Η σχετική άπειρη νόρµα 
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∆) Η σχετική νόρµα Frobenius ή σχετική Ευκλείδεια νόρµα 
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Παράρτημα Δ 

 

 

 

 
 

Ζεύγη  μεθόδων  Runge‐Kutta  για  την  επίλυση 

συστήματος συνήθων διαφορικών εξισώσεων 

 

 

 

 

 
Περιγράφονται δύο ζεύγη µεθόδων Runge-Kutta για την επίλυση συστήµατος συνήθων 
διαφορικών εξισώσεων. Το πρώτο είναι ζεύγος 4(5) και προτάθηκε από τον Fehlberg 
[Παπαγεωργίου (1990), σ. 176] και το δεύτερο είναι ζεύγος 5(4) που κατασκευάστηκε µε βάση 
τον αλγόριθµο των Papakostas και Papageorgiou [Papakostas & Papageorgiou (1996)]. Το 
πλεονέκτηµα του ζεύγους µεθόδων είναι ότι το βήµα ολοκλήρωσης είναι µεταβλητό και 
προσαρµόζεται στη µορφή των προς ολοκλήρωση συναρτήσεων. Ο κώδικας επίλυσης 
συστήµατος συνήθων διαφορικών εξισώσεων µε τα παραπάνω ζεύγη επαληθεύεται. Στην 
εργασία, επίλυση συστήµατος διαφορικών εξισώσεων χρειάζεται στον αλγόριθµο εύρεσης 
ισοϋψούς συνάρτησης. 
 
 
 
 
 



∆.1 Οι µέθοδοι και τα ζεύγη µεθόδων Runge-Kutta 
 
Για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών 
 

( , ( ))y f x y x′ = , y(x0) = y0,       (∆.1) 
 

η γενική µορφή άµεσης µεθόδου Runge-Kutta (RK) είναι  
 

1
1

s

n n n i
i

y y h b f+
=

= + ∑ ni ,        (∆.2) 

 
1

1
,

i

ni n n i n n ij nj
j

f f x h c y h a f
−

=

⎛ ⎞
= + +⎜

⎝ ⎠
∑ ⎟

i
⎟

, i =  1, 2, …. , s,    (∆.3) 

 
όπου n είναι ο αύξων αριθµός του βήµατος ολοκλήρωσης, hn το βήµα ολοκλήρωσης και s το 
πλήθος των υπολογισµών της συνάρτησης f. Οι συντελεστές ci, aij, bi καθορίζουν την τάξη 
ακρίβειας της µεθόδου. 

Η συνάρτηση  
 

1
( , , )

s

n n n i ni
i

Φ x y h b f
=

=∑        (∆.4) 

 
 καλείται συνάρτηση αύξησης της µεθόδου. 
 Το σφάλµα αποκοπής της συνάρτησης αύξησης µεθόδου RK προκύπτει από το 
ανάπτυγµα σε σειρά Taylor και είναι [Παπαγεωργίου & Τσίτουρας (2000), σ. 360] όταν hn=h 
(σταθερό) 
 

( ) ( )

1 1

in
i i

j j
i j

τ h τ
∞

= =

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
∑ ∑ F ,        (∆.5) 

 
όπου  το στοιχειώδες διαφορικό j τάξης i ( )i

jF [Παπαγεωργίου & Τσίτουρας (2000), σ. 352]  

της συνάρτησης Φ,  ο αντίστοιχος συντελεστής σφάλµατος (error coefficient) και n( )i
jτ i το 

πλήθος των στοιχειωδών διαφορικών τάξης i. 
Μια µέθοδος RK είναι τουλάχιστο τάξης p όταν το σφάλµα της Εξ. (∆.5) είναι 

 
τ = Ο(hp+1) ,         (∆.6) 

 
δηλαδή αν ικανοποιούνται οι εξισώσεις  
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( ) 0i
jτ = , i = 1,2,…,p , j = 1,2,…,ni.      (∆.7) 

 
Οι συντελεστές σφάλµατος είναι συναρτήσεις των συντελεστών ci, aij, bi και οι Εξ. 

(∆.7) καλούνται εξισώσεις συνθηκών τάξης (order conditions). Επιλέγοντας κατάλληλα τους 
συντελεστές ci, aij, bi είναι δυνατό να κατασκευαστεί µέθοδοι RK υψηλής τάξης. Η 
κατασκευή µεθόδων RK υψηλής τάξης είναι επίπονη διαδικασία. Καταρχάς, πρέπει να 
προσδιοριστούν οι εξισώσεις συνθηκών τάξης των οποίων το πλήθος, καθώς µεγαλώνει η 
επιθυµητή τάξη, αυξάνει εκθετικά (1 για 1ης, 2 για 2ης, 4 για 3ης, 8 για 4ης , 17 για 5ης). Η 
δεύτερη δυσκολία αφορά στην επίλυση αυτών των εξισώσεων, οι οποίες είναι µη γραµµικές 
και χωρίς µοναδική λύση.  
 Στον Πίνακα ∆.Ι περιέχονται οι εξισώσεις συνθηκών, ώστε η µέθοδος που θα 
προκύψει να είναι µέχρι 6ης τάξης και άµεση. Ο πίνακας έχει προκύψει από τη συνάρτηση 
RungeKuttaOrderConditions[ 6 , s , RungeKuttaMethod → Explicit] του MATHEMATICA 
4.0. 

Οι εξισώσεις συνθηκών είναι πάντα λιγότερες από τους αγνώστους (ci, aij, bi) και 
εποµένως το πλήθος των µεθόδων RK τάξης p είναι απροσδιόριστο. Συνήθως, οι εξισώσεις 
συνθηκών συµπληρώνονται από εξισώσεις που διευκολύνουν την επίλυση. 

Υπάρχουν µέθοδοι RK όπου το βήµα hn παραµένει σταθερό και µέθοδοι όπου το 
βήµα µεταβάλλεται ελεγχόµενα κατά την ολοκλήρωση. Στις περιπτώσεις που το βήµα hn 
µεταβάλλεται, το µέγεθός του ελέγχεται εκτιµώντας το τοπικό σφάλµα σε κάθε βήµα 
ολοκλήρωσης. Για την εκτίµηση του τοπικού σφάλµατος συνήθως χρησιµοποιούνται ζεύγη 
µεθόδων τάξης p και q (p  ≥ q + 1). Στα ζεύγη µεθόδων η µία είναι «εµβαπτισµένη» στην 
άλλη, υπό την έννοια ότι οι συντελεστές ci, aij είναι κοινοί για τις δύο µεθόδους. Οι δύο 
µέθοδοι διαφέρουν στους συντελεστές bi. Αν η µία µέθοδος του ζεύγους περιγράφεται από 
τις Εξ. (∆.2) και (∆.3) η δεύτερη µέθοδος περιγράφεται από την  

 

1
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ˆˆ
s

n n n i
i

y y h b f+
=

= + ∑ ni ,        (∆.8) 

 
και την Εξ. (∆.3). 
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Πίνακας ∆.Ι Εξισώσεις συνθηκών τάξης για µέθοδο RK µέχρι τάξης 6 µε s υπολογισµούς. 
 

 
1ης τάξης 

 
2ης τάξης 

 

 
3ης τάξης 

 

 

 

 
4ης τάξης 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
5ης τάξης 6ης τάξης 
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Εκτίµηση για το σφάλµα προκύπτει από τη διαφορά 1 ˆn ny y 1+ +−  ή από τη νόρµα 

1 ˆn n+ +− 1y y  όταν επιλύεται σύστηµα Σ∆Ε. Ένας τρόπος για τον έλεγχο του βήµατος 

ολοκλήρωσης είναι ο ακόλουθος [Tsitouras & Papakostas (1999)]: 
 

1
1

1 1
1 1ˆ

q

n n
n n

tolh s h
+

+
+ +

⎛ ⎞
= ⎜⎜ −⎝ ⎠y y ⎟⎟ ,       (∆.9) 

 
όπου s1 είναι παράγοντας ασφάλειας και συνήθως παίρνει τιµή λίγο µικρότερη από την τιµή 
1 {π.χ. 0.9, [Press (1997), σ. 718]} και tol είναι το επιβαλλόµενο φράγµα στο τοπικό σφάλµα, 
το όριο ανοχής του τοπικού σφάλµατος.  

Όταν το εκτιµούµενο σφάλµα είναι µεγαλύτερο από το επιβαλλόµενο φράγµα, οι 
υπολογισµοί επαναλαµβάνονται µε βήµα µικρότερο, όπως προκύπτει από την Εξ. (∆.9). Όταν 
το εκτιµούµενο σφάλµα είναι µικρότερο το αποτέλεσµα (yn+1) γίνεται αποδεκτό και το νέο 
βήµα ολοκλήρωσης είναι µεγαλύτερο όπως προκύπτει από την Εξ. (∆.9). 
 Τα ζεύγη µεθόδων RK χαρακτηρίζονται από την τάξη των µεθόδων. Ο συµβολισµός 
RK q(p) [(p  ≥ q + 1)] σηµαίνει ότι η αριθµητική λύση προκύπτει από τη µέθοδο τάξης q, τη 
µέθοδο µικρότερης τάξης, ενώ η µέθοδος τάξης p χρησιµοποιείται σε συνδυασµό µε τη 
µέθοδο τάξης q για την εκτίµηση του σφάλµατος. Ο συµβολισµός RK p(q) συνεπάγεται 
αντίστροφους ρόλους για τις δύο µεθόδους του ζεύγους. Τα πρώτα ζεύγη κατασκευάστηκαν 
από τον Fehlberg και τον Verner και ήταν ζεύγη RK q(p) ενώ τα νεώτερα ζεύγη είναι ζεύγη 
RK p(q) [Papakostas et al. (1996)]. 
 Τα ζεύγη άµεσων µεθόδων RK µπορούν να παρασταθούν µε το λεγόµενο πίνακα 
Butcher, 

2 21

3 31 32

1 2 ,

1 2 3

1 2 3

0

. . . .

. . . . .

. . . . . .

. . .

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

i ij

1s s s s

i s

i s

c a

c a

c a a

c a a a

b b b b b

b b b b b

s−

 

 
όπου s είναι το πλήθος υπολογισµών της f και bi οι συντελεστές της µεθόδου που δίνει τη 
λύση. 
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Ο πίνακας Butcher για µια µέθοδο RK σταθερού βήµατος είναι ίδιος µε τον 
παραπάνω, απλά δεν περιέχει την τελευταία γραµµή. 
 
 
∆.2 Η θεωρητική τάξη των µεθόδων 

 
∆οκιµάστηκαν για την επίλυση δύο ζεύγη µεθόδων RK. Το πρώτο ζεύγος 

[Παπαγεωργίου (1990), σ. 176] κατασκευάστηκε από τον Fehlberg και περιγράφεται από τον 
Πίνακα ∆.ΙΙ. Η πηγή δεν αναφέρει την τάξη των µεθόδων του ζεύγους, αλλά όπως θα 
αποδειχθεί παρακάτω είναι ζεύγος RK 4(5) µε 6 υπολογισµούς της συνάρτησης f. 
 
Πίνακας ∆.ΙΙ Πίνακας Butcher για ζεύγος µεθόδων RK 4(5) µε 6 υπολογισµούς. 
 

0
1 1
4 4
3 3 9
8 32 32

12 1932 7200 7296
13 2197 2197 2197

439 3680 8451 8
216 513 4104

1 8 3544 1859 112
2 27 2565 4104 40

25 1408 2197 10
216 2565 4104 5
16 6656 28561 9 2ˆ 0
135 12825 56430 50 55

i ij

i

i

c a

b

b

−

− −

− − −

−

−

 

 
Η δεύτερη µέθοδος προκύπτει από τον αλγόριθµο που παρουσιάζεται από τους 

Papakostas και Papageorgiou [Papakostas & Papageorgiou (1996)] και είναι ζεύγος RK 5(4) 
µε 6 υπολογισµούς της f. Φαίνεται από τον πίνακα Butcher του ζεύγους (Πίνακας ∆.ΙΙΙ) που 
ακολουθεί ότι είναι 7 οι υπολογισµοί της f, ωστόσο µια προσεκτική µατιά φανερώνει ότι ο 
τελευταίος υπολογισµός σε ένα βήµα ολοκλήρωσης είναι ο πρώτος στο επόµενο (bj = a7j, 
j=1,2,…,6). 
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Πίνακας ∆. ΙIΙ Πίνακας Butcher για ζεύγος µεθόδων RK 5(4) µε 6 υπολογισµούς. 

0

1 1
5 5
3 3 9

10 40 40
4 44 56 32
5 45 15 9
8 19372 25360 64448 212
9 6561 2187 6561 729

9017 355 46732 49 51031
3168 33 5247 176 18656

35 500 125 2187 111 0
384 1113 192 6784 84
35 500 125 2187 110

384 1113 192 6784 84
5179 7571 39ˆ 0

57600 16695

i ij

i

i

c a

b

b

−

− −

− −

−

−

3 92097 187
640 339200 2100

−
 

 
 
Για την εύρεση της τάξης των µεθόδων του πρώτου ζεύγους και την επιβεβαίωση της 

τάξης αυτών του δεύτερου, ελέγχεται αν ισχύουν οι εξισώσεις συνθηκών (Πίνακας ∆.Ι) 
υπολογίζονται οι συντελεστές σφάλµατος. Στον Πίνακα ∆.ΙV φαίνονται οι τιµές των 
συντελεστών σφάλµατος µε τη σειρά που εµφανίζονται στον Πίνακα ∆.I για κάθε µία από τις 
µεθόδους των δύο ζευγών. Έχουν υπολογιστεί προσεγγιστικά, δηλαδή χρησιµοποιώντας 
αριθµητικές προσεγγίσεις των κλασµάτων των πινάκων Butcher.  

Τα αποτελέσµατα αποδεικνύουν ότι η 1η µέθοδος του 1ου ζεύγους είναι 4ης τάξης, η 2η 
του 1ου ζεύγους είναι 5ης τάξης, η 1η µέθοδος του 2ου ζεύγους είναι 5ης τάξης και η 2η του 2ου 
ζεύγους είναι 4ης τάξης. Σηµειώνεται ότι η 1η µέθοδος κάθε ζεύγους χρησιµοποιείται για την 
εκτίµηση της λύσης, ενώ η 2η µαζί µε την 1η για την εκτίµηση του τοπικού σφάλµατος. 
Τελικά, το 1ο ζεύγος είναι RK 4(5) και το 2ο είναι RK 5(4). 
 
 
 
 
 
 
 

 373



Πίνακας ∆.ΙV Αριθµητικός υπολογισµός των συντελεστών σφάλµατος για κάθε µέθοδο των δύο 
ζευγών RK 4(5) και RK 5(4). 
 

Μέθοδος 
RK→ 
Συνθήκες 
τάξης 
↓ 

 
1η/1ο ζεύγος  
(Πίνακας ∆.Ι,  
συντελεστές bi) 

 
2η/1ο ζεύγος  
(Πίνακας ∆.Ι,  
συντελεστές ) îb

 
1η/2ο ζεύγος  
(Πίνακας ∆.IΙ,  
συντελεστές bi) 

 
2η/2ο ζεύγος  
(Πίνακας ∆.ΙI,  
συντελεστές ) îb

1 0.00E+00 0.00E+00 -2.22E-16 -1.11E-16 
2 0.00E+00 0.00E+00 1.11E-16 0.00E+00 

1.11E-16 0.00E+00 -8.33E-17 -5.55E-17 3 
5.55E-17 2.78E-17 8.33E-17 2.78E-17 
6.94E-18 6.94E-18 -3.47E-17 -1.39E-17 
6.94E-18 0.00E+00 -1.39E-17 6.94E-18 
2.78E-17 -5.55E-17 -1.39E-17 0.00E+00 

 
4 
 

6.94E-18 6.94E-18 2.08E-17 6.94E-18 
1.28E-03 -1.73E-18 -8.67E-18 8.08E-04 
8.01E-05 0.00E+00 -8.67E-18 1.03E-04 
2.40E-04 6.94E-18 6.94E-18 3.08E-04 
8.01E-05 1.73E-18 0.00E+00 1.03E-04 
-1.28E-03 0.00E+00 -6.94E-18 -7.89E-04 
-8.01E-05 -6.94E-18 -6.94E-18 -4.38E-05 
-1.20E-04 -1.39E-17 -6.25E-17 -6.57E-05 
-1.20E-04 6.25E-17 3.47E-17 -6.57E-05 

 
 
 
 
5 

-2.00E-05 1.73E-18 5.20E-18 -1.10E-05 
-1.39E-03 -9.08E-04 2.78E-04 -4.72E-05 
-3.74E-04 -3.74E-04 -2.17E-18 1.44E-05 
-5.61E-04 -5.61E-04 -2.60E-18 2.17E-05 
-1.72E-03 -1.12E-03 -3.47E-18 -2.39E-04 
3.32E-03 1.82E-03 8.67E-19 1.00E-03 
1.12E-03 7.48E-04 6.17E-05 4.88E-04 
8.37E-04 5.61E-04 4.63E-05 3.66E-04 
1.67E-03 1.12E-03 9.26E-05 7.31E-04 
3.35E-03 2.24E-03 1.85E-04 1.46E-03 
2.67E-03 1.55E-03 -2.78E-04 7.94E-04 
5.34E-04 4.54E-04 -6.94E-18 2.23E-04 
8.01E-04 6.81E-04 -3.47E-18 3.35E-04 
2.20E-03 1.36E-03 2.08E-17 9.67E-04 
-2.30E-03 -1.23E-03 -1.73E-17 -7.98E-04 
-6.38E-04 -4.14E-04 -3.09E-05 -1.62E-04 
-4.60E-03 -2.46E-03 1.39E-17 -1.60E-03 
-1.28E-03 -8.28E-04 -6.17E-05 -3.24E-04 
-9.57E-04 -6.21E-04 -4.63E-05 -2.43E-04 
-1.91E-03 -1.24E-03 -9.26E-05 -4.86E-04 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
6 

-3.83E-03 -2.48E-03 -1.85E-04 -9.71E-04 
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∆.3 Επαλήθευση κώδικα επίλυσης συστήµατος διαφορικών εξισώσεων µε τα ζεύγη 
µεθόδων Runge-Kutta 
 

Στην παρούσα παράγραφο α) ελέγχεται αν το πραγµατικό σφάλµα ξεπερνά το 
επιβαλλόµενο από το χρήστη φράγµα (tol) και β) επαληθεύεται η τάξη ακρίβειας της λύσης 
στα παρακάτω 8 προβλήµατα αρχικών τιµών για τα οποία η αναλυτική λύση είναι γνωστή: 
 

(∆.Α): 
3

2
dy y
dx

= − , x∈[0, 10] , y(0) = 1, µε αναλυτική λύση 1
1

y
x

=
+

. 

 

(∆.Β): 1
4 20

dy y y
dx

⎛= −⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ , x∈[0, 10] , y(0) = 1, µε αναλυτική λύση 

( )/ 4

20
1 19 x

y
e−

=
+

. 

 

(∆.Γ): 2dy xy
dx

= − y , x∈[0, 1] , y(0) = 2, µε αναλυτική λύση 1
11
2

x
y

x e
=
⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

(∆.∆): 
32dy y x

dx x
+

= , x∈[1, 2] , y(1) = 1, µε αναλυτική λύση 3y x= . 

 
 

(∆.Ε): 
2

1 , [0,10]
4 20

, [10,20]
2

y y x
dy
dx y x

⎧ ⎫⎛ ⎞− ∈⎜ ⎟⎪ ⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎪ ⎪− ∈⎪ ⎪⎩ ⎭

⎪
⎬ , y(0) = 1, µε αναλυτική λύση  

( )/ 4

1

20 , [0,10]
1 19

2 , [10, 20]
2

x
x

e
y

x
x c

−

⎧ ⎫∈⎪ ⎪+⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪∈⎪ ⎪+⎩ ⎭

, 
( )/ 4

1

1 19
5

20

xe
c

−+
= −  

 

(∆.ΣΤ): 
, [0,0.5

1, [0.5,1]
, [1, 2]

x y x
dy x
dx

x y x

− ∈⎧ ⎫
⎪= ∈⎨
⎪ ⎪− ∈⎩ ⎭

]
⎪
⎬

, [0.5,
1 , [1,2]

x

x

x c e x
y x c x

x c e x

−

−

⎧ ⎫− + ∈
⎪ ⎪= + ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪− + ∈⎩ ⎭

1 3

, y(0) = 1, µε αναλυτική λύση  

 

1

2

3

1 , [0,0.5]
1] , c = , 1/ 2

2 1 1c c e−= − , 3 2(1 )c c e= + . 
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(∆.Ζ): 
( ) ( )

1
1 22 2 2

1 1
1 1

dy y y
dx xx x x x

= − + +
+ +

1  και  

( ) ( )
2 2

2
1 22 2

2 1 1
1 1

dy x xy y
dx x x x

+
= − + +

+ +
,  

x∈[1, 5] , y1(1) = 1 και y2(1) = 0, µε αναλυτική λύση 
 

 1
1 1 ln( )
2 2

y x
x

= + + x  και 2
2

1 1 ln( )
2 2

y x x x= − + x .  

 
 

(∆.Η): 1
2

dy y
dx

= −  και  

2
2 12 5 sin(xdy y y e x

dx
−= − − + ) ,  

x∈[0, 2] , y1(0) = 0 και y2(0) = 1, µε αναλυτική λύση 
 

 [ ]1
1 sin(2 ) sin( )
3

xy e x x−= +  και [ ]2
1 2cos(2 ) sin(2 ) cos( ) sin( )
3

xy e x x x x−= + + − .  

 
Η παραπάνω λίστα περιέχει µη γραµµικές συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, 

περιπτώσεις όπου η παράγωγος της λύσης δεν είναι συνεχής (∆.Ε, ∆.ΣΤ) καθώς και 
συστήµατα διαφορικών εξισώσεων (∆.Ζ, ∆.Η). Οι γραφικές παραστάσεις των λύσεων των 
παραπάνω προβληµάτων φαίνονται στο Σχήµα ∆.1. 

Στον Πίνακα ∆.V φαίνεται το επιβαλλόµενο από το χρήστη φράγµα του τοπικού 
σφάλµατος και το παρατηρούµενο σφάλµα, κατά την επίλυση των παραδειγµάτων ∆.Α – ∆.Η 
µε το ζεύγος RK 4(5). Τα ίδια φαίνονται στον Πίνακα ∆.VΙ για το ζεύγος RK 5(4). 
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Σχήµα ∆.1 Αναλυτική λύση για το πρόβληµα (α) ∆.Α, (β) ∆.Β, (γ) ∆.Γ, (δ) ∆.∆, (ε) ∆.Ε, (στ) ∆.ΣΤ, (ζ) 
∆.Ζ, (η) ∆.Η. 
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Συγκεντρωτικά τα αποτελέσµατα για όλα τα παραδείγµατα φαίνονται στα Σχήµατα 
∆.2α και ∆.2β, όπου φαίνεται το παρατηρούµενο σφάλµα συναρτήσει του επιβαλλόµενου 
φράγµατος όταν χρησιµοποιείται το ζεύγος RK 4(5) και RK 5(4) αντίστοιχα. 

επιβαλλόµενο φράγµα σφάλµατος
10-110-310-510-710-910-1110-13

πα
ρα
τη
ρο
ύµ
εν
ο 
σφ
άλ

µα

10-13
10-12
10-11
10-10
10-9
10-8
10-7
10-6
10-5
10-4
10-3
10-2
10-1

επιβαλλόµενο φράγµα σφάλµατος
10-110-310-510-710-910-1110-13

πα
ρα
τη
ρο
ύµ
εν
ο 
σφ
άλ

µα
10-13
10-12
10-11
10-10
10-9
10-8
10-7
10-6
10-5
10-4
10-3
10-2
10-1

(α) (β) 
Σχήµα ∆.2 (α) Παρατηρούµενο σφάλµα [

∞
e , e = (e1, e2,…, ek), ,i i ie

∞
= − realy y , yi = (yi,1, yi,2,…, 

yi,n), k το πλήθος των Σ∆Ε και n το πλήθος των βηµάτων ολοκλήρωσης] κατά την επίλυση των 
παραδειγµάτων ∆.Α – ∆.Η µε το ζεύγος RK 4(5), συναρτήσει του επιβαλλόµενου φράγµατος. (β) Το 
ίδιο µε (α) για το ζεύγος RK 5(4). 
 

Γενικά το ζεύγος RK 5(4) δίδει καλύτερα αποτελέσµατα, ειδικά για χαµηλές τιµές 
φράγµατος. Το σφάλµα για το ζεύγος RK 5(4) είναι σχεδόν ίσο µε το φράγµα σε κάθε 
παράδειγµα. Το σύνολο των σηµείων που υπερβαίνει τη διαγώνιο στο Σχήµα ∆.2β αφορούν 
στα παραδείγµατα ∆.Ε και ∆.ΣΤ όπου υπάρχει ασυνέχεια στην παράγωγο της λύσης 
(Σχήµατα ∆.1ε και ∆.1στ). Ωστόσο, ακόµη και σε αυτές τις περιπτώσεις τα αποτελέσµατα 
κρίνονται ικανοποιητικά. 

Για την επαλήθευση του κώδικα, υπολογίζεται η παρατηρούµενη τάξη ακρίβειας της 
µεθόδου του ζεύγους που χρησιµοποιείται για την εκτίµηση της λύσης, δηλαδή της RK 4 του 

1ου ζεύγους όπως ορίζεται από τον Πίνακα ∆.ΙI (αγνοώντας τη γραµµή των συντελεστών ) 

και της RK 5 του 2
îb

ου ζεύγους όπως ορίζεται από τον Πίνακα ∆.ΙII (αγνοώντας τη γραµµή των 

συντελεστών ). Σε κάθε περίπτωση υπολογίζεται η αριθµητική λύση για σταθερό βήµα h. 

Πρόκειται για επαλήθευση µε τη µέθοδο των κατασκευασµένων λύσεων, και για αυτό το 
λόγο η παρατηρούµενη τάξη υπολογίζεται µόνο για εκείνα τα παραδείγµατα τα οποία 
ικανοποιούν τις οδηγίες της §A.4.3 για την κατασκευή λύσεων. Εξαιρούνται δηλαδή τα 
παραδείγµατα ∆.E και ∆.ΣΤ όπου υπάρχει ασυνέχεια στην παράγωγο της λύσης. 

îb

Στον Πίνακα ∆.VΙI φαίνεται το παρατηρούµενο σφάλµα συναρτήσει του βήµατος 
ολοκλήρωσης (µέτρο διακριτοποίησης). Στον ίδιο πίνακα φαίνεται και η παρατηρούµενη 
τάξη (§B.4). 
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Πίνακας ∆.VΙΙ Παρατηρούµενο σφάλµα [
∞

e , e = (e1, e2,…, ek), ,i i ie
∞

= − realy y , yi = (yi,1, yi,2,…, 

yi,n), k το πλήθος των Σ∆Ε και n το πλήθος των βηµάτων ολοκλήρωσης] και παρατηρούµενη τάξη 
κατά την επίλυση των παραδειγµάτων ∆.Α – ∆.Η µε τις µεθόδους RK 4 του ζεύγους RK 4(5) 
(Πίνακας ∆.II) RK 5 του ζεύγους RK 5(4)  συναρτήσει του βήµατος ολοκλήρωσης h. 
 

Μέθοδος RK 4 του ζεύγους RK 4(5) RK 5 του ζεύγους RK 5(4) 
Παρά-
δειγµα 

 
h 

παρατηρούµενο 
σφάλµα 

παρατηρούµενη 
τάξη 

παρατηρούµενο 
σφάλµα 

παρατηρούµενη 
τάξη 

1 8.65E-03  9.55E-03  
0.5 9.46E-05 6.51 1.06E-04 6.49 
0.25 1.31E-07 9.50 9.53E-07 6.80 
0.125 4.01E-08 1.70 1.09E-08 6.45 
0.0625 2.80E-09 3.84 1.63E-10 6.06 
0.03125 1.75E-10 4.00 3.08E-12 5.72 

 
 
 

(∆.Α) 

0.015625 1.09E-11 4.01 7.02E-14 5.45 
1 1.40E-05  1.05E-06  
0.5 1.04E-06 3.75 3.05E-08 5.10 
0.25 7.13E-08 3.87 9.08E-10 5.07 
0.125 4.65E-09 3.94 2.76E-11 5.04 
0.0625 2.97E-10 3.97 8.50E-13 5.02 
0.03125 1.88E-11 3.98 3.20E-14 4.73 

 
 
 

(∆.Β) 

0.015625 1.20E-12 3.97 8.88E-15 1.85 
1 1.15E-06  4.52E-08  
0.5 4.71E-08 4.61 1.15E-09 5.30 
0.25 2.10E-09 4.49 2.85E-11 5.34 
0.125 1.04E-10 4.34 7.26E-13 5.30 
0.0625 5.59E-12 4.21 2.58E-14 4.82 
0.03125 3.16E-13 4.15 7.11E-15 1.86 

 
 
 

(∆.Γ) 

0.015625 2.49E-14 3.67 6.88E-15 0.05 
0.2 8.48E-06  2.36E-07  
0.1 7.78E-07 3.45 1.36E-08 4.12 
0.05 5.77E-08 3.75 5.43E-10 4.65 
0.025 3.91E-09 3.88 1.90E-11 4.84 
0.0125 2.54E-10 3.94 6.61E-13 4.85 
0.00625 1.61E-11 3.98 1.10E-13 2.58 

 
 
 

(∆.∆) 

0.003125 9.49E-13 4.08 1.30E-13 -0.24 
1 6.66E-04  2.26E-04  
0.5 5.86E-05 3.51 1.99E-06 6.83 
0.25 1.06E-05 2.46 3.61E-07 2.46 
0.125 9.34E-07 3.51 1.81E-08 4.32 
0.0625 6.74E-08 3.79 6.85E-10 4.72 
0.03125 4.50E-09 3.90 2.35E-11 4.87 

 
 
 

(∆.Ζ) 

0.015625 2.91E-10 3.95 7.65E-13 4.94 
0.4 1.39E-03  2.16E-04  
0.2 6.15E-05 4.50 4.44E-06 5.61 
0.1 3.17E-06 4.28 1.24E-07 5.16 
0.05 1.79E-07 4.15 3.65E-09 5.09 
0.025 1.06E-08 4.07 1.11E-10 5.04 
0.0125 6.47E-10 4.04 3.41E-12 5.02 

 
 
 

(∆.Η) 

0.00625 3.99E-11 4.02 1.08E-13 4.99 
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Η τάξη ακρίβειας επιβεβαιώνεται σε κάθε παράδειγµα. Η απόκλιση από τη θεωρητική 
τάξη ακρίβειας σε µικρές τιµές του h κάποια παραδείγµατα οφείλονται στην µικρή απόλυτη 
τιµή του σφάλµατος που προσεγγίζει την ακρίβεια του υπολογιστή για τους αριθµούς διπλής 
ακρίβειας (double precision, 16 σηµαντικά ψηφία). 
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Παράρτημα E 

 

 

 

 
 

Φίλτρο ελαχίστου και δυαδικό δένδρο 

 

 

 

 

 

 
Η υλοποίηση της µεθόδου ταχυ-βηµατισµού βασίζεται σε δοµή δεδοµένων που περιγράφεται µε 
τον όρο φίλτρο ελαχίστου και επιταχύνει την άµεση επίλυση της εξίσωσης Eikonal. 
Περιγράφονται οι βασικές έννοιες του σχήµατος καταχώρισης του φίλτρου ελαχίστου, δηλαδή 
του δυαδικού δένδρου, καθώς και οι αλγόριθµοι χειρισµού δεδοµένων του φίλτρου ελαχίστου. 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 



Ε.1 Εισαγωγή 
 
Αρχικά περιγράφονται οι βασικές αρχές των σχηµάτων καταχώρισης δεδοµένων 

δένδρο και δυαδικό δένδρο και στη συνέχεια περιγράφεται η λειτουργία µιας ουράς 
προτεραιότητας. Ο σκοπός είναι ο εντοπισµός του ελαχίστου µιας συλλογής δεδοµένων, η 
οποία είναι δυναµική δηλαδή, συµβαίνουν εισαγωγές και διαγραφές στοιχείων σε αυτή. 
 
 
Ε.2 ∆ένδρο 
 

∆ένδρο είναι ένα σχήµα καταχώρισης δεδοµένων που αποτελείται από κόµβους 
(nodes, vertices) και ακµές (edges, lines) που ικανοποιούν συγκεκριµένες απαιτήσεις 
[Sedgewick (1992), σ. 35]. Ο κόµβος είναι η µονάδα αναφοράς σε µια δοµή δεδοµένων: σε 
αυτόν αποθηκεύεται οποιοσδήποτε τύπος δεδοµένων (π.χ. αντικείµενα, πληροφορίες). Ακµή 
είναι η γραµµή σύνδεσης µεταξύ δύο κόµβων. Βαθµός (degree) ενός κόµβου είναι το πλήθος 
των ακµών που είναι συνδεµένοι µε αυτόν τον κόµβο. 

∆ιαδροµή ή µονοπάτι (path) σε ένα δένδρο είναι µια λίστα από διακριτούς κόµβους 
στην οποία οι διαδοχικοί κόµβοι συνδέονται µε ακµές του δένδρου. 

Ένας κόµβος στο δένδρο ορίζεται ως η ρίζα (root) του δένδρου. Η χαρακτηριστική 
ιδιότητα ενός δένδρου είναι ότι υπάρχει ακριβώς µία διαδροµή µεταξύ της ρίζας και κάθε 
κόµβου στο δένδρο. Στο Σχήµα Ε.1 φαίνεται ένα παράδειγµα δένδρου. 

 

A

B

C S

R D

T

P L EM
 

Σχήµα Ε.1 Παράδειγµα δένδρου. Στους κόµβους του έχουν καταχωρηθεί γράµµατα του λατινικού 
αλφαβήτου. 
 

Η απεικόνιση δένδρου που συνήθως χρησιµοποιείται έχει τη ρίζα στην κορυφή (ο 
κόµβος µε το Α στο Σχήµα Ε.1). Ο κόµβος y είναι κάτω από τον κόµβο x (και ο x πάνω από 
τον y), αν ο κόµβος x είναι στη διαδροµή από το y προς τη ρίζα. Με άλλα λόγια, ο y είναι 
κάτω από τον κόµβο x, αν η διαδροµή που τους συνδέει δεν περνά από τη ρίζα. Κάθε 
κόµβος, εκτός από τη ρίζα, έχει ακριβώς ένα κόµβο πάνω από αυτόν, ο οποίος καλείται 

 384



πατρικός του (parent). Οι κόµβοι ακριβώς κάτω από κάποιο κόµβο ονοµάζονται θυγατρικοί 
του (children, sons). Για παράδειγµα, στο Σχήµα Ε.1 οι κόµβοι µε τα γράµµατα M, P, L, E 
είναι θυγατρικοί του κόµβου µε το γράµµα Τ. Αδελφικοί (sibling) λέγονται οι κόµβοι που 
έχουν τον ίδιο πατρικό κόµβο. Κόµβος χωρίς θυγατρικούς καλείται φύλλο (leaf). 

Ο κόµβος x είναι απόγονος {descendant, [Γεωργακόπουλος (2002), σ. 611]} του y, 
εάν υπάρχει µια σειρά κόµβων που αρχίζει από τον y και τελειώνει στον x, έτσι ώστε ο 
επόµενος κόµβος να είναι θυγατρικός του προηγούµενου. Ο κόµβος y είναι πρόγονος 
(ancestor) του x, εάν και µόνον αν, ο x είναι απόγονος του y. Στο Σχήµα Ε.1 ο κόµβος µε το 
γράµµα R είναι πρόγονος των κόµβων µε τα T, M, P, L, E και απόγονος του κόµβου µε το Α.  

Κάθε κόµβος είναι η ρίζα για το υπόδενδρο (subtree) που αποτελείται από αυτόν τον 
κόµβο και όλους τους κόµβους κάτω από αυτόν. Στο δένδρο που φαίνεται στο Σχήµα Ε.1, 
υπάρχουν 7 υπόδενδρα µε 1 κόµβο, 1 υπόδενδρο µε 3 κόµβους, 1 υπόδενδρο µε 5 κόµβους 
και 1 µε 6 κόµβους. ∆άσος είναι ένα σύνολο δένδρων. Για παράδειγµα, αν διαγραφεί η ρίζα 
του δένδρου του Σχήµατος Ε.1 και οι ακµές που ξεκινούν από αυτή, προκύπτει ένα δάσος µε 
τρία δένδρα µε ρίζες τους κόµβους µε τα B, R, και D. 

Οι κόµβοι ενός δένδρου ανήκουν σε επίπεδα: Το επίπεδο (level) στο οποίο ανήκει 
ένας κόµβος είναι το πλήθος των κόµβων στη διαδροµή από αυτό τον κόµβο µέχρι τη ρίζα 
(χωρίς να συµπεριλαµβάνεται ο ίδιος) ή αλλιώς το πλήθος των ακµών από τον κόµβο µέχρι 
τη ρίζα. Στο Σχήµα 1 οι κόµβοι µε τα L, B βρίσκονται στα επίπεδα 3 και 1 αντίστοιχα. 

Κλάδος (branch) δένδρου είναι σειρά κόµβων από τη ρίζα έως ένα φύλλο, στην οποία 
ο ένας κόµβος είναι θυγατρικός του προηγούµενου. Το µήκος κλάδου είναι το πλήθος των 
ακµών του κλάδου ή αλλιώς το επίπεδο του φύλλου του κλάδου. Καταχρηστικά, κλάδος 
καλείται και το τµήµα κλάδου. 

Το βάθος κόµβου (node depth) ονοµάζεται το µήκος τµήµατος κλάδου που οδηγεί 
από τη ρίζα έως αυτόν. Κόµβοι µε το ίδιο βάθος ανήκουν στο ίδιο επίπεδο. 

Το ύψος κόµβου (node height) είναι το µήκος του µέγιστου τµήµατος κλάδου που 
εκκινεί από τον κόµβο και καταλήγει σε φύλλο του δένδρου. 

Το ύψος ενός δένδρου (height) ορίζεται ως η µέγιστη απόσταση της ρίζας του 
δένδρου από τα φύλλα του. Προκύπτει από το µέγιστο κλάδο του δένδρου.  
 
 
Ε.3 ∆υαδικό δένδρο 

 
∆υαδικό (binary) ονοµάζεται το δένδρο στο οποίο κάθε κόµβος έχει κανένα, ένα ή δύο 

διακεκριµένους θυγατρικούς κόµβους. Οι θυγατρικοί κόµβοι διακρίνονται σε αριστερό και 
δεξιό. Ένα παράδειγµα δυαδικού δένδρου φαίνεται στο Σχήµα Ε.2. 
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Σχήµα Ε.2 Παράδειγµα πλήρως ισορροπηµένου δυαδικού δένδρου. Στους κόµβους του έχουν 
καταχωρηθεί γράµµατα του λατινικού αλφαβήτου. 
 

Όταν ανά δύο όλοι οι κλάδοι του δυαδικού δένδρου έχουν διαφορά µήκους λιγότερο 
(ή ίσο) από (ή µε) k, το δένδρο ονοµάζεται (±k)  ισορροπηµένο (balanced). Πλήρως 
ισορροπηµένο λέγεται όταν k=1 [Γεωργακόπουλος (2002), σ. 62]. Το δυαδικό δένδρο στο 
Σχήµα Ε.2 είναι ένα παράδειγµα πλήρως ισορροπηµένου δυαδικού δένδρου. 

Το δυαδικό δένδρο αποτελεί σχήµα καταχώρισης δεδοµένων που χρησιµοποιείται 
ευρύτατα. Το ύψος h του δένδρου είναι σηµαντική παράµετρος στο υπολογιστικό κόστος των 
διαδικασιών σε ένα δυαδικό δένδρο και είναι επιθυµητό να είναι το ελάχιστο δυνατό. Το 
µικρότερο δυνατό ύψος, h, για πλήθος N στοιχείων συλλογής σε δυαδικό δένδρο επιτυγχάνεται 
[ο.π., σ. 57] όταν το δένδρο είναι πλήρως ισορροπηµένο, όταν δηλαδή κάθε κλάδος του 
δένδρου έχει το ίδιο µήκοςªh (ή περίπου το ίδιο). Στο πλήρως ισορροπηµένο δυαδικό δένδρο 
το πλήθος των στοιχείων του είναι 

 
Ν = 20 στο επίπεδο 0 
   + 21 στο επίπεδο 1 
   + 22 στο επίπεδο 2 
   + ...  
   + 2h-1 στο επίπεδο (h – 1) = 
   = 2h – 1 (άθροισµα h πρώτων όρων γεωµετρικής προόδου) 

 
οπότε h = log2N. 
 
 
Ε.4 Εντοπισµός ελαχίστου ή µεγίστου στοιχείου συλλογής δεδοµένων. Ουρά  
προτεραιότητας 
 

Τα δεδοµένα της συλλογής µπορεί να µην είναι ακέραιοι ή πραγµατικοί αριθµοί (που 
περικλείουν την έννοια της διάταξης) αλλά και αντικείµενα µε κάποιο στοιχείο διάταξης. Ο 
εντοπισµός ελαχίστου ή µεγίστου στοιχείου αφορά σε αυτό το στοιχείο διάταξης των 
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αντικειµένων της συλλογής. Από εδώ και στο εξής ο όρος ελάχιστο (µέγιστο) στοιχείο 
συλλογής θα σηµαίνει το δεδοµένο (π.χ. αντικείµενο, πληροφορία) µε το ελάχιστο (µέγιστο) 
στοιχείο διάταξης. 

Το ζητούµενο είναι τρόπος καταχώρισης στοιχείων επί των οποίων ορίζεται µια 
γραµµική διάταξη (π.χ. διάταξη πραγµατικών αριθµών), τέτοιος ώστε να εντοπίζεται και να 
λαµβάνεται το ταχύτερο δυνατό το εκάστοτε µικρότερο ( ή µεγαλύτερο) ως προς τη διάταξη.  

Αν όλα τα δεδοµένα της συλλογής είναι εξ’ αρχής γνωστά, το παραπάνω πρόβληµα 
σχετίζεται µε το πρόβληµα της ταξινόµησης. Ωστόσο, υπάρχει το ενδεχόµενο να συµβαίνουν 
«αφίξεις» (εισαγωγές) και «αναχωρήσεις» (διαγραφές) στοιχείων στη συλλογή, όποτε και 
προστίθενται στις ήδη οι απαιτήσεις ταχείας εισαγωγής και διαγραφής. 

Ουρά προτεραιότητας  {priority queue, [Γεωργακόπουλος (2002), σ. 55]} καλείται µία 
δοµή δεδοµένων µε την οποία είναι εφικτή η ταχεία εισαγωγή και διαγραφή στοιχείων 
συλλογής, καθώς και ο άµεσος εντοπισµός του ελαχίστου (µεγίστου) στοιχείου. 

Το σχήµα καταχώρισης της ουράς προτεραιότητας που εξυπηρετεί τον παραπάνω 
στόχο είναι το δυαδικό δένδρο. Τα στοιχεία της συλλογής είναι τοποθετηµένα στους κόµβους 
του δυαδικού δένδρου που ικανοποιεί τη συνθήκη φίλτρου {heap condition, [Sedgewick 
(1992), σ. 149]} ελαχίστου (µεγίστου): κάθε κόµβος του δυαδικού δένδρου περιέχει στοιχείο 
µικρότερο (µεγαλύτερο) ή ίσο από τα στοιχεία των θυγατρικών του κόµβων. Στο Σχήµα Ε.3 
φαίνεται η καταχώριση συλλογής στοιχείων σε δυαδικό δένδρο που ικανοποιεί τη συνθήκη 
φίλτρου ελαχίστου. 
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Σχήµα Ε.3 Καταχώριση της συλλογής ακεραίων αριθµών {18,12,48,77,40,55,21,44,9,7,21,7} σε 
φίλτρο ελαχίστου (δυαδικό δένδρο που ικανοποιεί τη συνθήκη φίλτρου ελαχίστου). Το δυαδικό 
δένδρο είναι πλήρως ισορροπηµένο και διαδοχικά συµπληρωµένο. 

 
Το κορυφαίο στοιχείο σε κάθε φίλτρο ελαχίστου (ρίζα του δυαδικού δένδρου) 

περιέχει το ελάχιστο στοιχείο, στοιχείο το οποίο µπορεί να ληφθεί άµεσα. Αν το πρώτο 
στοιχείο του φίλτρου διαγραφεί, το νέο ελάχιστο βρίσκεται στην κορυφή ενός εκ των δύο 
υποδένδρων και είναι άµεσα διαθέσιµο: αρκεί η επιλογή του µικρότερου από τα δύο αυτά 
στοιχεία. Προωθώντας το µικρότερο από τα δύο αυτά στοιχεία στην κορυφή ουσιαστικά 
διαγράφεται από το αντίστοιχο υπόδενδρο. Η διαδικασία διαγραφής-προώθησης µπορεί να 
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συνεχιστεί σε όλο το φίλτρο αναδροµικά. Με αυτό τον τρόπο η διαγραφή του κορυφαίου 
στοιχείου του φίλτρου διατηρεί αναλλοίωτη τη συνθήκη του φίλτρου και άρα της απαίτησης 
για τον ταχύ (άµεσο) εντοπισµό του νέου ελάχιστου στοιχείου (βρίσκεται στη ρίζα του 
δυαδικού δένδρου). 

Στο σηµείο κρίνεται αναγκαίο να γίνει διάκριση των όρων ουρά προτεραιότητας – 
φίλτρο ελαχίστου – δυαδικό δένδρο. Και οι τρεις όροι περικλείονται στην έννοια της δοµής 
δεδοµένων [Sedgewick (1992), σ. 27]. Ο πρώτος όρος (ουρά προτεραιότητας) είναι το 
αφηρηµένο σχήµα της δοµής που περιγράφει τις λειτουργίες και τις επιδόσεις της. Ο δεύτερος 
όρος (φίλτρο ελαχίστου) είναι η υλοποίησή της, δηλαδή ο τρόπος οργάνωσης των δεδοµένων 
(µε βάση τη συνθήκη ελαχίστου) καθώς και οι αλγόριθµοι χειρισµού των δεδοµένων που 
διατηρούν τον τρόπο οργάνωσης (η εισαγωγή, διαγραφή στοιχείου, εντοπισµός ελαχίστου). Ο 
τρίτος όρος (δυαδικό δένδρο) είναι το σχήµα καταχώρισης των δεδοµένων της δοµής. Γενικά, 
ο χαρακτηρισµός µιας δοµής δεδοµένων προκύπτει από την υλοποίησή της: η δοµή δεδοµένων 
για τον εντοπισµό του ελαχίστου στοιχείου συλλογής που περιγράφηκε παραπάνω λέγεται 
φίλτρο ελαχίστου. Αν δεν είναι γνωστή η υλοποίηση, τότε η δοµή χαρακτηρίζεται από το 
αφηρηµένο σχήµα της (ουρά προτεραιότητας στο παραπάνω παράδειγµα). 
 
 
Ε.5 Υλοποίηση ουράς προτεραιότητας σε φίλτρο ελαχίστου 

 
Το φίλτρο ελαχίστου αποτελεί την υλοποίηση της ουράς προτεραιότητας. Το σχήµα 

καταχώρισης είναι το δυαδικό δένδρο, ενώ οι διαδικασίες – αλγόριθµοι χειρισµού των 
δεδοµένων – στοιχείων είναι: α) εισαγωγή στοιχείων στο δυαδικό δένδρο, β) διαγραφή 
στοιχείων από το δυαδικό δένδρο και γ) η επιλογή του ελαχίστου στοιχείου.   

Οι αλγόριθµοι χειρισµού των στοιχείων οφείλουν να διατηρούν αναλλοίωτη τη συνθήκη 
φίλτρου. Μόνον τότε το φίλτρο ελαχίστου θα εξυπηρετεί το σκοπό για τον οποίο 
σχεδιάστηκε: τον εντοπισµό του ελαχίστου στοιχείου. Επίσης, για λόγους ταχύτητας, οι 
αλγόριθµοι χειρισµού θα πρέπει να επιβάλλουν στο δυαδικό δένδρο το ελάχιστο δυνατό 
ύψος, h, το οποίο επιτυγχάνεται όταν το δυαδικό δένδρο είναι πλήρως ισορροπηµένο 
[Γεωργακόπουλος (2002), σ. 57]. Όλοι οι αλγόριθµοι χειρισµού (όπως θα φανεί και 
παρακάτω) διεξάγονται σε κάποια διαδροµή του δυαδικού δένδρου µεταξύ της ρίζας και των 
φύλλων: είτε από θυγατρικό προς πατρικό κόµβο, είτε στην αντίθετη κατεύθυνση. Αν το 
ύψος είναι µικρό η πολυπλοκότητα των αλγορίθµων θα είναι µειωµένη και η ταχύτητα τους 
αυξηµένη. Εποµένως, οι αλγόριθµοι χειρισµού θα πρέπει να διατηρούν την ισορροπία του 
δυαδικού δένδρου. Αν υπάρχει τρόπος για τη διατήρηση της ισορροπίας του πλήρως 
ισορροπηµένου δυαδικού δένδρου, τότε υπάρχει τρόπος και για την κατασκευή του: γίνεται 
εισαγωγή των στοιχείων ένα-ένα. 
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Σχήµα Ε.4 Καταχώριση της συλλογής ακεραίων αριθµών {18,12,48,77,40,55,21,44,9,7,21,7} σε 
φίλτρο ελαχίστου (δυαδικό δένδρο που ικανοποιεί τη συνθήκη φίλτρου ελαχίστου). Το δυαδικό 
δένδρο είναι πλήρως ισορροπηµένο αλλά όχι διαδοχικά συµπληρωµένο. 
 

Μια ακόµη απαίτηση από τους αλγόριθµους χειρισµού είναι να διατηρούν το δυαδικό 
δένδρο διαδοχικά συµπληρωµένο. ∆ιαδοχικά συµπληρωµένο είναι το δυαδικό δένδρο που τα 
επίπεδα του είναι όλα πλήρη εκτός ίσως από το τελευταίο. Αν το τελευταίο δεν είναι πλήρες 
τότε τα στοιχεία διαδοχικά συµπληρώνουν το επίπεδο γεµίζοντας τους κόµβους από 
αριστερά προς τα δεξιά. Με αυτό τον τρόπο οι αλγόριθµοι χειρισµού γίνονται ταχύτεροι και 
η αποθήκευση των στοιχείων συµπαγής. Το δυαδικό δένδρο στο Σχήµα Ε.3 είναι διαδοχικά 
συµπληρωµένο, ενώ το αντίστοιχο στο Σχήµα Ε.4 δεν είναι. 

Παρακάτω περιγράφονται οι αλγόριθµοι χειρισµού των στοιχείων στο φίλτρο 
ελαχίστου. 
 
 
Ε.5.1 Εισαγωγή στοιχείου στο φίλτρο ελαχίστου 
 

Η εισαγωγή νέου στοιχείου γίνεται στην αµέσως επόµενη διαθέσιµη θέση του 
τελευταίου επιπέδου. Έτσι, αυξάνονται τα µήκη των κλάδων κατά ένα, λαµβάνοντας αυτούς 
διαδοχικά. Κατ’ αυτόν τον τρόπο η διαφορά των µηκών τους δεν πρόκειται να ξεπεράσει τη 
µονάδα. 

Η εισαγωγή στοιχείου δεν πρέπει να µεταβάλει τη συνθήκη φίλτρου. Το εισαχθέν 
στοιχείο θα πρέπει να πάρει κατάλληλη θέση στο δυαδικό δένδρο: συγκρίνεται µε αυτό στον 
πατρικό του κόµβο και αν είναι µικρότερο αλλάζει θέση µε το στοιχείο στον πατρικό. Η 
διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρι να βρεθεί πατρικός κόµβος µε στοιχείο µικρότερο ή ίσο 
µε το εισαχθέν. Στο Σχήµα Ε.4 φαίνονται τα βήµατα εισαγωγής στοιχείου σε φίλτρο 
ελαχίστου. 

Το πλήθος των βηµάτων (π.χ. συγκρίσεων, αναθέσεων) είναι ευθέως ανάλογο µε το 
ύψος του δένδρου. Πιο συγκεκριµένα, διεξάγονται το πολύ περίπου h συγκρίσεις και το πολύ 
περίπου 3h αναθέσεις, δηλαδή σύνολο περίπου 4h βήµατα. Συνεπώς, η πολυπλοκότητα 
αυτού του αλγορίθµου είναι Ο(h) στη χείριστη περίπτωση (περίπτωση όπου το εισαχθέν είναι 
το ελάχιστο), όπου h το ύψος του δυαδικού δένδρου. Όµως για πλήρως ισορροπηµένο 
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δυαδικό δένδρο είναι h = log2N, όπου Ν το πλήθος των στοιχείων του φίλτρου. Συνεπώς, η 
πολυπλοκότητα της εισαγωγής ενός στοιχείου στο φίλτρο ελαχίστου είναι Ο(log2N) στη χείριστη 
περίπτωση. 
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(γ) 
Σχήµα Ε.5 ∆ιαδικασία εισαγωγής στοιχείου σε φίλτρο ελαχίστου. Το δυαδικό δένδρο είναι πλήρως 
ισορροπηµένο και διαδοχικά συµπληρωµένο. (α) Εισαγωγή του νέου στοιχείου {8} στην αµέσως 
επόµενη διαθέσιµη θέση του τελευταίου επιπέδου. (β) Προώθηση προς τα πάνω του νέου στοιχείου 
{8} στη θέση του πατρικού του κόµβου {21} διότι 8<21. (γ) Προώθηση προς τα πάνω του νέου 
στοιχείου {8} στη θέση του νέου πατρικού του κόµβου {21} διότι 8<21. 
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Ε.5.2 ∆ιαγραφή στοιχείου σε φίλτρο ελαχίστου 
 

Αν κάποιο στοιχείο του φίλτρου διαγραφεί, προωθείται στη θέση του το ελάχιστο των 
στοιχείων των δύο υποδένδρων. Προωθώντας το µικρότερο από τα δύο αυτά στοιχεία στην 
κορυφή ουσιαστικά διαγράφεται από το αντίστοιχο υπόδενδρο. Η διαδικασία διαγραφής-
προώθησης µπορεί να συνεχιστεί σε όλο το δυαδικό δένδρο αναδροµικά. Με αυτό τον τρόπο 
διατηρείται αναλλοίωτη η συνθήκη του φίλτρου. Ωστόσο, η διαγραφή στοιχείου µε τον 
παραπάνω τρόπο αφήνει µια κενή θέση στο τελευταίο επίπεδο του δένδρου. Αυτό γενικά 
παύει να είναι διαδοχικά συµπληρωµένο. 

Το πρόβληµα µπορεί να λυθεί αν εισάγουµε το τελευταίο στοιχείο του τελευταίου 
επιπέδου στον κόµβο στον οποίο έγινε η διαγραφή. Το στοιχείο που µετακινήθηκε θα πρέπει 
να τοποθετηθεί κατάλληλα στο δένδρο, δηλαδή να προωθηθεί προς τα πάνω ή προς τα κάτω 
µέσα από συγκρίσεις µε πατρικούς και θυγατρικούς κόµβους. Το πιο πιθανό είναι να 
µετακινηθεί προς τα κάτω στο δυαδικό δένδρο, διότι εφόσον βρισκόταν στο τελευταίο 
επίπεδο είναι ένα από τα µεγάλα στοιχεία του φίλτρου ελαχίστου. Το στοιχείο συγκρίνεται µε 
τα στοιχεία στους δυο θυγατρικούς του κόµβους (πρώτα τον αριστερό έπειτα το δεξιό): αν 
βρεθεί µεγαλύτερο από κάποιο από τα δύο αλλάζει θέση µε αυτό. Η διαδικασία 
επαναλαµβάνεται µέχρι να το στοιχείο που αντικατέστησε το διαγραφέν να γίνει µικρότερο 
από τα στοιχεία στους δύο θυγατρικούς του κόµβους. Αν το στοιχείο πρέπει να µετακινηθεί 
προς τα πάνω (είναι µικρότερο από το στοιχείο στον πατρικό του κόµβο), τότε ακολουθείται 
η διαδικασία προώθησης προς τα πάνω που ακολουθείται και στην εισαγωγή νέου στοιχείου. 
Στο Σχήµα 6 περιγράφεται η διαδικασία διαγραφής του στοιχείου που βρίσκεται στη ρίζα του 
δυαδικού δένδρου, του ελάχιστου στοιχείου του φίλτρου. 
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(ε) 

Σχήµα Ε.6 ∆ιαδικασία διαγραφής στοιχείου σε φίλτρο ελαχίστου (επιλέγεται η διαγραφή του 
στοιχείου που βρίσκεται στη ρίζα του δένδρου, του ελαχίστου του φίλτρου ελαχίστου). Το δυαδικό 
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δένδρο είναι πλήρως ισορροπηµένο και διαδοχικά συµπληρωµένο. (α) ∆ιαγραφή του στοιχείου που 
βρίσκεται στη ρίζα του δένδρου. (β) Πλήρωση της κενής θέσης µε το τελευταίο στοιχείου του 
τελευταίου επιπέδου {40}. (γ) Προώθηση προς τα κάτω του στοιχείου {40} διότι 40>7. (δ) 
Προώθηση προς τα κάτω του στοιχείου {40} διότι 40>9. (ε) Προώθηση προς τα κάτω του στοιχείου 
{40} διότι 40>18. 

 
Η χείριστη περίπτωση υλοποίησης του αλγόριθµου διαγραφής είναι το διαγραφέν 

στοιχείο να βρίσκεται στη ρίζα και το στοιχείο που το αντικατέστησε να προωθείται προς τα 
κάτω (µέσω συγκρίσεων και µε τα δύο στοιχεία στους θυγατρικούς κόµβους) µέχρι να 
φτάσει σε φύλλο του δυαδικού δένδρου. Το πλήθος των συγκρίσεων που διεξάγονται στη 
χείριστη περίπτωση είναι περίπου 2log2N, όπου Ν το πλήθος των στοιχείων του φίλτρου. Το 
πλήθος των αναθέσεων στη χείριστη περίπτωση είναι περίπου 3log2N. Συνεπώς, η 
πολυπλοκότητα της διαγραφής στοιχείου από το φίλτρο είναι Ο(log2N) στη χείριστη 
περίπτωση. 
 
 
Ε.5.3 Εντοπισµός ελαχίστου στοιχείου  
 

Το ελάχιστο στοιχείο βρίσκεται στη ρίζα του δυαδικού δένδρου. Η πολυπλοκότητα 
αυτής της διαδικασίας είναι Ο(1) στη χείριστη περίπτωση. 
 
 

Ε.6 Υλοποίηση της καταχώρισης Ν στοιχείων σε δυαδικό δένδρο 
 

Η καταχώριση Ν στοιχείων σε δυαδικό δένδρο είναι δυνατό να γίνει µε χρήση 
πινάκων ή µε χρήση αλυσίδων (linked lists) και απαιτεί τη γνώση των παρακάτω: 
 
A) Ποιο είναι το στοιχείο στον πατρικό κόµβο κάθε στοιχείου. 
 
B) Ποια είναι τα στοιχεία στους θυγατρικούς κόµβους κάθε στοιχείου. 
 
Γ) Ποια είναι η επόµενη διαθέσιµη θέση στο τελευταίο επίπεδο (προκειµένου να διατηρηθεί 
το δένδρο πλήρως ισορροπηµένο και διαδοχικά συµπληρωµένο). 

 
Η καταχώριση µε χρήση πίνακα είναι η καλύτερη λύση {[Sedgewick (1992), σ. 149], 

NIST}, όταν το δυαδικό δένδρο είναι διαδοχικά συµπληρωµένο και πλήρως ισορροπηµένο. 
Στη δυαδική δενδρική καταχώριση µε χρήση πίνακα η σχέση πατρική – θυγατρική 

θέση εκφράζεται αριθµητικά: 
 

A) Πατρική θέση της υπ’ αριθµόν k θέσης είναι η υπ’ αριθµόν k/2 θέση. 
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B) Οι θυγατρικές της υπ’ αριθµόν k θέσης είναι οι θέσεις 2k και 2k+1. 
 
Γ) Η επόµενη διαθέσιµη θέση είναι η επόµενη θέση του τελευταίου στοιχείου. 

 
Στο Σχήµα Ε.7 φαίνεται ο τρόπος διευθέτησης δυαδικού δένδρου σε πίνακα. 
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Σχήµα Ε.7 ∆ιαδοχική διευθέτηση στοιχείων δυαδικού δένδρου σε πίνακα Α. 
 
 
Ε.7 Αξιολόγηση φίλτρου ελαχίστου 

 
Οι αλγόριθµοι χειρισµού δεδοµένων του φίλτρου ελαχίστου (εισαγωγή, διαγραφή 

στοιχείου) απαιτούν πλήθος πράξεων εξαρτώµενο από το πλήθος των στοιχείων της 
συλλογής. ∆εν απαιτούν όµως πλήθος πράξεων ανάλογο προς το µέγεθος της δοµής (πλήθος 
στοιχείων της συλλογής), αλλά ανάλογο προς το λογάριθµο µε βάση 2 του µεγέθους της 
δοµής. Αυτό είναι εφικτό υπολογιστικό κόστος ακόµη και για προβλήµατα που απαιτούν 
δοµές τεραστίου µεγέθους. Για παράδειγµα, ισχύει ότι log2(106)<20, άρα µε κατάλληλη 
οργάνωση των στοιχείων της συλλογής το εκάστοτε ελάχιστο από ένα εκατοµµύριο στοιχεία 
βρίσκεται µε περίπου 20 πράξεις! 
 Ένα φίλτρο ελαχίστου γενικά µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την εύρεση του 
ελαχίστου µιας συλλογής στοιχείων, είναι όµως ένας αλγόριθµος µε υψηλή πολυπλοκότητα: 
Η εφαρµογή του φίλτρου ελαχίστου για την εύρεση του ελαχίστου συλλογής στοιχείων είναι 
Ο(log2N!) (χείριστη περίπτωση, ΧΠ) σε αντιδιαστολή µε την τάξη Ο(Ν) (ΧΠ) της απλής 
αναζήτησης του ελαχίστου µιας συλλογής. Ωστόσο, η οργάνωση των στοιχειών που 
επιτυγχάνεται µε το φίλτρο ελαχίστου διασφαλίζει υψηλότερη ταχύτητα αν αναζητηθεί το 
δεύτερο σε αύξουσα σειρά στοιχείο της συλλογής: η αναζήτηση του ελαχίστου µε το φίλτρο 
ελαχίστου είναι τώρα τάξης log2N (ΧΠ), ενώ η απλή αναζήτηση εξακολουθεί να είναι τάξης 
O(N) (ΧΠ).  
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 Το φίλτρο ελαχίστου µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε προβλήµατα ταξινόµησης 
συλλογής στοιχείων. Οι καλύτεροι αλγόριθµοι του είδους είναι {[Sedgewick (1992), σ. 94], 
[Press et al. (1997), σ. 329]} τάξης Ο(Nlog2N) (ΧΠ). Η ταξινόµηση στοιχείων µε το φίλτρο 
ελαχίστου, ή αλλιώς ο αλγόριθµος heapsort είναι τάξης Ο(Nlog2N) (ΧΠ). Στον Πίνακα Ε.Ι 
φαίνεται η τάξη των γνωστότερων αλγορίθµων ταξινόµησης. 
 
Πίνακας Ε.Ι Τάξη των γνωστότερων αλγορίθµων ταξινόµησης (χείριστη περίπτωση). 
 

Αλγόριθµος Τάξη (πολυπλοκότητα) 
quick sort [Sedgewick (1992), σ. 115] Ν2

heap sort [ο.π., σ. 145] Νlog2N 
merge sort [ο.π., σ. 163] Νlog2N 
shell sort [ο.π., σ. 110] Ν3/2

selection sort [ο.π., σ. 96] Ν2

insertion sort [ο.π., σ. 98] Ν2

bubble sort [ο.π., σ. 100] Ν2

 
Σηµειώνεται ότι ο αλγόριθµος quicksort γενικά (µέση περίπτωση) είναι ο ταχύτερος 

{[Sedgewick (1992), σ. 115] , [Press et al. (1997), σ. 329]}, αλλά ο heapsort περισσότερο 
ευέλικτος. Η χρησιµοποίηση συγκεκριµένου αλγορίθµου εξαρτάται από το πρόβληµα που 
αντιµετωπίζεται. 
 Το φίλτρο ελαχίστου είναι πρόσφορο [Sedgewick (1992), σ. 145] όταν οι απαιτήσεις του 
προβλήµατος είναι, εκτός από τον ταχύ εντοπισµό του ελαχίστου στοιχείου συλλογής, η ταχεία 
εισαγωγή και διαγραφή στοιχείων από αυτή. 
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ΣΤ.1 Η στερεά γωνία και εξισώσεις υπολογισµού της 
 

Η στερεά γωνία ορίζεται κατ’ αντιστοιχία µε την επίπεδη γωνία. Είναι µια γωνία σε 
τρεις διαστάσεις. Η επίπεδη γωνία ορίζεται ως µήκος τόξου µοναδιαίου κύκλου (µήκος 
περιφέρειας 2π ακτίνια). Αντίστοιχα η στερεά γωνία ορίζεται ως επιφάνεια µοναδιαίας 
σφαίρας, η οποία έχει εµβαδό 4π στερεοακτίνια. 

Έστω επιφάνεια S και ένα σηµείο P όπως φαίνονται στο Σχήµα ΣΤ.1. Η στερεά (ή 
κωνική) γωνία υπό την οποία το σηµείο P «βλέπει» την επιφάνεια S προκύπτει φέροντας 
ευθύγραµµα τµήµατα που ενώνουν την το σύνορο της επιφάνειας S µε το σηµείο P. Το µέτρο 
αυτής της στερεάς γωνίας είναι το εµβαδό της επιφάνειας Α του Σχήµατος ΣΤ.1. Το σύνορο 
της επιφάνειας Α ορίζεται από την στερεά γωνία (ή τον κώνο που ορίζουν τα ευθύγραµµα 
τµήµατα που ξεκινούν από το P και διατρέχουν το σύνορο της S) και τη µοναδιαία σφαίρα µε 
κέντρο το P. 

P

A

S

 
Σχήµα ΣΤ.1 Στερεά ή κωνική γωνία υπό την οποία το σηµείο P «βλέπει» την επιφάνεια S. Το µέτρο 
της είναι το εµβαδό της επιφάνειας Α, η οποία ορίζεται από τη στερεά γωνία και τη µοναδιαία σφαίρα 
µε κέντρο το σηµείο P. 
 

Έστω dω το στοιχείο στερεάς γωνίας υπό την οποία σηµείο P «βλέπει» στοιχειώδη 
επιφάνεια dS (Σχήµα ΣΤ.2). Έστω dS0 η προβολή της dS πάνω στη σφαίρα µε κέντρο το P 
και ακτίνα r = PQ, όπου Q το κοντινότερο στο σηµείο P σηµείο της dS. Το στοιχείο στερεάς 
γωνίας είναι {[Present (1958), σ. 26], [Cole (1974), σ. 55]}  

 

0
2

dSdω
r

= .         (ΣΤ.1) 

 
Όµως [Παπαϊωάννου (1993), σ. 92] 
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⋅

=
r n .        (ΣΤ.3) 

P dS0

n

dS

r
Q

 
Σχήµα ΣΤ.2 Στοιχείο στερεάς γωνίας υπό την οποία σηµείο P «βλέπει» στοιχειώδη επιφάνεια dS. dS0 
είναι η προβολή της dS πάνω στη σφαίρα µε κέντρο το P και ακτίνα r = PQ, όπου Q το κοντινότερο 
στο σηµείο P σηµείο της dS. n είναι το µοναδιαίο κάθετο στην επιφάνεια dS και r είναι κάθετο στην 
dS0 µε µέτρο r.  
 

Στο σύστηµα των σφαιρικών συντεταγµένων της παρούσας εργασίας το στοιχείο 
στερεάς γωνίας φαίνεται στο Σχήµα ΣΤ.3 και είναι  
 

sindω θdθdφ= .        (ΣΤ.4) 
S

θ
dθ

dφ

sin dθ φ

φ
y

x

z

dω

 
 

Σχήµα ΣΤ.3 Το στοιχείο στερεάς γωνίας στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων που χρησιµοποιείται 
στην παρούσα εργασία. Η ακτίνα της σφαίρας είναι 1. 
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